हिस्दौसमिति-प्रस्थ मा छा--५ १ 


यांत्रिकी 


छेलकर 
आरनान्‍ड सो मरपोेरद 


म्यूनिय पिश्यविदयादय 


अनुयादफ 
जगद्‌विहारों सेठ, इ० एु० एम० (अब 


हिन्दी समिति 
सूचना विभाग, उत्तर प्रदेश 


प्रथम संस्करण 
१९६२ 


मूल्य 


रे 


्यारह रुपये 


[ प्रप्ाशैगल्त॑ छा० प्रणव ० वाणा 0. 
$:८॥*$ 89/8७ी एरक्राजैवपनणा ० प० 
किफ्रप्ा 6०कावा छिताप्0ा ] 


मुद्रक 
पं० पृथ्वोनाय भागंव, 
भागंव भूषण प्रेस, गायघाट, वाराणसी 


प्रकाशकीय 


यह पुस्तक उन व्यास्यानों का संग्रह है जो श्री आर्नाल्ड सोमरफेल्ट द्वारा म्यूनिय 
विश्वविद्यालय में उच्चश्रेणी के विद्याथियों के सामने दिये गये ये। प्रशिक्षण सबन्बी 
३०-४० वर्ष के अनुभव तथा गवेषणाओं का सार इन भाषणों में आ गया है। विषय 
का अध्यापन समाप्त हो जाने के बाद ये व्यास्यान सप्ताह में चार घटे दिये जाने थे 
ओर दो घण्टे प्रति सप्ताह विद्यार्थियों द्वारा प्रस्तुत की गयी समस्याओं पर विचार 
करने तथा उनझे समाधान के सुझाव देने में बिताये जाते थे। इसी से छात्रों 
पर इनका बड़ा प्रभाव पडता था। समस्त व्याख्यानमाछा छ भागों में प्रकाशित हुई 
थी। प्रस्तुत पुस्तक इसके प्रथम भाग का अनुवाद है। गणितीय संद्धान्विक भौतिकी 
के अध्ययन-अध्यापन में रुचि छेने वालो के छिए तथा क्वाण्टम सिद्धान्त के विकास की 
भमिका के रूप में इसको उपयोगिता समझ कर ही हिन्दी समिति द्वारा इसका प्रकाशन 
किया जा रहा है। 
हिन्दी समिति ग्रंथमाला का यह ५१ वां पुष्प है। इसके अनुवादक श्री जगदु 
बिहारी सेठ ३० वर्ष तक पहले भौतिको के प्राध्यापक और फिर प्िसिपल के रूप मे 
राजकीय शिक्षा विभाग में कार्य करने के वाद अवसर ग्रहण कर चुके है । आप छात्रा- 
वम्था से ही हिन्दी के प्रेमी रहे हैं । यह अनुवाद आपके अनु भव ओर हिन्दी के प्रति इस 
विशिष्ट अनुराग का ही परिणाम है। 


लोलाधर शर्मा पर्वतीय! 
सचिव, हिन्दी समिति । 


हिन्दी अनुवादक का निवेदन: 


श्री सोमरफेल्ड की व्यास्यान माला में छः ग्रय हैँ जिनके नाम उन्ही की, पथास्थान 
दो हुई, भूमिका में मिलेंगे। इनमें के प्रथम चार तथा पष्ठ ग्रथ ही वे पूर्णतया लिस 
पाये थे जो उनके जीवन-काल में प्रकाशित हो सके थे । पाँचवे ग्रथ की रचना वे अभी 
कर ही रहे थे कि उनकी मृत्यु हो गयो। परंतु मृत्यु के पहले वे उसको पूरा करने का 
कार्य उपयुक्त सुयोग्य विद्वानों को सौंप सके थे और परामर्श दे सके थे कि पुस्तक किस 
प्रकार समाप्त की जाय । अतएव पाँचवाँ ग्रंथ भी उन्ही का कहलाता है। निस्सदेह, 
मूल ग्रंथ जमंन भाषा में हैँ। उनका अंग्रेजी अनुवाद अमेरिका, न्‍्यूयाक्क के एकेडेमिक 
प्रेस इनकारपो. प्रकाशकों ने प्रकाशित किया। विभिन्न ग्रयो के अग्रेजी अनुवाद 
विभिन्न उपयुक्त विद्वानों से कराये गये और वे विभिन्न वर्षो में प्रकाशित हुए भे । 
प्रस्तुत ग्रंथ व्यास्यानमाला की प्रथम पुस्तक यात्रिकी, का हिंदी भाषांतर है। मूल 
प्रंथ १९४३ म प्रकाशित हुआ था और १९४४ में ही उसका द्वितीय सस्करण निकल 
गया था। अंग्रेजी अनुवाद ग्रथ के चतुर्थ संस्करण का हुआ तथा बह १९५२ में 
प्रकाशित हुआ और १९५६ में उसका पुनर्मुंद्रण हुआ | प्रस्तुत ग्रंथ इसी पुनर्मुद्रण से 
अनूदित है। अनुवाद करने आदि की अनुमति अमेरिकन प्रकाशकों से सहर्प प्रदान 
की | तदर्थ उनका यहाँ सर्वप्रथम धन्यवाद करना उचित ही है। 
अनुवाद जहाँ तक हो सका अक्षरश: किया गया है। अग्रेजी भाषांतर में दी हुई 
पादटिपणियाँ, तारक चिह्न, त्रिशूल चिह्न आदि द्वारा सूचित को गयी है। कही-कही 
हिन्दी अनुवादक्‌ ने कुछ अन्य टिप्पणियाँ देना भी उचित समझा है। इनमें “अनुवादक' 
शब्द जोड़ दिया गया है। वर्तमान संक्रमण युग में यह भी उचित ही जान पड़ा कि 
पारिभाषिक शब्दावली हिन्दी-अंग्रेजी मे ही न हो, वरन्‌ अग्रेजी-हिन्दी मे भी दी जाय। 
गणितीय पदपुज, सकेताक्षर, समीकरण आदि अंग्रेजी में ही दिय गये हे । 
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प्रावकयन 
( थो पो० पी० एयाल्ड द्वारा लिलित ) 


मैंडातिक भौतिकी के प्रस्तुत अध्यापन ग्रंथों के रचयिता, श्री अर्नाल्ड सोमरफेल्ड 
उन विशिष्ट विद्वानों में थे जिनके द्वारा, १९१० से १९३० तक के दो दशकों में ही, 
भौतिक-विज्ञान-जगत्‌ में भारी परिवत्तंन हो गया । सोमरफेल्ड के प्रेरणापूर्ण और 
अथक प्रयासों के बिना परमाणु के कबवाटम सिद्धात का मे तो उतना प्रचंड विकास 
होता और न उसका उतना विस्तृत प्रचार ही होता जितना कि हुआ । म्यूनिस 
में स्थित सोमरफेल्ड का सिद्धातिक भौतिक इस्टिट्यूट' ऐसी ससस्‍्था हो गया जहाँ से 
परमाणु-मिद्धात के जर्मन तथा विदेशी, मबीन एव प्रौढ, विद्याथियों के गवेषणा-पश्रों 
की धारा बह निकछी। उनका सुप्रसिद्ध ग्रंथ “ऐटम्बाउ अड स्पेकट्राल्लिनीएन" 
(परमाणु-रचना तथा वर्णक्रम-रेसाएँ) और उसके थोडे ही दिन बाद प्रकाशित 
उन्ही की लिखी पुस्तक, “वेलनमेकैनिक”' (तरंग-यांत्रिकी) बहुकाल पर्यत इस 
भौतिक विषय के एकमात्र पूर्ण और प्रामाणिक ग्रथ रहे । उसके बाद के एक के बाद 
एक निकछे सस्करणों ने ही नील्स वोर' के प्रारभिक शोधपत्नों के बाद शीघ्रतापूर्वक 
विकसित परमाणु-सिद्धात की हृदयंगामी बातों को संसार के सामने प्रकट किया । 
अपने प्रशिक्षण एवं पूर्वंकालिक गवेपणाओ, दोनों के ही कारण सोमरफेल्ड उच्च- 
कोटीय भौतिकी की गणितीय विधियों में पूर्ण निपुणता प्राप्त कर चुके थे। अतएव 
ब्वाटम भौतिकी की नव-जात विधियों में, शीघ्र ही, विशेषतया १९२६ में श्रा्डिजेरं 
को तरंग-यात्रिकी के आविर्भाव के उपरात वे पूर्ण पंडित वन गये । ओर इसलिए, तथा 
इसलिए भी कि उन्हे चिरप्रतिष्ठित सिद्धात के रचिकारक सौदये में स्वय बड़ा आनन्द 
भाता था, यह स्वाभाविक ही था कि सोमरफेल्ड अपने शिप्यों को भी चिरप्रतिप्ठित 
विधियों की 'सम्यक्‌ प्रशिक्षा देते | गणितोय अनुष्ठान, उसका भौतिक भाप्य, तथा 
उसका प्रायोगिक प्रत्यक्षीकरण, इन सबके बीच की अनुरूपता के उभड़ें हुए से चित्र 
सोमरफेल्ड के व्याख्यानो मे खिच जाते थे, जो उमके शिप्यो पर वडा प्रभाव डालते थे । 
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जिस समय सोमरफेल्ड ने अपने अध्यापन-व्यास्यान पुस्तकाकार प्रकाशनार्य 
लिपि-धद्ध किये, उस समय उनकी अवस्था सत्तर वर्ष से भी अधिक थी और चाढीस 
बर्ष पर्यत अध्यापन करके वे कार्यावकाश प्राप्त कर चुके थे । दो कारणों से उन्होंने 
वैसा करना अपना कत्तेव्य समझा--एक तो यह कि उस संकटकाल में उन शोधों का 
संरक्षण हो सके जिन्होंने भौतिकी को सफछता की पराकाप्ठा तक पहुँचाया था; 
दूसरा यह कि नूतन युग के भौतिकी-विद्याथियो के लिए उच्चकोटीय समस्याओं के 
ढांचे पर बनाये हुए गणितीय विश्लेषण की बहुमूल्य उपलब्धियों की रक्षा हो सके । 
इन उपलब्ध साधनों को निर्दोप बनाने में सोमरफेल्ड ने तभी से काफी हाथ बेंटाना 
प्रारभ कर दिया था जब, १८९५ मे, भौतिकी में स्वेच्छफलनो' पर आचार्य (डाक्टर) 
पदवी प्राप्त करने के लिए उन्होने अपना निबंध लिखा था। उनके शुरू-शुरू के 
विद्धत्तापूर्ण शोधो मे 'किसी किनारे पर तरगों के विवत्तंन' के कारणों पर ययार्य 
प्रमाण को प्रस्तुत करना था। उन्होंने रीमान' द्वारा व्यवहृत फलनन्वाद' की 
विधियो को आगे बढ़ाया, जिसका परिणाम यह हुआ कि विवत्तंन की उक्त समस्या 
का साधत 'बहु-विमितीय अवकाश में प्रतिविव' की विधि द्वारा प्राप्त हो गया । इस 
'विपय की विवेचना पाठको को प्रस्तुत व्याख्यान माला की प्राँचवी पुस्तक, 'प्रकाशिकी", 
में मिलेगी । 
गोटिजेन' के अपने प्रारभिक काल से लेकर म्यूनिख में ववांटम युग के आरंभ 
तक, गोटिजेन के प्रसिद्ध गणितज्ञ, फेलिक्स वलाइन*, के सहयोग से, चार ग्रंथों मे 
समाप्त, घूर्णमान दृढ़पिडो के वाद” पर, सोमरफेल्ड ने अपने प्रामाणिक ग्रथ, 'थियोरी 
डेस क्राइसेल्स” की रचना की। इस ग्रंथ मे फलनवाद, दीर्घवृत्तीय फलन, चतुर्वेर्णायर्ना', 
बलाइन-केली के परामिति वृद', इत्यादि, जैसे गणितीय विपयो को दृढ़पिड संबंधी 
गतिविज्ञान की समस्याएँ हल करने मे छगाकर गणित के “शुद्ध” और “अनुप्रयुक्त” 
अगों का परस्पर घना संबंध दिखलाने का यत्न किया गया था। १८९९ से १९०५ 
तक, आखेन के देकूनीख हाखशूछ अध्यापक" की हैसियत में, सोमरफेल्डने इंजिनियरी 
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की समस्याओं में गहरी दिलचस्पी ली। स्नेहनों का द्रवगति विज्ञान, एक ही 
झक्तिवाहक तार पर काम करते हुए एकाधिक विद्युज्जनित्रों के बीच की मिथ-क्रिया, 
रेल्गराड़ियों के ब्रेको का काम, तथा अन्य विपयों की समस्याएँ हल करने के लिए एक- 
जैसी विधियों के संबंध मे जो काम लिया गया, उसका महत्त्व चिरकाल तक बना 
रहेगा । बेतार की तार-प्रणाली का आविर्भाव हो जाने पर, रेडियो-्तरगों के 
उत्सर्जन और प्रचरण विधियों के सबंध में सोमरफेल्ड और उनके शिप्यो के रचनापत्रों 
की खूंखछा बँध गयी। ये उन गणितीय विधियों के उत्तम उदाहरण हैं जिनमें 
सोमरफेल्ड पूर्ण पारगत थे। विश्येपत', इन तरगो के पृथिवी के चारों ओर विवर्त्तन 
की समस्या सम्मिश्र समाकलो' संबंधी वाद-विवाद मात्र बना दी गयी, जीकि उसके 
यथाय प्रमाण सिद्ध हुए (देखिए, छठे ग्रंथ का छठा अध्याय) । 
जिन सब उपलब्धियों से सोमरफेल्ड ने भौतिक सिद्धांत को संपन्न किया, उनकी 
धूरो सूची यहाँ देने का अवसर नही; केवल इस प्राकुकथन के अंत में दी हुई थोडी-सी 
रचनाओं का नाम दे देना ही यहाँ पर्याप्त होगा । परतु सोमरफेल्ड कैसे शिक्षक थे 
तथा प्रस्तुत ग्रंथ में अनूदित उनकी अध्यापन-प्रणाली के व्याज्यानी का कितना गौरव 
है, इस सम्बन्ध में यहाँ कुछ जिक्र कर देना उचित जान पडता है। 
सैद्धातिक-भौतिकी की जो अध्ययन-अ्रणालियाँ म्यूनिख में स्थापित की गयीं 
वे दो प्रकार की थी--ब्यापक और विशिष्ट । पहले प्रकार के व्याख्यान हेमत में 
१३ सप्ताह के और ग्रीप्म मे ११ सप्ताह के अध्ययन-काल में चार घंटे (४०-५० 
मिनट के) प्रति सप्ताह दिये जाते थे। पूरी प्रणाली तीन वर्षो में समाप्त होती थी । 
इस प्रकार छ व्याख्यान-मालाएँ हुई जिनसे प्रस्तुत पुस्तकमालछा के छ ग्रथ बनें । जो 
विद्यार्थी प्रायोगिक भौतिकी की अध्ययन-प्रणाली ले चुके थे उनके लिए प्रणालियाँ 
विपय-प्रवेश थीं। म्यूनिख में प्रयोगात्मक भौतिकी के निदर्शन पहले तो राटजेन' 
भर बाद में डब्लू० वीएन' की अध्यक्षता में दिये गये। प्रयोगात्मक भौतिकी में 
विद्यार्थी को भौतिक-जयत्‌ की घटनाओं का तथ्यपूर्ण देन तथा मुख्यतया गणित-हीन 
विधियों से उनके मात्रात्मक मान का ज्ञान कराया जाता था । सैद्धातिक भौतिकी के 
व्यास्यानो में प्रारंभिक बाते फिर से वतायी जाती थी परंतु अब इस दृष्टिकोण से कि 
समस्याएं किस प्रकार गणितीय विधियों से हछ की जायें तथा किस प्रकार ऐसे एकी- 
कारक सिद्धांत (वाद) का निर्माण किया जाय जो भूढ़ समस्याओ को हल करने में 
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सफल हो । विभिन्न व्यास्यान-श्यृंखछाओं में ये बातें बदलती रहती थी और शव 
व्यास्यानों- के उत्तरार्ध में तत्कालीन प्रासगिक विपय सम्मिलित कर लिये जाते ये, 
जिस कारण ये व्याख्यान उन उच्चतर विद्याथियों के लिए जो पहले भी इस विपय 
को पढ़ चुके थे और भी चित्ताकर्षक हो जाते थे। व्यास्यानों के अतिरिकत दो पट 
प्रति सप्ताह समस्याओं के विचार-आलोचन में छगाये जाते थे । 
विश्विष्ट पाठ-क्रमों में दो घंटे प्रति सप्ताह व्याख्यान दिये जाते थे । ये उन विषयों 
पर थे जो व्यापक प्रणालियों में केवल संक्षिप्त रूप मे ही समझाये जा सकते थे या जा 
केबल तात्कालिक जानकारी प्राप्त करने के छिए ये । इस प्रकार के जो व्यास्यान 
सोमरफेल्ड देते थे वे या तो उन्ही के अपने पहले के किये हुए कार्यों से संबंध रखते 
थे या ऐसे विपयों के अश होते थे जो कुछ दिनों वाद मौलिक रचनाओं के रूप 
में मिकले । लोरत्ज' रूपान्तर को चतुः विमितीय अवकाश में हुए घूर्णन की भाँति 
मानना (पुस्तक ३, $ २७); तरग प्रकाशिकी से ज्यामितीय प्रकाशिकी में परिवर्तन 
(पु० ४, ३ ३५); विश्लेषक माध्यम मे संकेत-वेग पर विचार (9० ४, $ रे ५); आदि 
इसके कुछ उदाहरण है । पहले दिये गये व्यास्यानो के कुछ कम-चित्ताकर्पक भागों को 
निकाऊकर बाद में ये विपय व्यापक पाठ्यक्रमों में सम्मिलित कर लिये गये मे । 
व्याख्यान माला के अतिरिक्त विचार-गोप्ठियों और संभाषणों द्वारा भी उच्चतर 
विषयों की शिक्षा दी जाती थी । इनमें विद्यार्थी को निदिप्ट विषय का पर्यवेक्षण करवा 
पड़ता था और उस पर वकक्‍्तृता देनी होती थी, जिनके लिए कई सप्ताहों के कठिन 
परिश्रमपूर्ण अध्ययन की आवश्यकता होती थी । 
विद्यार्थी की दृष्टि से, सोमरफेल्ड के व्याख्यानों के आकर्षण का कारण उनकी 
सुबोबता थी--यथा, भौतिक दृष्टि से विपय-अवेश; उसका गणितीय सुव्यवस्थापना 
व्यवहृत गणितीय विधियों का सहज कितु व्यापक व्यक्तीकरण; और अंत में भौतिक 
प्रयोगों द्वारा उपलब्ध परिणामों पर सम्यक्‌ विचार-आलोचन॥ कक्षा के बोर्ड पर 
उनकी गहरी, स्पष्ट, लिखाई; तथा उनके रेखाचित्र, इन दोनों के द्वारा, बलास समाप्ति 
पर, विद्यार्थी व्याख्यान में बतायी हुई सव वातो का स्पष्ट रूप से पर्यवेक्षण कर सकता 
था | व्याख्यानों का विषय काफी ऊँचा होता था ताकि अच्छे छात्रों को भी वह्‌ आकर्षित 
रखता था। उस युनिवर्सिटी (विद्यापीठ) मे जहाँ न तो व्याब्यानादिकों में कोई 
हाजिरी ही छी जाती थी और न ही विद्याधियो के नाम की कोई जाच-पड़ताल की 
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जाती थी, व्यारयानीं में इन सब बातों का होना आवश्यक था। अभ्यास के लिए 
दी हुई समस्याओ के हल करने में यदि कोई कुछ मौलिकिता दिसछावा था तो चाहे बह 
नवागत ही क्यो न ही तुरत सोमरफेल्ड या उनके सहकारी का ध्यान आकर्षित होता 
था जिससे विद्यार्यी को बड़ा प्रोत्माहइन मिलता था । 

विद्यार्थी की अवस्था चाहे जो भी हो वास्तविक योग्यता और उत्तम ब॒द्धि 
तुरंत पहचान लेने की असाधारण शवित सोमरफेल्ड मे थी। यही कारण था कि 
दिवाई', पाउली', हाइसेनवर्ग', अपने अध्ययन-काल के प्रारभिक वर्षों में ही उन 
पर अनुरकत हो गये थे । इस प्रकार के बहुतेरे वैज्ञानिको में से यहां केवल उन तीन के 
नाम दिये गये हूँ जो आज नोवल-पुरस्कार विजेता हैं। परतु औमतन अच्छे विद्यार्थी 
का भी काफी ध्यान रसा जाता था और अपेक्षाकृत कम जटिर समस्याएँ, कम उत्तर- 
दायित्त्व की बाते, उसके सुपुर्द की जाती थी ताकि बह भी अपनी योग्यता का उपयोग 
कर सके । अयोग्य विद्यार्थी स्वय भाग जाते थे ॥ इस प्रकार सोमरफेल्ड के शिप्यों 
व्ग एक अपना ही चुना हुआ दल बन जाता था । परतु इस दल में सदैव काफी सरया 
में छात्र होते थे ताकि उसकी एक ऐसी धारा बहती रहती थी कि नवागत विद्यार्थी 
झोख्र ही अपनी-अपनी नौका उसमें छोड़ सके । आशा है कि सोमरफेल्ड की व्यास्थान 
माला का यह भाषातर इस धारा को दूर-दूर तक फँंलावेगा ताकि अन्यान्य विद्वानों को 
उसमें अपनी-अपनी नौका छोड़ने की तैयारी में सहायता मिले । 

सोमरफेल्ड के भ्रथों पर लिखित कुछ रचनाओ की मूची :-- 

. शवाणा , एप्घ्था 80ह8प॥6०5, 950, 99. 537-538. (जापा 905- 

धव), 

2. ?. 77४६, 49. ]. श5्॑८४ (949). 47,5, 32-36. (27९४६९॥६३- 
प्रठ्क्म ०0 धार 0875:८०६ ९००] ६० 507 शत 79 पार क्‍ैजालधाल्या 55004 
पंणा 06 फाएड८ 7'ध्वटा८१३- 

3. कै, छ80ठचछा, 75०८. ह०७5, $0०., 7.०7009, “2, (952). (09६ए०४४५-) 

4- 9.29. 5७४४0, २४०7९ (95), 68, 364-366. (09/ए१:ए 3०8८८.) 

5. ज. प्रधंइलकलए, 'र॥पफजॉ55०३5टाशीला ((95). 38, 337. 

6. थे. ए. 4.90०९, 'िशएनज्राॉ55टत5लाशट्ए ((95). 38, 543-58. (४ 
णि। कऋुफुषभंडगें ०60 5०फ्रगाथालिवाड छग्हेः-) 


. 0७७४०, 2. ?४०४, 3. फ्शइल्फाव्प्छ, 


प्रथम संस्करण की भूमिका 


अपने पुराने थिप्यों के प्रोत्माहन तथा प्रकाशकों के बार-यार के आग्रह से मैने 
निश्चय किया कि व्यापक अध्यापन-प्रणाली के अतर्गत सैद्धांतिक भौतिकी पर, वत्तीस 
वर्ष पर्यतत यथा-नियम, म्यनिख युनिवर्सिटी में दिये हुए व्यास्यानों को पुस्तकाकार 
प्रकाशित कहें । 
यह एक विपय-प्रवेशक पाठन-क्रम था जो न केवछ मुनिवर्सिटी और पालीटेकनिक 
इंस्टीट्यूट के भौतिकी के उच्चतर विद्यार्थी ही छेते थे कितु गणित तथा भौतिकी की 
शिक्षण उपाधि के लिए पढ़ने वाले छात्र, खगोल-विज्ञान के शिक्षार्यी तथा भौतिफीय 
रसायन शास्त्र के कुछ विद्यार्थी भी व्याख्यानों के समम उपस्यित रहते थे। सभी 
विद्यार्थी सामान्यतः अपने अपने विद्यालय के तृतीय और चतुर्थ वर्षों के होते थे । 
व्याण्यान सप्ताह में चार थार दिये जाते थे और प्रश्नो का समाधान करने के लिए 
प्रति सप्ताह दो घंटों का समय अलग निर्धारित रहता था | नूतन भौतिकी पर जो 
विशिष्ट पाठन उक्त व्याख्यान-श्शखला के साथ ही साथ घलता था वह प्रस्तुत 
पुस्तकावली में सम्मिलित नहीं किया गया है। उसमे बतायी बातें मेरे वैज्ञानिक 
पत्रजातों, सक्षिप्त रचनाओं तथा अन्य ग्रंथों मे आ गयी है । यद्यपि यह सच है कि 
धवांटम-यां त्रिकी सदैव पृष्ठभूमि में विद्यमान रहती है और जहाँ-तहाँ उसका जिऋ 
भी आया है, फिर भी इन व्याप्यानों का मूल विपय चिरप्रतिप्ठित (बर्लेसिकल) 
भौतिकी है। 
इस पुस्तकमाला को पुस्तकों का क्रम वही है जो अध्यापन-प्रणाली का था, 
अर्थात्‌; 
(१) यांत्रिकी ।' 
(२) विक्ृति-योग्य पिडों की यात्रिकी ।* 
(३) वैद्युतिक गतिविज्ञान ।' 


. कल्याग्रांदड 2. ऋ्कांपराट: एज ए0लट्ययार्नणेट 9०06 3. छोढलः0- 
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(४) प्रकाशिकी । 
(५) उप्मा-गतिकी तथा सांख्यिकीय यांतिकी ।' 
(६) भौतिकी में आशिक अवकल-समीकरण-चदृन्द ।' 


यात्रिकी के व्याख्यान वारी-बारी से एक वर्ष में स्वयं और दूसरे वर्ष गणित-विभाग 
के मेरे सहकर्मी देते थे | द्रवगतिकी, वैद्युतमतिकी तया उप्मागतिकी का शिक्षात्रम 
भी साथ-साय चलता था, और वह शिक्षकों द्वारा पढ़ाया जाता था । सदिश विश्लेषण 
के व्यास्यान अलग ही दिये जाते थे और इसलिए मेरे व्यास्यानों में यह विषय वहीं, 
छलिया जाता था। 

अपने व्यास्यानों की तरह हो इन पुस्तकों में भी गणितीय प्रारंभिक (यद्यपि' 
भौतिक) बातों पर समय व्यतीत मही किया गया है। वरन्‌ सौधे ही, भरसक शीघ्, 
भौतिक समस्याओं पर ही पहुँचा गया है। उद्देश्य यह है कि पाठक के सम्मुख उन 
विस्तृत और विभिन्न बातो का जीवित-जाग्रत सा चित्र प्रस्तुत किया जाय थी यदि 
भौतिकीय सथा ग्रणितीय उपयुवत अवस्थाएँ उचित रीति से चुनी जाबें तो वाद 
(सिद्धांत) के अन्तर्गत आती हैं। अतएवं यदि यथाक्रम समर्थन तथा स्वयत्तिद 
रचना में कुछ छूट गया हो तो उसकी अधिक चिंता नहीं की गयी है। हर हर्खित 
में केवल गणितीय था तक सवधी लबे-चौड़े अनुसंधानों से मैं अपने व्याध्यानों कै 
श्रोताओं को न तो डराकर भगा देना ही चाहता हूँ और न चित्ताकर्षक भौतिकीय 
बातो से उनका ध्यान हटा देना चाहता हूँ । मेरा विश्वास है कि व्यास्यानों में यह ढ्ग 
ठीक सिद्ध हुआ; इसलिए इन पुस्तकों में भी वही रखा गया है। मद्यपि यथा 
व्यवस्थापन के बिचार से तो प्छाक' के व्याख्यान ऐसे है जिनमें कोई भ्रुटि'नही है, 
फिर भी मैं समझता हूँ कि मेरे व्यास्यानों में अधिक विपय आरा सके है और गणितीय - 
साधनों का अधिक अच्छा उपयोग किया जा सका है । मैं अपने प्राठकों का ध्यान प्लाक 
के अधिक पूर्ण और अधिक पर्याप्त विवरण की ओर विशेषकर उप्मा-गतिकी और 
साझह्यिकीय यांतिकी के सम्बन्ध में प्रसश्नतापूर्वक आकपित करता हूँ। है 

प्रत्येक पुस्तक के अंत में जो समस्याएँ दी गयी है उन्हें मूल-रचता की संपूरक सर्गः 
झना चाहिए। वे विद्यार्थियों से प्राप्त हुई थी और प्रश्नों वाले घटे मे कलास मे वें 
पूछी गयी थी । प्रारभििक संख्यात्मक समस्याएँ, जिनकी पाद्य-पुस्तकों और क्षमस्या 


4. 090० 2. व्र्चच्कात्वेएक्णो व जफते.. उधरधेडतव्य.. कोल्टमा॑प- 
3- एच एाधइसलापंगे एतुप्शपं०त5 39 शाइभंसड- 4. 097, 288 
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सग्रहों में भरमार होती है, इन पुस्तकों में साधारणतया नही दी गयी हैँ । समस्याओं 
की संख्या अध्याय के अनुसार दी गयी है । (सेक्शन्स) प्रकरणों की सस्या छगातार 
दी गयी है परंतु समीकरणों की संख्याएँ प्रत्येक प्रकरण मे अलग-अछग प्रारभ और 
समाप्त कर दी गयी है । इस प्रकार प्रत्येक पुस्तक में पहले आये हुए समीकरण केवल 
अपनी और प्रकरण की संख्याओं द्वारा सूचित किये जा सकते है। किसी भी सप्या 
धाले'प्रकरण को सुगमतापूर्वक ढूंढ़ लेने के लिए प्रत्येक पृष्ठ के ऊपरी कोने में अध्याय 
और प्रकरण की संख्याएँ दे दी गयी है । 
अपने अध्यापन-काल के वर्षों की बातों का स्मरण करने में में दो विश्ेप व्यक्तियों 
का कृतज्ञतापूर्वक नाम निर्देशन करना चाहता हूँ । वे है राटजेन और फेलिक्स क्लाइन । 
राटजेन मे न केवल मुझे एक विशेष अधिकार युक्त कार्य-क्षेत्र मे बुलाकर वृत्तिक उत्साह 
के लिए बाह्य दशाएँ उत्पन्न की, अपितु उन्होने सदा मेरा साथ दिया और कई वर्षों तक 
भेरे बढ़ते हुए कार्य का विस्तार और भी वढाया। इसके पहले ही फेलिक्स क्लाइन मेरी 
गणितीय बुद्धि को ऐसी चित्त-वृत्ति दे चुके थे जो कि अनुप्रयोगों के लिए सबसे अधिक 
ठीक है। व्याख्यान देने की कला में अपने विशिष्ट नैपुण्य द्वारा उन्होने मेरे पढ़ाने की 
विधि को भी परोक्ष रूप से बहुत प्रभावित किया | विशेषतः यह कह देना चाहिए 
कि भस्तुत्त व्याख्यानों का अंतिम भाग प्रथम बार उस समय घोषित कर दिया गया 
था जब मै अभी गार्टिजन में ही शिक्षक था और उस युनिवर्सिटी के रीमान, डिरी्लेट, 
बलाइन, इन तीन पडित-बरो के नामों से सूचित होनेवाली गणितोय परपरा' से खूब 
अनुप्राणित हो चुका था। उस समय मेरा अध्यापन-क्रम उतना बिस्तीर्ण न था 
जितनी कि प्रस्तुत माला की छठी पुस्तक है परंतु उसने श्रोतागणों मे बड़ी हलचल पैदा 
कर दी थी | जब ये पहले के व्याज्यान वाद में फिर से दिये गये तब मेरे शिष्य बहुधा 
कहा करते थे कि उन व्याख्यानों द्वारा ही हम (शिष्य) ऐसे गणितीय परिणामों का 
व्यवहार और अनुप्रयोग वास्तव में समझ पाये थे जैसे कि फो रियर की विधि, फलनवाद 
के अनुप्रयोग, सीमा पर के मान से सम्बन्धित समस्याएँ ।* 


4- मेष्माइला शाते एलाड काला, 

2. स्टार व्यांल-_राशत, 

3. एठण्घांटः >टक्०१5, गएज़ील्बंपा ०6 पाल भाल्तखु 06 #परष्प॑ंणाऊ 
एण्ण्म्तेडतुः ऋ#ग|ंए८ 5:०फ८छा$, 
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अंत में इन ग्रंथों को इस आशा से प्रस्तुत कर रहा हूँ कि ये हमारे इस मनौरम 
विज्ञान में पाठक की रुचि आकपित करेंगे और उसे उतना ही आनन्द प्रदान करेंगे 
जितना कि उन लोगों को प्राप्त हुआ था जिन्होंने इस अध्यापन-प्रणाली से शिक्षा 
ग्रहण की और जिसका कि स्वयं मैने अपने वहु-वर्षीय अध्यापनं-काछ में अनुभव किया। 


स्पूनिय, सितम्बर १९४२ आर्नाल्ड सोमरफेल्ड 


उपोद्घात 


यांत्रिकी गणितीय भौतिकी की रीढ है । पिछली शताब्दी में इस सबंध का प्रत्येक 
विषय समझाने के लिए यांत्रिकी आधारण तैयार कर लिया जाता था। परतु आजवलऊ 
भौतिकी के लिए वेसी आवश्यकता नही रहती । फिर भी हम समझते है कि यांत्िकी 
के मिद्धात, जैसे कि सवेग (गतिमात्रा), ऊर्जा और लघुतम त्रिया संवधी सिद्धान,' 
भौतिकी की प्रत्येक शासरा के लिए अत्यन्त महत्त्व के हे । 

इस ग्रय का नाम "यात्रिको” रखा गया है, “बैश्केपिक यात्रिकी” नही जैसा कि 
गणित्तज्ञ करते । इस पिछले नामका उल्लेस १७८८ मे छात्राज़' के महान्‌ ग्रय में हुआ 
था। उन्होंने सखारो की सारी याश्रिकी को गणितीय समोौकरणों की सगत भाषा में 
रचने का यत्न किया और उन्हें इस बात का गयव॑ था कि “मेरी सारी रचनाओं में 
एक भी रेखाचित्र न मिलेगा।” इसके विरुद्ध, हम भरसक दृष्टान्तो और उपमाओ को 
सहायता छंगे। इस ग्रय में पाठक को सगोल विद्या, भौतिकी, यहाँ तक कि कही-कही 
इजिनियरी (निर्माण आदि विद्या) से भी प्राप्त साकार अनुप्रयोग मिलेंगे जो 
सिद्धांतों को भली-भाँति समझने में सहायक होगे । 

इस पुस्तक का ठीक-ठीक नाम होना चाहिए, “परिमित संए्या की स्वतंत्रता- 
युक्त निकायों की यांत्रिकी ।” तदनुसार द्वितीय, पुस्तक का नाम होता, “अपरि- 
मित संख्या की स्वतत्रतायुक्त निकायो की यात्रिकी” । परतु (कदाचित्‌) स्वतत्नता 
की संस्याओ” का अभिप्राय बहुत स्पप्ट समझ मे न आयगा और उसका स्पप्टीकरण 
इस पुस्तक के द्वितीय अध्याय के प्रारभ में ही किया जा सकेया; अतएव हमे इस पुस्तक 
के लिए प्रचलित नाम, अर्थात्‌ यात्रिकी, से ही सतोप करना पडेगा। वास्तव में वह 
ऐसा नाम है जिससे यह समझने में कोई दुविधा न होगी कि इस पुस्तक के अंतर्गत 
क्‍या है। 

विपयारंभ हम न्यूटन के ग्रंथ “प्राकृतिक ज्ञान में गणितीय सिद्धान्त” में दिये हुए 
भोतिक विश्छेपण से करेंगे। इससे यह न समझना चाहिए कि न्यूटन के पहले इस 


4. 'श०फ्रल्यांपा३, लाथाएए, गाते ]045६ ब८घंणा 2. .उहाभाह० (7788). 
3. “फुफ्रांइ050फञम96 फिशफ्सवा5ड एसंगदाफ़ांब बा ९छवा८व ((,07000, 4687) 


जन्‍रेडज 


विपय के पंडित थे ही नहीं । आकिमिडीज, गैलिल्यो, वेप्लर और हयजेन्स' भादि 
पहले के पंडित है । परंतु इसमें संदेह नही कि न्‍्यूटव ने ही पहुले-पहल व्यापक यांत्रिकी 
की पवकी नींव डाली । आज भी कुछ योड़ें से परिवर्तन और वृद्धि के अतिसित, 
जो नींव न्यूटन ने रसी थी वही व्यापक यांतिकी का स्वाभाविकतम तथा शिक्षा" 
शास्त्रानुसार सरलतम विपय-प्रवेश है। 

सर्वप्रथम हम एकाकी संहति-बिंदु* अर्यात्‌ कण की यांत्रिकी पर विचार करेंगे। 


4. #50्कंशटव९5, 5था]6०, उर्‌०छ]०5 ब्याते छण्च लाई 
2. मैल्पश्यांट४ ० फल अंछ्टॉट खाबड एजए६ 05 एग्डमंलेट, 


प्रथम अव्याय 


कण की यांत्रिकी 
$ १: न्यूटन के स्वयंतथ्य 


गति के नियम स्वयतत्यों के रुप में दिये जायेगे । सारी अनुभूत बातों को थे 
ययार्थ रूप में संक्षेप में प्रकट कर देते है । 

प्रथम नियम--यदि फोई यल उसे अपनी दशा घदलने फो थिवश्ञ न फरे, तो 
प्रत्येक द्रब्यात्मय पिड अपनी प्रस्तुत दक्षा में ही रहता है, चाहे वह दशा विराम फी 
हो, चाहे ऋजुरेसा में एक समान गति की ।* 

इस नियम में जो बल की धारणा प्रस्तुत की गयी है, उसका स्पप्टीफरण हम 
शम्प्रति न करेगे । यह भी देखिए कि विराम तया (ऋणुरेखोय) एक समान गति, 


+ इसके तथा आगे की बातों के भी संबंध में यहाँ पर निम्नलिखित पुस्तक फा 
उल्लेय कर देते हूँ : :िघा5६ ६७८७४ 06 #टॉबाय5 ग॥ 4# 67 सिवाफाएपनुफ्राह 
(87 ८१., 8.2., 87००0:20५, 7-092ं8, 923). जिसके अंग्रेजी अनुवाद फा माम 
है + 06 $0०८०८९ ० 3(९८०४०४४८४ (यांत्रिकी का विज्ञान) 09०2 0००८ एका।- 
8798 (0., 7.359०, 4॥., 942. 

इस उत्तम, विवेचनापूर्ण, इतिहास कर यांत्रिकी के सभी विद्याथियों को अध्ययव 
करना चाहिए, विशेषतः इसलिए कि प्रस्तुत पुस्तक में हम यांत्रिको को घारणाओं को 
फेवल इस प्रकार ही दे सकते हे कि उनका तुरंत ही व्यवहार किया जा सके; उनका 
प्रादुर्भाव तया स्पष्टीकरण कैसे हुआ, इन बातों को बताने का हमें अवसर नहीं मिल्ेया 
परंतु इससे यह न समझना चाहिए कि हम मास के उत प्रत्यक्षवादीय विचारों 
ए०भंपसंधत॑८ 90050909, से सहमत है जिनका विकास उन्होंने अपने ग्रंथ के 
चतुर्थ अध्याय के चतुर्थ प्रकरण में किया है जहाँ उन्होंने आधिक सिद्धांत 7००४०७०७ 
मगंपल9)०, पर आवश्यकता से अधिक जोर दिया है तया परमाणु-बाद का खंडन 
किया है और औपचारिक अविच्छिन्नता-वादों से सहमति भ्रकट की है ॥' 


श्‌ कथ की यांत्रिरी (है 


दोनों हो दशाएँ एक हो श्रेणी की समझी गयी है और पिड को स्थामाविक अवस्थाएँ 
मान छी गयी हैं। यह नियम स्वीकार कर लेता है कि पिडों में मपनी इन स्वामाविक 
दक्षाओं में ही बने रहने की प्रवृत्ति होती है। इस प्रवृत्ति को पिड का अवस्वितित्त 
कहते है। यह स्वयंतथ्य बहुधा न्यूटन के प्रयम नियम के बदले गैलिलियो शत 
अवस्थितित्व नियम के माम से पुकारा जाता है। इस वारे में यह वह देवा चाहिए 
कि यद्यपि यह बिलकुल ठोक है कि (शून्य-प्राय नति के धरातल पर सरवते हुए विडों 
के अपने प्रयोगों के चरम परिणामस्वरूप) गैलिलियो यह नियम न्यूटन से बहुत पह 
हो निर्धारित कर चुके थे, तयापि यह न्यूटन को हो विशेषता थी कि उन्होंने इस नियम 
को अपनी कार्यप्रणालो में सर्वोच्च स्थान दिया । न्यूटस के शब्द, “पिंड” (बॉडी) के 
स्थान पर फिलहाल “कण” या “संहति-विदु” द्वब्दों का उपयोग किया जायगा। 
प्रथम नियम का गणित की दृष्टि से सूत्नीकरण करने के लिए हम “ग्रिसिंपिय 
में इस नियम से पहले आने वाली प्रयम और द्वितीय परिभाषाओं का उपयोग करेंगे। 
दितीय परिभाषा--गति की मात्रा ही उसकी साप है और वेग तथा दृत्यः 
मात्रा, दोनों ही के संयोग से बनती है )३ 5 
अतएव “गतिमात्रा” हुई दो पदों का गुणनफल; एक तो वेग, जिसका ताले 
ज्यामितीयत. प्रकट है; * और दूसरा, “द्रव्य को मात्रा”, जिसकी व्यास्या भौतिकेतः 


. ख्रद्मपंव दर 

$ न्यूटव को प्रिसिपिया फा ऐंड्रयू मॉंट (2707८ण 7०४०) #त अंग्रेजी 
अनुवाद--अनुवादक । हि 

न्यूटन का जीवन काछ था--२५ दिसवंर १६४२ से २० मार्च १७२७ तक ! 
प्रिसिपिया का प्रथम संस्करण १६८७ में प्रकाशित हुआ था। उसका तीसरा संस्करण 
१७२५ में निकझा था । जंसा कि माम ही से प्रकट है, प्रिसिपिया उस समय के विद्वानों 
की भाषा लैटिन में लिखा गमा या। अंग्रेजो भाषांतर, इस तृतीय संस्करण का अनुवाद 
श्रीमॉट द्वारा, १७२९ सें प्रकाशित हुआ १ इस अंग्रेजी भाषांतर का प्रुनर्मद्रण 
कैलिफोनिया युनिवर्धिटी के गणितोय इतिहास के सम्मानित अध्यापक श्री पलोरित 
कमोरी (ग०संत्र "भं०्प,) के हारा संपादित, १७३४ में केम्ब्रिज युनिवर्सिदी प्रेस 
ने प्रकाशित किया था-- ४ 
+ प्रकट तब जब कि चेग की साय के छिए अभिदेश भ्रणाली चुन छ्ली 
गयी हो ॥. हैँ 


रु अ्यूटन के स्वयंतथ्य 5३ 


'करनी है| न्‍्यूटन इस बात का प्रयत्न प्रथम परिभाषा में यों करते है कि द्रव्य की 
'मात्रा अपने घनत्व तथा आयतन के संयोग से निर्धारित की जाती है । परतु स्पष्ट है 
“कि यह तो परिभाषा की विडम्बना मात्र है क्योंकि स्वयं घनत्व की परिभाषा इसके 
'अतिरिवत और कोई हो ही नहीं सकती कि वह एक इकाई आयतन में आये हुए द्रव्य 
'की मात्रा है। उसी प्रथम परिभाषा में न्यूटन यह भी कहते है कि “द्वव्य - मात्रा” 
के स्थान में वे “मास” (सहति)' शब्द का उपयोग करेंगे। इस बात में हम उनका 
क्षनुफरण करेगे परतु संहति (एव बल) की भौतिकीम परिभाषा आगे चल कर करेगे । 
इस प्रकार गति की मात्रा संहति और वेग का गुणनफल हो गयी । वेग की भाँति 
गति-मात्रा भी दिशायुकत राशि हुई, अर्थात्‌ “सदिश” | हम लिखते हैं ३ 


(7) गतिमात्रा ?--#><४ सहति:< वेग 
भोर गति संबंधी प्रथम नियम का सूत्रीकरण इस प्रकार करते हैं कि 
(2) 9-- ८०7५६. मियताक, बलों की अनुपस्थिति में । 


'. इस प्रकार सूत्रीकृत अवस्थितित्व के नियम को हम अपनी यात्रिकी में सबसे 
पहले रखेंगे | बहू कई शताव्दियों मे हुए विकास का परिणाम है और उतना स्वयं 
प्रकट नही है जितना कि आज दिन हमे जान पड़ता है। उदाहरणतः, दर्शनशास्त्रज्ञ 
श्री कैट, न्‍्यूटन के बहुत दिनों वाद, “सजीव (प्रत्यक्ष) बलों के सच्चे निरूपण पर 
विचार” ज्षीरपक १७४७ में लिखित अपनी रचना में कहते है कि “दो प्रकार की गतियाँ 

, दीती हँ--एक तो वे जो कुछ समय बाद नही रहती और दूसरी वे जो जारी रहती है । 


4. 2355 


३ हम यह मान छेंगे कि पाठक 'सदिश बीजगणित की प्रारंभिक, मौलिक 
' यातें जानते होंगे। परंठु सदिश की क्रियाओं के प्रादुर्भाव और यांत्रिकी (जिसमें 
' ज़्रलों की यांज्रिकी भी सम्मिलित है), इनमें घना संबंध होने के कारण हमें बहुधा 
यांत्रिको की धारणाओं के साय-साय सदिश की धारणाओं के भी व्यकतीकरण फा 
अवसर मिलेगा । दि ५ 
संकेतन अर्थात्‌ अंकन-पद्धति के बारे में कह देना चाहिए कि इस पुस्तक में सदिश 
सर्वेया मोदे अक्षरों द्वारा सूचित किये जायेंगे यया, कोणीय येग के लिये एए, जहाँ कहीं 
भो वह (अक्षोय) सदिश की भांति आता है। रेखा चित्रों में सदिशों फो/ सुद्धित 
करने के लिए कमी-कभो उनके ऊपर तौर का विन्ह दे दिया जायेगा । 
2. 8५7६ ; प्र०ण्ड्गाड ०प्र पढे रपट प्रड्ंफबापंण्व ०६ पराह प07065० 


४ कण को यांभिकी (44 


जो गतियाँ मैष्ट के विचारानुस्तार अपने आप बंद हो जाती है, वे आधुनिक--एुं 
न्यूटन के--मतानुसार घर्षणीय बलों द्वारा कम की जाकर अंत में नप्ट हो जाती है। 

“गति की मात्रा” यह दब्दपुज ऊयय ठीक नही जेंचता वयोंकि उससे क्र की 
सदिश-हक्षण प्रत्यक्ष नही होता | उसके स्थान में “आवेग” शब्द का व्यवहार अधिक 
उचित होता क्योंकि उससे उस विशेष मात्रा के किसी विशेष दिशा में लगने वार्े 
धवके का बोध होता है जोकि किसी दिये हुए क्र और विरामशील पिड की ट्की 
से उत्पन्न होता है। परंतु यांत्रिकी में पारिभाषिक शब्द “आवेश”' का उपयोग जरा 
दूसरे ही अर्थ में होता है, इसलिए हमें सदिश 7? के लिए “गतिमात्रा” मा आधुर्तिक 
काल का “संवेग”' शब्द रखना ही पडेगा । अब हम अवस्थितित्व का नियम, था! 
क्यूटन का गति का प्रयम नियम,” इन दोनो के स्यान में “संवेग के संरक्षण का विपम 
कह सकते हैँ । 

इसके वाद अब हम न्यूटन के द्वितीय तियम पर विचार करेंगे। गति संबंधी 
वास्तविक नियम यही है। गति में परिवर्तन, प्रारोपित बल फे समानुपाती है; 
और जिस ऋणजु रेखा में बल भारोपित हो, उसी दिल्ला में होता हैं। “ 

“ाति में परिवर्तन” से निस्संदेह न्यूटन का अभिप्राय उस परिवर्तन से था जो 
समय के अंतर से ऊपर परिभाषित सवेग ४ में होता है, अर्थात्‌ दिप्ट ?। न्यूवन के 
सकेतन में 7 के ऊपर के बिंदु से समय संबंधी अवकलन सूचित होता है, अर्थाई 

छ+5 “क्वू भदि वछ (अंग्रेजी का फोस) पः अक्षर द्वारा सूचित किया जाय तो हर 

द्वितीय नियम इस प्रकार लिख सकते हैं --- 

(3) श्ल्न्र ह 
सवेग 7 द्वारा सूचित किया गया था। प्रस्तुत नियम दर्शाता है कि काछांतर 

संवेग किस प्रकार परिवर्तित होता है और, इसलिए, संक्षेप में उसे “सबेग का निमम 

क्रह सकते है । 

अभाग्यवश, इस नियम को बहुघा, विशेषकर गणितीय आल्िखों में, “न्यूटन वी 
त्वरण संबंधी नियम” कह देते है । यह ठीक है कि यदि संहति # नियत समझी जाये 
तो (3) और (7) का संयोग (3०) से सर्वसम है जहाँ पश्चोक्त है--- 

(३34) अपन अर्थात्‌ संहति)८त्वरणल्न्वछ 
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8 न्यूदन के स्थयंतथ्य थू 


परंतु संहृति सर्वदा नियत नही रहती । उदाहरणतः आपेक्षिकता-वाद में संदृधि 
चर है। यहाँ न्यूटन का सूत्रोकरण (3) ही, भविष्यवाणीवत्‌, ठोक है। आगे चल- 
कर, चतुर्थ प्रकरण ($४) में, चर संहृति के कई उदाहरण दिये जायेंगे । वहाँ (3) और 
(3४) सूत्रीकरणों के मिथ-संबध' पर “विशेष दृष्टि” डाली जायगी । प्रसगवण, 
सरलता के विचार से जो मात्रिक विकास एकाकी सहति-विदु के सन्निफटतम है, वहू 
धूर्णन युक्‍त दृढ़ पिंड है । इस नियम पर विचार करने से जो गति बग समीकरण 
निकलता है वह (3) के समान है कि 
“संबेग-धूर्ण (अर्थात्‌ कोणीय सवेग) के परिवत्तंव की दरज"'|वल का घूर्ण (थर्भात्‌ 
ऐंठ)” 

कोणीय संवेग के संबंध में (34) जैसे समीकरण का तिकछना असभव हे। 
आपेक्षिकता की संहति-अनियतता की भांति के एक दूसरे ही प्रभाव का यहाँ जिक कर 
देना चाहिए । इसमें संहति के स्थान में अवस्थितित्व-घूर्ण आता है, जो पूर्णनअक्ष 
के परिवर्तन के अनुसार परिवर्तित होता रहता है। 

अब वल की धारणा संबंधी अपने विचार विलकुल स्पष्ट कर लेना चाहिए। 
किर्काफ# वल की तो केवल मात्र संहति और त्वरण के गुणन से प्राप्त राशि कहकर 
उसकी पदच्युति करना चाहते थे। ह॒रउ्ल्ल | ने भी विचाराधीन निकाय को अन्य, 
व्यापकत. परोक्ष, प्रस्तुत निकाय से मिय-क्रियाशोलनि कायों से सयोजित कर, बल को 
हटाकर उसके स्थान पर उपयुक्त मिथ-क्रिया ही बैठा देनें का यत्न किया | हंर्त्ज ने 
यह कार्यक्रम प्रशंसनीय सागत्यपूर्वक समाप्त किया; परतु उसके कोई सफल परिणाम 
न निकले और नौसिखुए के लिए तो वह विशेषकर अनुपयुकत है। 

हमारा विचार तो यह्‌ है कि अपने स्नायुओं को काम में छाते समय जी हमारा 
अनुभव होता है उससे हमें सीधे ही सीधे वल का गुणात्मक वोध हो जाता है । किर 
पृथिवी हमें भ्वाकृप्टि अर्थात्‌ गुरुत्व द्वारा एक तुलनात्मक मानक प्रदान करती है 
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६ फण की सांसिकी 34 


जिससे हम अन्य सब बलों की मायात्मक माप कर सकते हैं। इस कार्मे के लिए हमें 
केवल उपयुक्त वजन द्वारा किसी भी बल के प्रभाव का संतुलन मात्र करता होता हैं। 
(घिरनी और दोरी द्वास हम गुरुत्व के ऊर्ध्धाधर बल को किसी भी दिये हुए बढकी 
क्रिया की दिद्या के प्रतिकूछ छगा सकते है ।) इसके अतिरिक्त यदि हम कई एकन्दरी 
भार के पिंड, अर्थात्‌ “चट्टों का कुछक”,' बनायें, तो एक ऐसा परीक्षामूछक मापक्रम 
तैयार हो जाता है जिससे चछ की मात्रात्मक माप की जा सकती है। 
बल की घारणा के छिए वही बात लागू है जो अन्य सव भौतिकीय घारणाओं या 
नामों को छागू है कि--शाब्दिक परिभाषाओं में बहुत कम आाद्यय होता है; भौतिक 
अभिप्राययुक्त परिभाषा वैसे हो वन जाती है जैसे ही कि किसी भ्रस्तुत राशि की मार्ष 
की विधि निरदिप्ठ कर दी जाय । इस प्रकार के निर्देशन में प्रायोगिक प्रक्रिया का 
ध्योरा देने की आवश्यकता नहीं होती कितु केवछ राशि की माप करने के सिद्धांत मात्र 
का कह देना पर्याप्त है| 
गुरुत्व के उपयोग वाला उपयुक्त निर्देशन संवेग के नियम (3) के दाहिनी ओर 
के सकेत की साकारता प्रदान करता है; इस प्रकार वह एक वास्तविक भौतिकीय 
कथन हो जाता है। यह सच है कि बायीं ओर के संकेत में सहति, ॥8, आती है गिंसकी 
अभी कोई परिभाषा नही की गयी है ! इसका यह मतछूव नही कि सेहति को परिभाषा 
इस नियम की केवल भात्र अंतर्वस्तु है । वर्योकि नियम यह दर्शाता है कि बछ जी 
राशि व निर्धारित करता है वह 9 नहीं छः या कदापित्‌ 9 है। चतुर्थ प्रकरण 
(8 ४) में देखेंगे कि यदि संहृति चर हो तो उसकी परिभाषा कँसे प्राप्त की जाती है। 
आपेक्षिकता सम्बन्धी संहत्ति उदाहरणबत्‌ होगी । 
तृतीय नियम--फ्रिया सदा पतिक्रिया के बराबर होती है, या दो पिंड जो 
आकर्षण शवित एक दूसरे पर लगाते हे बहु सदा मात्रा में बरावर परन्तु दिशा में 
भतिकूल होती है । मे 
यह क्रिया और प्रतिक्रिया का सिद्धांत है । वह कहता है कि प्रत्येक दाव के लिए 
प्रतिकूल दिशा में भी दाद होता है । प्रकृति में वछ सदा द्वैत रूप में प्रकद होता हैं! 
प्रिर्ता हुआ पत्थर पूथियी को उत्ती जोर से आाकपित करता है जिससे कि पृथिवी 
चत्यर को | 
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इस नियम के कारण एक एकाकी संहति विन्दु की यांत्रिकी से यौगिक निकायों 
की यांजिकी को पहुँचना संभव हो सका है। अतएव यदि एक उदाहरण दें तो कह 
सकते हूँ कि निर्माण संबंधी स्थैतिकी' के सारे क्षेत्र के लिए वह मौलिक है। 

बलों के समांतर चतुर्भुज सम्बन्धी नियम को हम अपना चतुर्थ नियम मानेंगे, 
यद्यपि न्यूटन के लेखों में वह केवल मात्र अन्य गति संबंधी नियमों के परिवर््धन या 
उपप्रमेय (कॉरोलरी) की भाँति मिलता है। चतुर्थ नियम कहता है कि यदि एक ही 
संहति-विदु पर दो बल रंग रहे हों तो उनका संयुक्त फल ऐसा होता है मानों उनसे 
बने हुए समांतर धतुर्भुज के विकर्ण जितना वल वहाँ लग रहा है। मतलरूव यह कि 
बलों का योग सदिशवत्‌ होता है। यह स्वयं-प्रकट सा जान पड़ता है, क्योकि द्वितीय 
नियम में हमने बछ, ए , को सदिश, 7 , के वरावर रख दिया था। परंतु वास्तव मे, 
जैसा कि माख ने ज्ञोर देकर कहा था, चतुर्थ नियम में यह स्वयतथ्य समाया हुआ है 
कि किसी संहतिविंदु पर छग्रा हुआ प्रत्येक वछ् सहृति की गति में इस प्रकार परिवर्तन 
करता है मानों वही अकेला वहाँ छय रहा है। अतएव बलों का समांतर चतुर्भुज 
स्वमसिद्धतः एक ही विदु पर एक ही साथ छगे हुए अनेक बलो के प्रभावों की स्वतत्रता 
या, अधिक व्यापकतया, बलों के अध्यारोपण का सिद्धांत स्थापित करता है । निस्सदेह 
यह पिछली अम्युक्ति एवं उससे पहले कहे हुए गति के नियमवृद हमारे सारे अनुभवों 
के आदर्शीकरण तथा उनका यथार्थ सूत्रीकरण मात्र हैँ । 

बल की धारणा प्रस्तुत करने के बाद अब हम यहाँ कार्य या कर्म (ए/) की 
घारणा इस परिणभापा द्वारा प्रस्तुत करेंगे कि 
(4) बी7- 8 )८त5--7 665-००5 (ए, 65) 

अतएव कर्म “वल वार दूरी”' के बराबर नही जैसा कि बहुधा कहा जाता है, 
कितु “पथ की ओर बल के घटक वार पय-देध्य” या “व वार वल की ओर 
पय-दैध्यं के घटक” के । 

इस अभ्युक्ति से कि “बलों का योग सदिश्लीय होता है”, कोटिपूरक बात तुरंत 
निकर आती है कि “कर्म का योग वीजगणितीयतः होता है ।” वास्तव में, 


&+8, +... ... |ए; 
और, सदिशों के अदिक्‌ गुणन से, 
(5) &,-95-+-00, ,७5 +- ... +58.त5. 


4. $पलपान 5प्वपंट३ 2. ०5८९ पंणारड तंड2४८८ 


< कण फो यांधिको १! 


यहाँ 7/ परिंणामी व है। अदिकुगुणन' की परिमापा (4) में अंतर्भावित है। इससे 
यह अपने-आप हो जाता है कि, उदाहरणतः, (5) के प्रथम गुणन में केवल 5 अर्था्‌ 
दूरी वा प्रथम बछ # की ओर का घटक, आता है। अवश्य (5) के स्थान मे 
हम लिस सबते है 
(७) बाण +बा4+ "बीए, 
जैसा कि ऊपर कहा जा चुका है। हर 

कर्म की धारणा से शपित (पावर) की घारणा संबधित है; शक्तिन-एक इकाई 
काल में किया हुआ कर्म। ड 

इन उपोद्घातीय कयनों को समाप्त करने के पहले हमें यह ठीक कर लगा 
होगा कि यहां तक आयी हुई यात्रिक राशियों की माप कँसे की जाय । इसे काम के 
लिए दो मापक पद्धतियाँ है अर्थात्‌ भौतिकीय (या निरपेक्ष) और व्यावहारिक (या 
गुरत्वाकर्षणीय) मीटरीय पद्धति । दोनो में भेद यह है कि निरपेक्ष पद्धति ँ ग्राम 
(या किलोग्राम) संहति का मात्रक (इकाई) है; गुरुत्वाकर्षणीय पद्धति में किलोग्राम 
(या ग्राम) बक् का मापक है। पश्चोकत पद्धति में हम किलोग्राम के भार की वात 
करते हैं और कहते हैँ कि 
एक किल्ोग्राम-भाररू८९ 2९एक किलोग्राम संहति [7/0९-भार-€)८7/१एसंहति ।] 

यहाँ £ गुरुत्वाकपंणीय त्वरण है जो कि पृथ्वी के स्थान पर निर्भर करता है। 
झ्रुवों पर उसका मान भूमध्यरेखा पर होने वाले मान से तनिक अधिक है क्योकि 
पृथ्वी-केन्द्र से शरुवों की दूरी भूमध्य रेखा की दूरी से जरा कम है, एवं अपकेन्द्र वल भी 
कम है। इसलिए 7९६ (किग्रा) भार स्थान पर निर्भर करता है। किग्रा-भार का 
नमूना (न्यादशे) एक स्थान से दूसरे स्थान पर नही छे जाया जा सकता। इस कारण, 
गुरुत्वाकपणीय पद्धति यथार्थ माप के छिए उचित नहीं । इसके विपरीत, भौतिकी 
पद्धति को “निरपेक्ष मापन पद्धति” कहते हैं । परतु फिर भी, शुरुत्वीय पद्धति के हम 
इतने अभ्यस्त हो गये हैं कि वहुत से स्थानों में जहाँ वास्तव में “सहति” झब्द की 
व्यवहार करना चाहिए वहाँ, वैज्ञानिक लेसो में भी, “भार शब्द का व्यवहार सदा 
के लिए होने छगा है। उदाहरणतः हम कहते है कि विशिष्ट भार, जबकि कहती 
चाहिए विशिष्ट सहति या घनता । इसी प्रकार कहते है परमाणव या आणव भाद 
यद्यपि यहाँ गुरुत्वाकर्पण से उत्पन्न त्वरण से कुछ भी सबंध नहीं । 
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गॉँस' ने निरऐेक्ष पद्धति को जन्म दिया था; परंतु वैसा फरने में वे काफी उिच- 
किचाये थे । प्रारंभ में वे भी बल को हो मोलिक मात्रक बनाने के पक्ष से थे, क्पोहि 
पाथिव चुम्बकत्त्व संवधी उनकी मापों में संहति की अपेक्षा भार का ही महृत्त्द भा 
होता था । परंतु वे अपने इन परिणामों को सारे भूगोल के लिए छागू करना चाटने 
थे। अतएव मात्रक (यूनिट) के लिए उन्हें ऐसी राशि लेमी पडी जिसका मान स्थान- 
स्थान पर नहीं निर्भर कर्ता । 

नोचे हमने दोनी पद्धतियों को साथ-राथ रख दिया है; साथ ही व्युत्पन्न साबक 
भी दे दिये गये हे--डाइन, अगर, जूल, वाट, अश्व-शवित या अ० दा० ।* 
निरपेक्ष पद्धति (09500॥० $95:677) | गुरुत्वीय पद्धति (तप्रपपंगार्व हफचव्ता 

(सग स) (८८5) (मं कस) गै776 
सेंटीमीटर (सें० मौ०) ग्राम (सहति) | मीटर किलोग्राम (भार) सेकड 

(का &. (775) का. 26. ऋशशी[४ 8९2 


7 किलोग्राम भार (६8 एथंहा0 7 ग्राम संहति (8 ॥7355) 
न<9-87 ३६ 70' ग्राम () सेमी (७४) 






॥६ 
8 3८.५ इलाके 


से०* (४००) 7000... & 
5-9.87 २८:0? डाइन (0५४०) 
३ अर्ग (वह्टो का तजञाल्>दादका 4 कर्म-मात्रक (या: ० छाप) 
(धष्ट) '! चय किग्रा ((९) २7 मीटर (#) 


7 जूल ([०परॉ०)-०१07 अर्ग 


+ मीटर किलोग्राम भार(#हएएं१॥0) 
#-700008 »६ 700 अर्ग 
#59.87 >707 धाट्ट 
-9-8 जूल (]०ए८) 


_. जल (०एं८०)- | 7? शक्ति-मात्रक (प्रपं: ० 9०८7) 
३ वाट (५००४५) 5] जूल 09900 नाप(2/0६०८४ 
॥ किलोबा्ट (0७०४ उछल्लए--7556 # ६८८ 

च्नव000 ]०पाँ७ इल्टा 


न्ःत75%70007)८0८2298 धाएढु, ४०९ 
वातए ज्+75 >८9.87 वाट 
“उठ रा न र्ू0-736 किलोबाट ([#) 


० करण की यांत्रिकी श्र 


बता देना चाहिए कि उपयुक्त सावे-राष्ट्रिय आयोगों के एक निर्णय के अनुसार 
१९४० में सघस (067) पद्धति के स्थान पर एक निरपेदा म कस ( 2255 ) 
पद्धति होने वाली थी । इस पद्धति में सेंटीमीटर के स्थान पर मीटर आता है और 
संहति का मात्रक ग्राम के बदले किछोग्राम (सहस्नप्राम) बन जाता है। समय का 
माश्रक सेकंड ही रहता है। यह निर्णय ज्या्जी' के एक प्रस्ताव से मिलता शुलुता है, 
(जिसमें दिखाया है कि यह पद्धति केवल वैद्युतगतिकी ही में, एक अतिरित स्वतंत्र 
चतुर्य वैद्ुत मात्रक के साथ, अपने उपयोग दर्शाती है (देसिए इस व्यास्यातमाला 
की तृतीय पुस्तक) । यांत्रिकी में प्रस्तावित परिवत्तेन सो यह छाम होगा कि जूल और 
वाट की परिभाषाओं में कप्टदायी दस-की-पातें लुप्त हो जाती हैं। म और फ क्के 
नवीन बृहत्तर मात्रकों में कार्य और शवित के माश्रक विम्नेलिखित हो जाते हैं। 
24773 ल्‍ल्‍70 &78 5०८१ स-7] [०प्रॉं० जूल 
और 724 +/76:8--707 ८&#*हु 5०८१ ल्‍य ४एश४, वाट 
नयी पद्धति में बल का मात्रक न्यूटन (7०७/०॥) कहलाता है। 
एक-न्यूटन(70ए7०7) न्‍तय 26/92ल्‍-१0* दक 6 5०८* स्वयं तजञाण(डाइन) 
यह भी ज्याजी पद्धति की उपयोगिता समझी जा सकती है; क्योंकि इसमें बल 
का नया सात्रक, अधिकतर सुभीते के गुरुत्वीय मात्रक, किलोग्राम-भार (((-एथंड0) 
के पास पहुँच जाता है । वछ का पुराना मात्रक, डाइन बहुत सी बातो के लिए अस्लुविधा- 
जनक तथा बहुत छोटा है। 
8 २ झाकाश, फाल और अझभिदेश-पद्धतियाँ० 
आकाश और समय संबंधी न्‍्यूटन के विचार नवयुग के हम छोगों की सारहीत 
से जान पड़ते है. और केवल मात्र तथ्य को ही अपने विश्देपण का आधार बताने 
घाले उनके घोषित संकल्प का विरोध सा करते प्रतीत होते है । वे कहते है कि-" 
“पनिरपेक्ष आकाश, अपने ही स्वभाव वश, किसी भी बाहरी दशा पर ने तिर्मर 
करता हुआ, सदा एक-जैसा तथा अचल रहता है । 


4. 0. (#०णष्टा, 

# विषयारंभ फकरनेदाले को यदि इस प्रकरण में दिये गूढ़ विचार ऋंदार्चित 
अपरिचित ज्ञात हों तो वह्‌ इसका तया प्रकरण ४ का अव्ययन कुछ समय बाद कर 
सकता हैँ । 

2- 5920९ ५ 
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/मिरपेक्ष, यथार्थ तथा गणितीय काल या समय, अपने आप, और अपने स्वभाववद्य, 
समभावपूर्वक, किसी भी वाहरी दशा पर न निर्भर करता हुआ बहता है। समय 
का दूसरा नाम स्थायीपन है।” 

इन दो उद्धरणों से यह परिणाम तिकलता है कि न्यूटन ने यह ते सोचा कि निरपेश 
काछू कहाँ से निकाछा जायगा तथा अचछ निरवैक्ष आकाश में और एक्र जैसी 
चाल से चलते हुए आकाश मे क्या भेद था। ये वाते इसलिए और भी अधिक आइचर्य- 
भ्रद है क्योकि उन्होंने विराम की तथा एक समान गति की दज्ञाओ को अपने प्रथम नियत 
में एक ही श्रेणी मे रा था। इसके दूसरी ओर, निरपेक्ष और सापेक्ष गति का भेद 
स्पप्ट करने का यत्न उन्होंने अपने सुप्रसिद्ध “डोछ के प्रयोग” द्वारा किया ।* इश 
प्रयोग में बटे हुए रस्से द्वारा एक डोल को लटका कर उसे पानी से भर देते हैं। इसके 
वाद डोल को एकाएक छोड़ देते है और जैसे जसे लूपेट खुलती है, डोल अपने समिति- 
अक्ष पर घूर्णन करने लगता है । पहले तो पानी का पृष्ठ समतल रहता है यद्यपि पानी 
और डोल का सापेक्ष वेग काफी अधिक होगा । परंतु धीरे-धीरे पानी, डोछ की दीवारों 
के घर्षण से, गतियुकत हो कर दीवारों पर चढने लगता है और उसका पृष्ठ सुपरिचित' 
परवलूयजीय आकार के गढे के रूप में हो जाता है । अत में एक स्थिर दशा आती है 
जिसमें पाती और डोल के बीच कुछ भी सापेक्ष यति नहीं रहती । परन्तु इस समय 
पानी की आकाश में “निरपेक्ष” गति अधिकतम होगी और तदनुसार उसके पृष्ठ की 
बक्तता भी अधिकतम होगी । 

वास्तव में यह प्रयोग केवछ यही दिखलाता है कि घूर्णन युवत डोल ऐसी अभिनिर्देश 
पद्धति' नहीं प्रस्तुत करता जिससे पानी की यति समझी जा सके । तो क्या पृथिवी' 
भो ऐसी ही अनुपयुवत अभिनिर्देश पद्धति प्रस्तुत करती है ? वह भी घूर्णन करती है 

और साथ ही सूर्य के चारी ओर एक कक्षा पर चलती है। व्यापकत:, यांतिको में एक 
आदर्ण अभिनिर्देश-पद्धति के लिए क्या-बया प्रतिवंघ या शर्तें हैं ? अभिनिर्देश-पद्धति से 
ऐसे ढाँचे का मतलव है जिससे किसी सहति-विदु के स्थान तथा समय का बीतना, ये 


# “यह प्रयोग मेने स्वयं किया है.” ऐसा फहने में कदाचित्‌ न्‍्यूटन का उन 
तत्कालीन विद्वानों, संभवतः अपने ही देश में हुए फ्रैंसिस बेकन (सविथाटांड .320णा), 
कै ओर संकेत था जो बिना स्वयं किये हुए प्रयोगों के परिणामों का यर्णव दिया करते 
थ्‌। 

4. सेटटलाध्यरट इच्झटाया 
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बातें जाती जा सके। इसके लिए हम विर्देशाकों' की कार्ततीम [ एशाकांगा ) 
पद्धति ७), तथा काछ-गापत्रम' 5, ले सकते हैं । 
अपने बगम-काज के लिए, उपयुयतत अभिदेश पद्धति चुनने में हमें सगोलशों पर 
निर्भर करना होगा । निर्देशांक अक्षो केः लिए स्थिर तारावृन्द पर्माप्त नियत दिशाएँ 
प्रस्तुत करते हैं और नाक्षत्र दिन पर्याप्त नियत बसखांतर भ्रस्तुत करता है। परंतु 
साथ ही साथ, सैडांतिकतया हमें एक अरचिकर पुनरुषित का सामता करना पडता है। 
आदश अभिदेश-ढाँचा वह है जिसमें पर्याप्ततः वछ-स्वतंत्र पिण्ड के लिए गैलिलियों की 
अवस्थितित्वनियम' यथेप्ट यथार्थता से पाछित हीता ही । इस प्रकार प्रथम नियम 
केवल एक औपचारिक सर्वसमिका था परिभाषा की श्रेणी में वदल दिया जाता हैं। 
केवल एक सार्थक बात जो कि नियम में चच जाती है, और जो केवलमाश्र औपचारिक 
नही है, यह है कि इस नियम से यह अवश्य सिद्ध होता है कि उपयुवत गृणपू्णे अभिदेशे 
पद्धतियाँ विद्यमान अवश्य हैं। हमारे और अनुभव सूचित करते है कि सगोटविद्ा- 
नुसार स्थिति और समय का निर्धारण इस प्रकार की आदई पद्धति के बहुत ही पास 
पहुँच जाता हे। 
मूलतः, हमारा आशय तव भी यही होता है जब हम कहते है कि मांभिकी है 
नियम अवस्थितिस्वीय ढाँचे के अस्तित्त्त को पहले से ही मान छेते है; भर्थाद्‌ एवं 
काल्पनिक अग-सस्थान (गठन) जिसके अद्ाव्‌ द केवल मात्र अवशस्थितित्व के अधीन 
चछते हुए पिंडों के भ्रक्षेप-पथ है । 
अब प्रश्न यह उठता है कि यह आदर्श अभिदेशपद्धति निर्धारित कहाँ तक है। 
क्या ऐसी पद्धति एक ही है, ८६): की या कदाथित्‌ ऐसी असंझय पद्धतियाँ है 
न्यूटन का प्रथम नियम इस प्रइन का उत्तर तुरंत ही दे देता है क्योंकि वह बताता है कि 
कोई भी दो पद्धतियाँ, :,),०,६ और :६,)”,2/,/, तुल्य है, बशर्तें कि उनमें भेद 
केवल एकसमान स्थानातरात्मक गति का ही हो । गणितीय रूप में 
(0) 2 ज्त्ऋनए ५! 
27-2न-॥ 
डाच्च्यन३दा 
(7० 
अवकाशीय निर्देशांकों ९, », 2, को अपने मूलविदु के प्रति घृर्णव करा के, इस रुपातर 


व. (००:वेंक८5 2. प4ए6 5्थ८ 3. डतदयवनों, 249. 4: [बच ही 
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(7) को हम व्यापकीकृत कर सकते हैं ॥ इसका मतछव यह हुआ कि (7) के %, 2५ 2 
कै स्थान पर नये निर्देशांक ६, १, १ (यूनानी अक्षर कसाई, ईटा, जीटा) रख दिये जायें 
गो ऐसे हों कि हैं 
2) #++ई्_ा+-औ किसी 

यह प्रतिबंध एक स्वेच्छ (अनियत) लम्यकोणीय रूपांतरण परिभाषित करता है। 
प्रदि दैशिक कोटिज्याएँ हों «५, 8: 9, तो इससे निकलता है 





(3) | ८ 4 ड़ 
4 ब्प्‌ पद ०3 
हे (१ 92 53 
ढ़ श्र १ 28 


इस अनुसूची को बाये से दायें या ऊपर से नीचे. दोनो प्रकार से पढ़ सकते हूँ । 
(2) के कारण ये ०, 8,2 निम्नलिखित सुज्ञात संबंध सतुप्ट करते हैं कि 
(4) 5७0 55७१४१०७७१४८०7$ 3०%8;55.----- 5० इत्यादि । 

यदि अब हम (7) के दक्षिणांश के 5, 9, 2 के स्थान पर (3) के $, १, 5 रख दे तो 
हमें निम्नलिखित व्यापकीकृत रूपातरण अनुसूची * मिल जाती है 
[ 8 7. % ह& 

ण्प्‌ पड ०३ ५५ 

9... 32 88. 0 


77 १८॥ 23 ४) 
| 0 0 0 वर 


उच्चकोटीय यात्रिकी के लिए चिह्नित पद्धति ,)“,2/,/ उतना ही अच्छा 
अभिदेश ढॉचा है जितना कि अचिह्नित पद्धति &, 9, 2, ४। इस तथ्य को उच्च- 
कोठीय यांत्रिकी फा आपेक्षिकता सिद्धान्त कहते हैं। इसके बाद (5) को गैलीलिपन 
रूपांतरण कहेंगे । यह चारों निर्देशाकों के लिए रैखिक रूपातरण है। प्रथम तीन 
निर्देशाकों में तो यह्‌ छबकोगीय रूपातरण है, काल-निर्देशाक को वह निइचर' छोड़ 
देता है ((/-5४) ॥ इस पिछली अभ्युवित का यह आशय है कि उच्चकोटीय यात्रिकी 
का आपेक्षिकता-सिद्धांत काल को निरपेक्ष रखता है जैसा कि न्यूटन ने उसे स्वीकृत 
किया था। 





डे प्‌ 


(5) 


भर 


+ देखिए कि यह अनुसूची केबल बायें से दायें पढ़ी जा सकती है, ऊपर से नीचे 


नहीं ; क्योंकि यह रुपास्तरण अब लवकोणीय (०:फ०्ट्ट०प४) नहीं रहा ॥ 
44 उपरांत 


१३ - कणुकीयाँत्रिकी - : पे 


पर्रतु वैद्युतगतिकी के क्षेत्र में, विशेषत: प्रकाश-संबंधी घटनाओं के वैद्युतचुसवकीय 

वाद में, एक नयी स्थिति अस्तुत होती है। इस क्षेत्र के आबार मैक्सवैल' के उक्त 
है जिनके लिए आवश्यक है कि वेग ८, से निर्वात में प्रकाश का अचारण इस बिक: 
ढाँचे से स्वतंत्र हो जहाँ से इस प्रक्रिया का प्रेक्षण हो रहा हो । यदि किसी गोढीय 
तरंग का उद्गम निर्देशांकों का मूलबिंदु मान छिया जाय तो अभिनिर्देश-ढाँचा अर्ि- 
ल्वित हो या चिह्नित, तदनुसार उसके तरुंगाग्र का समीकरण क्रमशः 
(6) की कशा च्ययी या >न-३ नंद ीवत८7 
होगा । अब निर्देशांकर के नामों को निम्नलिखित प्रकार से वदल देना सुविधान्ता 
होता है 

(7) कप्स&9 7४३ 25793 दिलक 4 

यहाँ ४ कल्पित मात्रक है (अर्थात्‌ 75४४-7१) | चिह्नित ,निर्देशोंकों की अकत 
पद्धति में भी हम इसी प्रकार का परिवत्तंन करेगे । तो अब समीकरण दूर (8) गो 
हो जायेंगे 

(8) के अपताण, 5 2०० 

| हद के 
और इस तथ्य के लिए कि प्रकाश का प्रचारण (प्रॉवेग्रेशन) अभिविर्देश ढाँचे ः 
निर्भेर नहीं करता, यह आवश्यक है कि 
कं ह् 

(9) फिल्म 

समीकरण (2) तो त्रिविमितीय अवकाश में छंबकोणीय रूपांतरण था; परंढ समी९ 

(9) में हमे चतु:विमितीय अवकाप्य में छंवकोणीय रूपांतरण मिलता है। यर्धापि गई 
सच हैं कि चौया निर्देशांक काल्पनिक है। परंतु इस कारण (3) (4) और 6) 
के अनुरूप समीकरणों के अस्तित्त्व'में कोई वाघा न पड़ेगी ! ४ और ## ९९ 
संबंध (४) के द्वारा बनता है उसे लोरेत्स रूपांतरण कहते हैं। हेद्विक अंधून लोरेंग 


| 


हे 


4. 3895एटॉी दा 

पे सयोंकि समीकरणों (8) के एक समीकरणकों इूसरे का परिणाम होगी 
झवश्यंभावी है । उनकी रेखोयता (पिल्थ्म॑प्ठ) के. कारण यह भी का 
म्मावी है कि (8)में का एक संयंध दुसरे का समानुपाती हो । इस संबंध के पार”, 
स्थरिक होने के कारण समानुफ्तत के नियतांक बय एक होना भी भवध्यंभावी हैं ( 


श्र आफाद, फाछ और अनिदेश-पद्धतियाँ ५१५ 


(प्रलार्वती: #्रा।007 .णलाध्ट) हार्ड देश के सैडान्तिक भौतिकी के एक महा 
विद्वान थे ) ठोरेत्स र्पातरण हम यहां व्यापकीशत अनुसूची के रुप में देते हैं-- 





। न कद 53 5 

शक हटना बहा 
2] | ण्चा 6३8. पा३.. 505३ 
ह] 

(7०) रा ण्डा 3. पड़ ण्श्व 
हू 
कै । शञ. ४33 53 ०६ 
कप ण्वः ] व 048 


इस तालिका से तुरत प्रकट हो जाता है कि अभिदेश-पद्धति के परिवर्सन में अन 
काल निर्देशांक (कारपनिक रूप : में) उतना ही आता है जितने कि अवराण निर्दे- 
घांक गण । समीकरण (9) की निश्चरता-माँग के अवश्यभावी परिणाम वश्ञ काझ 
की निरपेक्षता अब नप्द हो जाती है। 
/ छोरेंत्य के व्यापफ रुपातरण की अपेक्षा यह विभेष रुपतरण अधिक शिक्षाप्रद 
है जिसमें दो आकाश्य-निर्देशाक, मान छीजिए ४ और ४८ ज्यों के त्यो रहने देते 
है और केवक 5३ तथा ४६ का रुपातरण करते हैं। तव (70) के स्तम्भों की 

पहठी और दूसरी पक्त के 
७6 सन्‍ण्282च्तग 

के अतिरिक्त अन्य सब ०,, का. शून्य हो जाना अवश्यंभावी है क्योकि (वायें से 
दायें तया ऊपर से नीचे भी पढने पर) &१55:६७७ ४“255:४७; फिर, (4) के अनुरूप 
निम्न-लिखित प्रतिबंध निकलते है 
(7) ४४३३ नी ही३३ सका न की 3 +२क 43 ची गा 44 ०5०34 ची एव न्‍ता3 
और इसलिए 
हु ३३ सत्र 44, ४345०० 4३ 


यदि 8573:7, तो लिख सकते है 


(गा ग्‌ ४) ०३३ 759०७३३3 
और तय यह अवश्यंभावी है कि 
(77 8) ०५4 २-५ 05535 


पयोकि लंब्रकोगियता' का अन्य प्रतिवध है -- 


633734 ०३३८६ 70 


4. 0:फ०ह०0गापए 


श्र फण फो यात्रिको प्र 


अब चिह्नित निर्देशांकों कोअचिह्नित निर्देशांकों के पदों में हल करने के लिए 
(776; 779) का उपयोग करते हैं। साथ ही (7) की सहायता से अपने पहले के 
निर्देशांकों 2,,2/,? पर पहुँच जाते हैं और निस्नछिखित संबंध व्यवत करते हैं-- 


(जे पा व डका5ि८ 447 £ ) 
०35 


शक | पका 25 ७ ) 
हे थ 


०53 
इन समीकरणो में से प्रथम यह दिखलाता है कि 
(24) नंद ८6 -० 

33 सर्मांगर, 
को उस वेग के सर्वंसम' समझना चाहिए जिससे :'-अक्ष 2-अक्ष के सर्मा 
अचिह्लित समुदाय की दृष्टि से उसकी (अर्थात्‌ £ की) धनात्मक दिशा में, चलता है । 
समीकरण (72४) की सहायता से (72) समीकरण निम्नलिणित हो जाते हैं“ 

दर ब्ल०७३(:-णी) 

(73) /(+०-- 8०95 (८ न गा 


अंत में हमें ०७ को निर्धारण करना चाहिए। इस काम के लिए हैंग 
समी० (9) का उपयोग करते है। पहले के निर्देशांको में यह अब वनटी 
#-४/ में सरलीकृत हो जाता है। यहाँ पर अब (73) से प्राप्त ४ और शक 
मानों का प्रवेश कराइए। तो बायो ओर 20४ वाला गुणनखड लुप्त हो जाता 
है। बायीं ओर दायी ओर के £* और / के गुणनखंडो की तुलना से, निम्नलितिंत 
मंबंध मिलता है-- 

? हि 
0५35 ज्जह 

सीमा में, ८ को अपरिमित (८-+००) कर देने से ०,८-०१६० तथा १०“ 
भौर, स्वभावतः, समी० (73) गैलिलियन रुपांतर (7) बन जाता है। छह 
लिए हमें 8 को --7 रखना पड़ेगा और ०७५ का घन चिह्न लेना पड़ेगा ! तब हम 
निम्नलिखित छाक्षणिक द्विविमितीय छोरेंस्स रुपांतर प्राप्त होता है-+ 


4. [पृल्ांता 


श्र आकाझ, काल और अभिदेद्-पद्धतियाँ श्ज 


के श्नत्शं 


(-8)* 





(74) 


(4 
(8 
यहाँ 8-७८ 897० 


जैसा कि हम देख चुके है, (74) मे समय के आपेक्षिकताकरण' तथा हर, 


९ पक निर्देशाक परिवत्तंन 
( नवट ॥, में समाविप्ट ४- दर के मापक्रम थे! परिवत्तंत का कारण 
दा 


यह है कि प्रकाश का वेग, ८, परिमित है । यह तथ्य उच्चकोटीय यात्रिकी के आपे- 
क्षिकता सिद्धांत से मेल नहीं खाता । 

यदि यह सत्य है कि सभी वैद्युतगतिकीय प्रभावों का प्रचारण परिमित वेग, ८ 
से होता हे तो इसका परिणाम यह होगा कि ऐसे प्रभावों के लिए सर्वदा गैलिलियन 
रूपांतर के स्थान में या तो व्यापक रूप (70) में या विश्िप्ट रूप (74) में, लोरेत्स 
रूपांतरों को ही काम में छाना चाहिए | इस तथ्य को हम विद्युतगतिकी का आपेक्षिकता- 
सिद्धान्त कहते है। परतु प्रकट है कि यात्रिकी को भी यह तथ्य अपनाना पड़ेगा कि प्रकाश 
का प्रचारण परिमित वेग से होता है ) हाँ, साधारण यात्रिकी में जो वेग मिलते है 
वे ८ की अपेक्षा बहुत ही छोटे होते हैं। यही कारण है कि यात्रिकी की बातों मे, 
हम कार्यविधित:, समी ० (74) में सूचित काछ और अवकाश्य निर्देशाकों के मापक्रम 
के परिवर्सन की उपेक्षा कर सकते है । 

लोरेत्स रूपांतरण में समाविप्ठ भौतिकीय तथ्यों की सपन्नता पर इस व्याख्यान- 
भा की तृतीय पुस्तक में विचार किया जायगा । यहाँ पर केवल उन परिवरत्तनों 
का अनुसंधान करेगे जो अपने नये आपेक्षिकता-सिद्धांत के कारण, मौलिक राधि 
(7) अर्थात्‌ सवेग की धारणा में हमें करने पड़ेगे। 

हम (9) को सदिश कह आये है । इसका आद्यय यह है कि निर्देशांक पद्धति के 
परिवत्तन में (9) के तीनो घटकों का रूपान्तरण निर्देशांकों [ अर्थात्‌ सदिश्य-त्रिज्या 


. मेलबाराडनांग 


१८ * कण की यंत्रिकी शत 


इन (६.),८) ] की ही भाँति होता है। अतएय बहते हैं कि (9) अनुपरिणर्स' 
है (7) का । * * 
गह गैंलिलियन रुपांतरण के दृष्टिकोण से ही समर्यनीय है जहाँ समय को निसेक्ष 
मानते है। लोरेंत्स रुपान्तरण के दृष्टिकोण से सदिश भिज्या चार घटका बाली 
राशि, चतुः सदिश के 
(75) जत- (85२835५) 
है । इसी प्रकार आपेक्षिकतात्मक संवेग भी चतुः सदिदय है अर्थात्‌ यदि आपेक्षिकता 
बाद में उसका कोई अर्थ होना है तो वह (२) का अनुपरिणम्य होगा । यह चढुः स्दिण 
निम्नलिखित प्रकार प्राप्त होता है-- 23 
(क) समीकरण (75) के चतुःसदिश होने के कारण, दो विकटस्थ वि 
के बीच की निर्देशांकीय दूरी 
(76)... तडन्न[कैच,बंडछव5७५) [7:६,4७,4:%॥2 
भी एक चतु.सदिश है । 
(ख) इस दूरी का परिमाण निश्चय ही लोरें्स रूपांतरण में निश्चर है। गुणा" 
खंड 4८ को छोड़ कर, वह निम्नलिखित है-- 


(07).. बार्च[ #- (कवाफकंकककंपा ) 


मिकोवस्की' का अनुसरण करते हुए हम ।[ को उचित फाल का अल्पांश कहेंगे। 
8 से भिन्नतः वह आपेक्षिक तात्मकतया' निशचर है। समी० (77) से हम गुणन 
खड ४ निवगल देगे और तीन विमितियों का साधारण बैग # का प्रवेश करा 
ताकि निम्नलिखित संबंध भ्राप्त हो 


पपपव) ताचकाः [ व-- के +का- ० 


(ग) चतु.सदिश (76) को निशर्चर (772) से भाग देने पर एक अन्य सरदिश 
मिलता है जिसे हम निम्नलिखित चतु.सदिश वेग कहेंगे 
ग बंध... ५. 45 
00 हक ऋ के *) 


- ए०-एक्षमंध्ाग. 2, एएण्ण्रणत... 3. एटॉबतंसंबसंत्थीए 


१२ आकाइ, काऊ और अभिदेद्य-पद्धतियाँ श्९ु 


(घ) थोड़ा पहठे हमने वेग तिसदिश को अभिदेश ढांचे से स्वतत्र सहति # से 
गुणा करके सवेग सदिश (9) प्राप्त किया था। इसी प्रकार चतु.सदिश (75) 
को एक अभिदेश-ढाँचा-स्व॒तन्न संहति गुणनसंड' से गुणा करके हम एक सवेग चतु.- 
सदिश (9) की प्राप्ति करेगे । इस सहति-गुणनसड को विराम संहति ॥, कहेंगे । 


और अब मिलेगा 
धर बे 4५७ - ] 
(79) ड्ं का ता 

बंधनी के (कोप्ठक) पहले लिसी हुई राशि को चछ-संहति (7८४४ 7755) या 
केवल संहति कहना उचित होगा क्योंकि 855० केः छिए वह विराम सहति हो जाती 
है। अतएवं हम निशचयपूर्वक कहते है कि 





॥॥, 
(20) हल भ9 2. 
यह संबंध १९०४ में छोरेत्स ने बड़ी विद्योप कल्पताओं (विकार्य! इछेक्ट्रन) के 

अधीन व्युत्पन्न किया था। आपेक्षिकता सिद्धांत द्वारा व्युत्पन्न करने पर ये विशेष 
कल्पनाएँ अनावश्यक हैं। समी० (20) का समर्थन शीघृगामी इलेक्ट्रानों के बहुतेरे 
यथातथ प्रयोगों द्वारा हो चुका है। विद्येपतः उल्लेखनीय माइकेल्सव और मार्ल' के 
प्रयोगी द्वारा तथा अन्य कतिपय प्रकाश सवधी प्रयोगों द्वारा वह आपेक्षिकतावाद का 
आधार है। यहाँ हमारे कार्य का क्रम उठटा रहा है और हमनें समी० (20) एक 
ओऔपनारिक-सी रीति से आपेक्षिकता सिद्धांत के सहारे निगमित किया है। यह न 
केवल तर्कप्ास्त्रानुसार स्वीकार्य है अपितु इन विपय-अ्रवेशक व्यक्तिकरणों की सक्षि- 
प्तिता के कारण विशेषत॒या उपयोगी भी है| संहति की वेग पर निर्मरता के कारण 
न्यूटन के गति संबंधी नियमों में और क्या-बया परिवर्तेन करने पड़ेगे, इसकी आछोचना 
हम चतुर्थ प्रकरण ($४) में करेंगे । 

यही पर हमें अनुज्ञेय अभिदेश-ढॉचो के प्रदन पर इन विचारों की समाप्ति करनी 
चाहिए, यद्यपि वह कुछ-कुछ स्थूल भाव से ही हो सकता है । वैसा करने के लिए हमें 
अद्यावधि विवरित आपेक्षिकता के विश्ञेपवाद से आइस्टाइन ही के १९१७ के आपे- 
क्षिकता फे व्यापक बाद को जाना होगा । विशेष आपेक्षिकता में वे ही अभिदेश 
परद्धत्ियाँ अनुज्ञेय है जो एक दूसरे से लोरेत्स-रूपान्तरण द्वारा प्राप्त होती है, और वे 


. फक्न्प्णकाल. 2. कालालतप ब्ावे मगर झे 


२० कण की यांत्रिकी हे १३ 


निपिद्ध हैं, जो, उदाहरणतः, परस्पर प्रथम सिद्धांत के आधार पर प्राप्त होती हैं। 
व्यापक आपेक्षिकता में समी अभिदेश पद्धतियाँ अनुज्षेय हैं। उतके थीच रूपांतरपों 
को (0) की भाँति रैसिक तथा छंवकोणीय होने की आवश्यकता नहीं है, डिु वे 
स्वेच्छ (अनियत) फलनों, :++59क(०0,59,05,%५), द्वारा व्यवतत किये जा 
सकते है । अतएव यहाँ हमें वे पद्धतियाँ मिलतो है. जो गतियुक्त हैं. और जिनमें एक 
दूसरे को अपेक्षा जैसी चादे वैसी विकृति हो सकती है। परिणामबश, अवकारी 
और काछ में उस निरपेक्ष छक्षण पा नाम-निश्यान तक नहीं रह जाता जो उर्हे 
न्यूडन के भौतिक विश्लेषण में मिला था । वे केवछमात्र भौतिक घटनाओं की वर्गीः 
करण व्यवस्थाएँ रह जाते है । इस यर्गोकरण के लिए यूविलड की ज्यामिति पर्याप्त 
नहीं होती, उसके स्थान में रीमान प्रतिपादित अधिकतर व्यापक मैत्रिक ज्यामिति 
लेनी पडती है। अब यह करना होता है कि भौतिक नियमों को ऐसा रूप दिया 
जाय कि यहाँ जिन-जिन अभिदेश ढाँचों पर विचार किया जाय उन सभी मे वे 
वैध रहें अर्थात्‌ ऐसा रूप जो चतु:विमितीय अवकाश के स्वेच्छ विदु झ्पांतरों 
४0५5). (०४.--:४.) में निश्चर रहे । ध्यापक आपेक्षिकता वाद की सार्थक अतर्व्तु 
यही है कि ऐसा हो सकता है । इस प्रकार के निश्चर सूत्रीकरण में यात्रिकी के नियम 
जो गणितीय गहन रूप घारण करते हैँ उनका विवेचन हम इस पुस्तक में नही 
कर सकते । यहाँ यही कहना पर्याप्त है कि व्यापक वाद से न्‍्यूटनीम गुरुत्वाकर्पण 
निकल ही नही आता, उसका अधिकतर यथातथ सूत्रीकरण होता है। 

इस प्रकरण की समाप्ति हम “आपेक्षिकता-वाद” नाम पर शुक टिप्पणी देकर 
करते है । इस वाद का साथेक कार्ये-संपादन उतना इस वात में नहीं हुआ है. कि 
अवकाश और काल का पूर्णतया आपेक्षिकताकरण' हो गया है जितना कि इस वात के 
प्रमाण में कि प्रकृति के नियम अभिदेश ढाँचे के चुनाव से बिलकुल स्वतंत्र है, अर्थात्‌ 
प्राकृतिक घटनाएँ निरचर है, प्रेक्षक के दृष्टिकोण में चाहे कोई परिवर्तन क्यों न हो । 
“प्राकृतिक घटनाओं को निरचरता का वाद” या, जैसा कि कभी-कभी प्रस्ताव किया 


गया है, “दृष्टिकोण वाद” ये नाम “आपेक्षिकता का व्यापक सिद्धांत” से अधिक 
सार्थक या उपयुक्त होगे । 


4. #(० एष्पव्प्ण ग्रध्फोंद इ०००७८७ए७ 2. 0०7०६ 3- ठच्वन्वग प्रष्णग 
_- रिटोेक्रपेसंडबसंपा 5१8 श 


१.३ संहृति-बिद्ु की 'ऋजु-रेपौय गति श्र 


$ ३, संहति-बिंदु फो ऋजु-रेसीय गति 
मान लीजिए कि कण की गति &-अक्ष में हो रही है । यदि उक्त कण पर किस्ही 
बलों का प्रभाव पड़ रहा ही तो उनके केबर »-घटको के हवी प्रभाव कार्यकर होगे । 
मान छीजिए कि इन घटकों का परिणामी' »४ है । 


हुए ले अल व + 
तो यहाँ फ्च्म्न्न्कू और शच्छानर हृ्‌। 


अतएव 
(3) तय 
और यदि ॥ नियत हो तो 

बी ञ्र 
(2) एफूद १ 


इस गति-समीकरण के रामाकछन का अध्ययन हम तीन स्थितियों में करेगे-- 
>६ विशुद्ध फलनवत दिया हुआ है, (क) समय का [ 2506) ]; (ज) 
स्थान का [ >जरे( |; या (ग) बेग का [ ४-६७) ] । 

(क) (0) 


इसको समानुकलित करने से प्राप्त होता है 
; 
जहर >> 
(3) ण्न्फ्त्स् (४०: का 


यहाँ 22) की परिभाषा यह है कि वह बल का समय समाकलू' है और कालातर 
& से / तक मे हुए संवेग' के परिवत्तंन के बराबर है। 
एक और समाकलन से प्रक्षेप-पथ का समीकरण यह प्राप्त होता है 


म 
(५) अ-०तक 0-0+क् 20% 


(ख ) जनक (ते * 


यह बल क्षेत्र को स्थान के फलनवत्‌ देने की ग्रतिरूपकों स्थिति है। इसका 
समाकलन ऊर्जा के संरक्षण! वाले सिद्धात के उपयोग से प्राप्त होता है । 


. ऋछप्रौध्ाई... 2. ॥मध्ट्प्गों ३५ काठघथा।णा 4. 7क्लांकां 


२२ फण को यांत्रिकी पा 


यदि हम समी० (2) के दोनों पास्वों को है से गुणा करें तो 


बड़. वपर चर 
(5) का क्वा फल लनट * 


इस समीकरण का वायी ओर का अंग्र पूर्ण अवकल' है: 


आह) 
ब8( 3 / 4 के 
समी० (7.4) में दी हुई व्यापक परिभाषा के अनुसार, उसके दाये करे 
लिए 47-->77:: छिख. सकते हैं और वो! को 6४ पथ पर किया | 
कहेंगे । जो समीकरण इस भ्रकार प्राप्त होता है उसका मतलब है कि गर्तिग 
फा परिवर्तन किये हुए कर्म के बराबर होता है। छे 
क्योंकि गतिज ऊर्जा अर्थात्‌ संहति विदु की गति की ऊर्जा की परिभाषा ६ 
इस प्रकार करते है -- 
(2 
(6) 7 फर्म ज्यति ] स्ल्ट बत 
गतिज ऊर्जा का पुराना नाम था, सजीव (अर्थात्‌ प्रत्यक्ष) (०) प्ार 
(छाइवनित्स') जिससे वल झब्द की अस्पप्दता प्रकट होती है। उन्होने दो की 
के बलों के भेद बताये थे--सजीव अर्थात्‌ प्रत्यक्ष व (य5 श्यए्क)। अर्ज की 
ग्रतिज ऊर्जा; और चालन बल (हांड 77075) जिसको आज दिल हमे 
“बल” के नाम से पुकारते है। हेल्महोल्त्स' ते भी वल और ऊर्जा में बहुत भर हुए 
किया था क्‍योंकि जो पुस्तक उन्होंने आज से वहुत अधिक दित हम 
(१८४७ में) ऊर्जा की अविनाशिता के संबंध में छिखी.थी उसका नाम: 
था, “बलों की अविनाशिता के वारे में” । 
गतिज ऊर्जा की परिमापा के साथ-साथ स्थितिज ऊर्जी (77) की पर्दिगाण 
भी दे देनी चाहिए--- ९ 
(7)... ए->वीा--उकद एनचछु७ .(* दिक्ष) कल 


हक ए8बव्पपंड >2- 7-लंफमंड. ३. सन्‍क्राणधट 


श्र संहृति-परिद्ठु फी ऋजु-रेपौय गति २३ 


एक-विमितीय कण-यांतरिकी के लिए तो स्थितिज ऊर्जा को यह परिभाषा 
पर्याप्त हैं। द्वि-विमितीय था प्रि-विमितीय बल क्षेत्रों में 77 का अस्तित्व क्षेत्रो की 
प्रकृति पर निर्मर करता है (देसिए $ ६ उप-प्रफरण ३,) । समी० (7) द्वारा 
7 एक थोगात्मक नियताक' के भीतर तक ही निर्धारित किया जा सकता है।* 

इन परिभाषाओं के आधार पर समाकलित समीकरण (5) से ऊर्जा के 
अविनाशत्त्व का नियम हमे मिल नाता है, 
(8) पा+7-नियतांक न 

(गतिज ऊर्जा-+स्थितिज ऊर्जाल्‍+नियताक) 

यहाँ # ऊर्जा-नियतांक अर्थात्‌ सम्पूर्ण ऊर्जा है। 

ऊर्ना की अविनाशिता का सिद्धात न केवल भौतिकीय दृष्टि से अति महत्व" 
पूर्ण है, उसमें विलक्षण गणितीय झक्ति भी है। वयोकि, जैसा हम देस चुके है, 
यह न केवल गति-समीकरण का प्रथम समाकछत करा देता है--जिस कारण उसका 
दूसरा नाम “ऊर्जा का समाकल” है--अपितु साथ ही, कम से कम प्रस्तुत स्थिति 


(ज) में, द्वितिय समाकलन भी सभव कर देता है। यदि (8) को निम्नलिपनित 
रुप में लिखें 


(कं 8-7] 
तो हम ४/ के लिए. 





हि नह 7)! 4.४. लिख सकते है 
अतएव 


2... नह, हज 


इस प्रकार, & का ज्ञात फलन है और इस कारण & भी ४ के पदों में व्यक्त 
कया जा सकता है। इसीलिए (9) गति का पूर्णतया समाकलित समीकरण है। 


4, #वतापंएड <०म5घछर्ा: 
+* वयोक्ति समाक्ल का मान होगा | 57--एक नियतांक 4 


श्र कण फी यत्रिकी हि १ | 


(ग) ऑल (० 
इस स्थिति में गति-समीकरण होगा। 


गा कलर (०), 
जिसका पुमरछेट यों करते हूँ हे 
ही 
सा 


जिससे तुरंत ही निम्नछिशित समीकरण प्राप्त हो जाता है-- 
के 
(7०) /-4च््ा || कर्ता (णे 
म् ( हे 
इसरो हम ० को / के पदों में हुछ कर राकते है, अर्थात्‌ एस): बाएं 


0, 


जिससे यह परिणाम निकलता है कि 
!ः 

#&-दव+ ॥ /() ०: 
हक /प 


उदाहरण 

१-पुृथिवी की भूमि के पास अवाघ पतन (गिरता हुआ पत्थर) रद 
नीचे से ऊपर की ऊर्ध्वाघर दिशा को हम & की धनात्मक दिशा मार्तेग। ५ 

बल की माप नियत है, 

(ए7) ---78१, हर विवि 
अर्थात्‌ वह & ५ और 2 से स्वतत्र है। यहाँ समाकलन की तीनों विवि 

(क), (ख), (ग) काम में छा्री जा सकती है।.., दरह्ाहरपगी 
हम (क) और (ख) का उपयोग करेगे और मान छैगे कि (एे 

सहूति” तथा “अवस्थितित्त्वीय संहति” बराबर हैं, 


ब् हि । 
(72) हद क्‍धुदए + | गए] 


यहाँ दल द्वितीय नियम द्वारा परिभाषित सहति है, तथा #वह * 


ने 
करपेण नियम में आयी हुई संहति है और इस लिए हमारे वल समीकरण े 
वही आती है। 


श्र संहति-बिढु फी ऋणचु-रेजोप गति श्५ 


बेसेल' ने अनुभव किया कि छोलक-प्रयोगो' 27 द्वारा* समी० (2) की ह्रयोगा- 
स्मक परीक्षा करने की आवश्यकता है। परतु इसका उससे अधिक यथातय प्रमाण 
इयोलवास' ने ऐठन तुछा के अपने प्रयोग द्वारा दिया था। बाद में, समो> 
(72) ने ही आइस्टाइन के गुरुत्वाकर्पण वाद को प्रथमत. प्रेरित किया था। 

(क) &४र-€. समाकलन नियताकों का उपयुवत चुनाव कर (/>० के 
लिए ॥/८० और 5-5/), हमे अत में निम्नलिसित सबंध प्राप्त होते हैं -- 


अचा-8५,.. अच्छी-+ ४, 
(ख) यतः ध+-हहुदरंध, कएए और 2+॥एुएचऊे, यदि ०० 
जब :८५5॥ है तो 22--॥(९४ हो जायया, अतएंव 
का 
चर णे+आहुआससाछी- 
इससे :८-२० के विशेष मान के लिए ४४52९ आता है या 


(73) शशि 
इस समीकरण को उलडवने से प्राप्त होता है 


8 


णएः 

(73 ४) हज ते 

जो कि वह ऊँचाई है जहाँ तक किसी भी सहति को उठाना पड़ेगा ताकि गुरुत््वाकर्प- 
शीय क्षेत्र मे इस ऊँचाई से गिरने पर किसी विशेष वेग ० की प्राप्ति हो | वेग 
श के स्थान पर उबत ऊँचाई का उपयोग करना अधिक सुविधाजनक है, विशेषतः 
इंजीनियरी के बहुत से प्रश्नों में, जैसे कि पिटठाट (200:) नलिका| में किस 


% प्रस्न॑ंगवद, पाठक का घ्यान स्यूटन की 'पांजिकी' में दिये हुए एक मनोरंगक 
वाद्य की ओर दिला देना चाहिए । उस ग्रंथ के आरंभ में, प्रथम परिभाषा के नोचे 
न्यूडन कहते हे, “लोलकॉंसे अति सावधानी से किये हुए प्रयोगों द्वारा मैने सत्यापित 
कर लिया है कि संहति और भार समानुपाती हैं । 

भी! यह एक खोखली नलिफा है जो कि तरल के बहने में मत्यात्मक दाब की 
भाप के लिए व्यवहृत की जाती है। विमानों में वायु की चाल जताने के लिए बहुधा 


4. फेछडल.. 2. एशावणफा ०कुष्पंघाला$.. 3- 800६७४05 


२६ कण की पांत्रिशो हरे 


ऊँचाई तक पानी परुँचता है, अपनेंद्रित॑ में दाव की ऊँयाई गया होगी, 20 
न्यूटन के डोछ यादे प्रयोग में पानी क्रितगा घड़ता है, यह भी इमी प्री 
(73,) से जाना जा सकता है। 


२--बड़ी ऊँचाई से अवाघ पतन (उत्का) है 
इस स्थिति में आकर्षण नियत सदी रटता। अब उसके बदले गुर 
नियम का उपयोग करना होगा कि रु 
पृ धर __ शर[( * 
+) ४ हिल 
यहाँ ॥४ उल्का की संदृति है, 2 पूथिवी की, और -6 गुरुत्वाकर्षणाक कप 
गुरुत्वाकर्षणीय नियतांक है | निर्देशांक « के स्थान पर पृथिवी केंद्र से 24 (व 
रसी गयी है। यतः अब दूरी का फलन वल है इस कारण समाकहन 
रीति का व्यवहार करना पड़ेगा। ्िि 
विश्विप्टत', यदि पृथिवी की श्रिज्या ४ हो तो पूथिवी तछ के छिए यह 
निम्नछिस्तित समीकरण प्रस्तुत करती है 
__ ॥#/ (ज 
गाए क्व 
ताकि हर को (74) से निकाल सकते है और 


् -£€ -ह दी जाता है 





इस सकेतन' से (7) देता है 
बी7--- बराक ॥९%. 


होगा, 
जिस कारण स्थितिज ऊर्जा, जिसका शून्य मान अनन्त ऊँचाई पर होगा; है 
जाती है-- 


१८8 
उसका उपयोग होता है । देबिए तब्ण्व०००४७, फंगाकन0 थी 4 
कछमंण, पण, ए, ए-2. 
. (व्यामंणिट्ुल. 2- खिल्घामंगछ 


३३ संहति-बिदु की ऋजु-रेखीय गति २७ 


ह्ज्हू हल 
(35). फ्छै-नश्श ना 
अतएव समी० (8) से प्राप्त होता है 

7) 2-५ 25. स्लिलर- 

| हर 


जहाँ 2९ पृथिवी-केन्द्र से एक ऐसी परिकल्पित दूरी है जहाँ उल्का प्रारंभ में विराम 
स्थिति में थी। इस प्रकार हमें 


(76) 2 स्न्ब[खि (+- #) प्राप्त होता है 
ओर समी० (9) के अनुरूप, 


व 
(764) कस तर ज 
हे >होह//_ ॥ई 
“४ (>-ह) 
समी० (769) के समाकलन का पूरा-पूरा ब्यौरा देने की आवश्यकता नहीं 
है क्योकि (76) की केवल इन दो स्थितियों से ही हमारी दिलूचस्पी है अर्थात्‌ 
() ७००, #च्च्व 
पृथिवी तल पर उल्का निम्नलिखित वेग से पहुँचती है 
दः ५ 
क्ुत४० 7, 
अर्थात्‌ पृथिवी के भरुरुत्वाकर्ेणीय क्षेत्र मे, अपरिमित (अनन्त) दूरी से प्रारंभ 
हुआ अबाध पतन पृथिवी तल तक पहुँचने में वही बेग श्राप्त करेगा जो कि नियत 
युरुत्व-त्वरण (&) में ऊँचाई £ (+-४, पृथ्वी की अत्रिज्या) से अवाध पतन में 
प्राप्त होता है। [देखिए समीकरण (73) ]। 
(४) उरच्ब--ढ; रीब्टू4; कस्च्ब- 
यहाँ, कम होते हुए गुरुत्वाकर्षणीय त्वरण को घ्यान में रखते हुए परंतु यह मानव 
कर कि उल्का बहुत ही बड़ी दूरी से गिरना प्रारंभ नही करती, हमे (73) के पतन 


वेग में केवछ प्रथम शोधन करना है। समी० (76) से निम्नलिसित व्युत्पन्न 
होता है-- 


२८ कण की पांतिकी [ 
रु 


हा कं नश्भू है का कक | 


३--वायु में अबाघ पतन 


हम मानर छेंगे कि वायु का प्रतिरोध थेग के वर्गफल का समानुपाती है हर $े 
मान्यता को सर्वप्रथम न्यूटन ने रखा था और वह अनुभव से ठीक ० 
बगत्तें कि गिरते हुए पिंड का आकार बहुत छोटा न हो तथा उसका वेग रे ला 
कम (शून्यप्राय) हो और न इतना बड़ा कि ध्वनि के वेग की बराबरी के 
दशा में परिणामी वलछ होगा 

अ(0७-#७+००१, स्जे 
जहाँ चिन्ह यह दर्शाते हैं कि वायु का प्रतिरोध गुरुत्दाकर्षणीय बल का विरोध है- 
है। यहाँ पृष्ठ २४ की (ग) विधि छायू है और गति समीकरण यों हो जाता 


4० _ (१५ पु 
(77) क्वँ ४+;२7 न्‍ 
यदि तक +:8 रख दें, तो (77) तिम्मलिखित वन जाता है 

धदए 

के ४-8४). 
इससे हम, ४००० रखकर, (70) का अनुरूप यह आप्त कृरते हैं , 

बंए व ठ 
वन 5 0 
आटा स्क्रिः तस्कर) > 


न ये 7 एजकणे 
'ृृ अ+ कम (४ ि) 
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अतएव, 
इन0ए _ हे नशा 
इ-- 8० 
और 
8 ७ बट ज आय हि थक 
(५ ! ८7272 43 ० है 20 


जहाँ (ज्याति') (को-ज्याति)), (स्पज्याति') अति परवकृयिक फलन हैं । 
अतएव |!/| काछू />० पर शन्य (०) से, एकदिक्‌ परिवर्तनशीलतया बढकर 
/-+०० काऊछ पर के मान के पास पहुँचता है। स्वयं ० का सीमित मात 
निम्नलिखित है--- 


की 
इसको समी० (78) से भी तुरंत निकाल सकते हैँ क्योकि उवत सीमित मान 
के लिए के शून्य हो जाता है। 
समीकरण (78) के उपयोग से हम वायु के प्रतिरोध सबंधी वह्‌ पहला-पहलछ 


शोधन प्राप्त करते है जिसे निर्वात में अवाध पतन के लिए व्युत्पादित सूत्र से जोड 
देना होगा। स्पज्याति के श्रेणी-विस्तार भर्थात्‌ 


|; प्जीज5 
आाध[र 6 पा 
पाए ८०० “न तन "(६८४ 55 [ ॥ आग ः) 


और ८५६९४ के लिए, (8) के अनुसार हम प्राप्त करते हैं, 
०-४४ (- (2827 
एणत--€/ ः ८८) 


व. इऐड... 2. एक्फ्रड.. ३. (पृथ्राहुला। कै 


३० कण को यांत्रिफो (02 
४--सरलावत्तें दोलन पे 


सरलाबत्त दोलन तब होते है जब कभी भी किसी संहतिविदु // पर त्निया 0084 
हुआ भ्रत्यानयन बल >६ विस्थापन £ का समानुपाती होता है। यदि समा 
यता-गुणनयंड ४ हो तो 


अचत-ड 
और मनिश्चर (नियतांक) # छेकर गति-समीकरण निम्नलिखित होगा 
धर __ हि 
प्शे झा बल उअ ू 


थछ के निर्देशांक का एक निदिप्ट फछन होने के कारण यह पृष्ठ २१ की 32 
स्थिति हुई और इसलिए वहाँ दी हुई कार्यविधि का उपयोग कर इस समीकरण 
हल करने के लिए ऊर्जा समाकछ का व्यवहार करेंगे। अतएवं पहुंडे तो सरदार 
बघन वल की स्थितिज ऊर्जा का निर्धारण करना होगा। यहाँ पर 


गए-उकर-- 4. 4 (५8) 
अंतएव (7) के अनुसार ॥7 के छिए उचित घूल्य विद लेते हुए, 
पर (न 9 
० ट]॒ 
तो ऊर्जा-समीकरण होगा 


आए न 527, 
प्रारभिक प्रतिबंधों के लिए हम 
ब्व्च्च्च सकते हैं 
(79०) ६5०० पर, ई। शल्तपब्ल ये सकते हैं. 


परिणामवज्ञ 272 का मात्र £८१ हो जाता है, और 
हम के कन्आे 
कक हाय हर 


8१ 4. _ ०४ 
(द् हद बाज पु 
(४-०) हे स इसका 
समी० (794) में दिये प्रारंभिक प्रतिवंधों को सम्मिलित करते हैं 
क्षेत्रफलन' निम्नलिखित संबंध देता है-- ह 





३. घब्बक्ात्पोंट 2, (पण्क्सशपांट हे 0 जे 


श्ष्रे सहातिनंबदु का ऋरुनोसाय गति ३९ 


(20) छान्तज्रंता (#- 5 जहाँ ७5० (| 


2 १0 
प्रतिकोमीकरण द्वारा अंत में 


(2) ख्न्च्च भा (०+ व ८०5 ७४. प्राप्त होता है 
7] 
अतएव (27) में आयी संक्षिप्तिका ७ का भौतिक अभिप्राय स्पप्ट है। बह 
*वृत्तीय आवृत्ति” है, अर्थात्‌ »# कारू-मात्रकों में कपनों की सख्या ) यदि दोलनों 
का आवत्तं-काल 7' और उनकी आवृत्ति* 9 हो तो निम्नलिखित सूत्र प्राप्त होता है। 


(22) पा ना लत 27775 
संक्षेपण की सहायता से (79) को यों भी लिस सकते है--- 
(23) &+७१४८०5० 


ऊर्जा-समीकरण का छाभ यह है कि उससे सदेव अभीष्ट अत पर पहुँच जाते 
है, वछ 2४ चाहे किसी प्रकार भी « पर निर्भर करे। परंतु प्रस्तुत प्रश्न के लिए 
जहाँ > और & का संबंध रैखिक है, एक दूसरी हो अधिक सुदर विधि विद्यमान 
है। यह इस प्रत्यक्षटः सत्याभासक' कार्यविधि पर आधारित है कि किसी भी 
कोटि के नियतगुणाको' वाले समांग' रैखिक अवकछ समीकरण निम्नलिखित प्रति- 
स्थापन से सदेव हल किये जा सकते है (यहाँ £ परतत्र और £ स्वतंत्र चर हैं )-- 


(24) ब्त्ट्टो 


बच्चें कि » अपने अवकल समीकरण से प्राप्त हुए वीजीय समीकरण के मूलों में से 
एक हो। इस प्रकार एक विशिष्ट समाधान की उपलब्धि होती है। व्यापक समाधान 
इस प्रकार के सब विशिष्ट समाधानों के निम्नरूप में अध्यारोपण से प्राप्त होता है। 


(24 ८) 22 
उपर्युक्त », में घबीजीय समीकरण, (24) के (23) में प्रतिस्थापन से प्राप्त 
होता है और प्रस्तुत स्थिति में द्वितीय घात का है, 


* देखिए कि ७ वृत्तीय आकृति है अर्थात्‌ 2६ काल में कंपनों की संख्या; और 
# आवृत्ति है अर्थात्‌ प्रति एक मात्रक काल (एक सेकंड) में फंपनों की संख्या । 

. ए[9प्श्ए० , 2. (0०४5६७०६ ६०-हसिंटांटत्05.. 35 छ0909.29005 

4. 0६ 2€८णावे तल्डप्ब्ड , (, 


पु घर 
भ् 


बेर कण की याँत्रिफो.... १३ 


औ&-- ०१००; जिसके मूल हैँ वैन्त०- 
अतएव व्यापक सूत्र यह हुआ, 
(242) तत0/७/+०,८७/ | 
नियताक ८५ और 0, सीमांत प्रिवंधों (79 ४) द्वारा विर्षालि हि 
जाते हैं, पु 


&55०, (.,७--८५७४5००, 0,5०५ 


् 
#च्4, 4१5८0 ०५०००, ०: हटा 


इस प्रकार अंतिम समाधान निम्नलिखित हुआ जो (27) से मेल खात्ता है 
#पम्नन्ध 005 ०६. 


आगे चलकर (अध्याय ३, $ १९ में) इस विधि का विस्तृत उपयोग आल 
प्रकार के (अवमदित, प्रणोदित, युग्मित, इत्यादि) दोलनों के संबंध मे किया हा 
ऐसी बात के लिए शर्ते केवल यही है कि दोलनवृन्द रैखिक अवर्कल समीकरणों का 
दिये जा सकें। इस उपप्रकरण का जो श्ीर्पक सरलावर्त्त दोलन दिया है, वह ् 
वात की ओर ध्यान आकर्षित कराता है कि इनमें प्रत्यानयव वढ की !' 
रैखिक है, जिस कारण परिणामी गति एक एकाकी नियत आवृत्ति ० की ही 
यदि बधन बरू अनावर्त्ती अर्थात्‌ अ-रेखीय हो तो यह्‌ विधि काम नही करती । 
स्थिति में ऊर्जा-अनुकल बाली कुछ कम सरल बिधि से क़ाम लेना पड़ता है। 


७५-दो कणों की टक्कर ३ हि 
संहति १६ 
टक्कर के पहले (देखिए आकृति१) मान लीजिए कि संहति-द्वव ॥ के ही 
वेग क्रमात्‌ ७ और 7, है, और ट्वकर के वाद उनके वेग ० और 7” हो ने 
लि दस ७ 
हाण9755+-- 5-5“ 
ग्र है 


आकृति १.--दो संहतियों » और 2 की खकर । 
अक्‍्कर के पहले के वेग, ०७ और 2,, वाद के 7 शीर ४५ 


श्र संहति-विग्दु फी ऋणुरेसोप गति ३३ 


टवफ़र की प्रकृति चाहे कुछ हो, चाहे वह प्रत्यास्था हो चाहे अप्रत्यास्थ, दोनों 
संहतियों ॥॥, 9 के वोच जो बल सचारित होगे, तथा इन बलों का समय-समाकः३ 
2, इन बातो के लिए “क्रियाअतिक्रिया” वाला न्यूटन का स्वयंवध्य, अवश्य बैध 
होना चाहिए। अतएवं, समी० (3) के अनुसार, 


(25) का[ए- ४७) १52४०- 2 ै[7- 5), 
और इसलिए यह भी कि 
(254) आणए्न- 24 स्लएए न 2. 


यह समीकरण कहता है कि निकाय? का संपूर्ण सवेग सुरक्षित रहेगा । 


अब (25०) में निकाय के संहति-केन्द्र के निर्देशक (६) का उपयोग करें 
(250) धन ॥:ए+ मै गि: 


काक्शा | 
तो प्राप्त होता हैं 
ईतई०- 

यह परिणाम बताता है कि टक्कर .का संहति-केन्द्र के वेग पर कुछ भी प्रभाव 
नहीं पड़ता। 

अतएव निर्वात में दागे हुए गोले का संहति-केन्द्र सदा अपने परावलयिक पथ 
में अविचलित रहेगा, चाहे किसी स्थान पर गोला फटकर छोटे-छोटे टुकड़ों में भी 
हो जाय और प्रत्येक टुकड़ा अपना-अपना स्वतत्र प्रक्षेप-पर्था ग्रहण करता जान पड़े। 

यहाँ तक दो अज्ञात राशियाँ, ४ तथा 727, और एक समीकरण (254) प्राप्त हुआ 
है। टक्कर की समस्या का पूरा समाधान जानने के लिए एक और संबंध अर्थात्‌ 
समीकरण की आवश्यकता है। 

पहले प्रत्यास्थ टक्कर छीजिए। भ्रत्यास्थ टवकर की परिभाषा यह है कि इस 
मियक्रिया में सवेग और गतिज ऊर्जा, दोनो ही सुरक्षित (जैसे के तैसे) रहते है। 
इसके लिए इस वात की आवश्यकता है कि-- 


॥#! |, , रैव प्र क़ा व 2 
(26) जर्गकय्ञातित्युकक+ाा 7 





अर्थात्‌ 
आऋ(एण-०)5३४/(८2-7), 


4. छा४$0९. 2. $5ए४४वण 3. एशख्थबॉँ०ीट फल. 4- परग्भु०्ण्०्णा 


झ््ड कण की यत्रिकी हरे 


परंतु (25) के उपयोग से 
माए- ०) चर 4-7?) 
इन दोनों समीकरणों के भाजन से प्राप्त होता है 
एकफत्त टन 
अर्थात्‌ 


(26%) ५. ट-शच-(2-०्णे की 
यह समीकरण कहता है कि टबकर लगने के वाद, एक संह्ति की ४४४९ है 
का वेग, टक्कर से पहले के उसके आपेक्षिक योग के बराबर, पर विपरीत होता 


समीकरणो (252) और (26) का संयोग अर्थात्‌ 
शण०ए+ैद्ी2<-काण-+-रैदी 


एन टच-णछना€ 
अब टक्कर के बाद के वेगों को पूर्णतया निर्धारित कर देता हैं-ए 
करी 


शो ष्् 
एत्त #यणक ४ नी क्रमखा ० 
रैना शा 
(27) 


7--कड्ड़ 2,+ फ्रयाध्ार 


डे मानो, त्वां 
देखिए कि वेग के आदि के मानों, 20 तथा 77 से अंत के मीन, हे 


7, के “रुपांतरण'” के सारणिक' (७५) का निरक्षेप मात्र एक (0 है! 
क्योंकि-- 
#8-- २ थक 4 
5- | पुर शक. (पट )- _ 4 दता 
य्झ्रा 32(-क्ा | आार्न-रीर्व | 





आपी-ओ/ ऋकयंड हे होरे दृ 

इसका आशय यह है कि यदि-आदि वेगो के मानों को एक अधिकीत्र मे 

(अर्थात्‌ सीमाओं के बीच रखें), तौ ०-77 अवकाश मे रूपान्तरित शव 
क्षेत्रफल वही होगा जो कि आदि के पृष्ठाश का था ; अर्थात्‌ इस प्रकार का यहा 
क्षेत्रफल संरक्षक होगा (देखिए:,आकृति रंक) ॥, यह नियम गैसों के गर्या 


. 'एच्ाशण्क्राकप्णा... 2. एलब्एगरांधक्को:,. ० +> 


५.३ झंहति-विस्दु को प्जुरेपीय गति ३५ 


याद की दाफर-प्रत्रियाओं में महत्य का है तथा लियोविते के प्रभेष (देशिए 
इस माला की पच्रम पुस्तक) से संबंधित है । 





आशहत्ति २ क--वेग सीमाएँ, टयफ़र आशृत्ति २ प--सदतियों के! बराबर 
के पहले और बाद । चित्राकन क्षेत्र- (#॥5-॥ै/) होने की स्थिति में चित्राक्स 
फल सरक्षक है अर्थात्‌ दोनों क्षेत्रफ.त्त' ने केवल क्षेत्रफल-सरक्षक, कितु कोण- 


बरावर है। मरक्षक भी है। 

यदि दोनो संहतियाँ वराबर हों, (5-0४) जैसे दो बराबर के बिलियड गेंद, 
तो समी० (27) निम्नलिसित हो जाते है-- मु 
(2गे एक्स 2, टसल्ए७ 


अय स्पांतरण न केवल क्षेत्रफल-सरक्षक वरन्‌ फोण-संरक्षक भी हो जाता है। 
देखिए आकृति रख, जहाँ रूपांतरित आयतो आदि के आयत से केवल भुजाओं 
के परस्पर बदलने से प्राप्त हुआ है। विशेषतः, बिलिय्ड के खेल में यदि एक गेंद 
स्थिर हो और दूसरे की उससे बिलकुल सीधी टक्कर हो तो यह दूसरा,टक्‍कर 
से पहले चलछतो हुआ गैंद, अपना सारा वेग पहले को दे देता है और स्वयं स्थिर हो 
जाता है [ मिछाइए (277), /“5० रसकर ]॥ 

इसके प्रतिकूल यदि एक सहृति दूसरी से बहुत ही अधिक बड़ी हो, 7क्िए 
तो इन दोनों की टक्कर के वाद बड़ी संहति का वेग प्रायः ज्यों का त्यों रहता 
है और छोटी संहति बड़ी सहति के पीछे उस वेग से जाती है जो बडी के वेय से 


. 4॥0एचो]68 धा०्ठफ्व्या. 2. ॥:थरा5/गगणव्त इल्टब्आहॉट 


च्६ फण की यांत्रिक 7 [रे 


दोनों का आदि का आपेक्षिक बेग घटाने से मिलता है। क्योंकि यदि ॥<#/, 
तो समीकरणद्रय (27) का निम्नलिसित सरलीकरण हो जाता है, 
(य) श्तञण्+शटताट- (कट), 2 2 पक पर 
टवकरों संबंधी यह विवेचन पूर्ण करने के लिए अप्रत्यास्थ टवकरों के गा कं 
संक्षेप में कहेंगे। परमाणवीय भौतिकी में इस प्रकार की अप्रत्यास्थ ट्वकरों (धृ् 
प्रकार की टवकरों”) का अनुसंघान करते है। ऐसी टबकर में इलेक्ट्रात जैसा ए 
कण अपनी ऊर्जा का कुछ भाग खो बैठता है जो कि टवकर के दूसरे कण अर्थात्‌ प७ 
साणु को उत्तेजित” करने में छगती है। इस प्रकार की उत्तेजना पाकर परमार 
की ऊर्जा संबधी दशा अपनी निम्नतम अवस्था से एक अधिकतर ऊचे कं 
पहुँचायी जाती है। इस प्रकार की प्रक्रिया में, टवकर के वाद की गति के विचार है 
आदि की कुछ ऊर्जा का ह्वास हो जाता है, अतएव प्रत्यास्थ टक्करो कट 000 
इस दूसरे प्रकार की टक्कर के वाद की गतियाँ ज्ञात करने में नहीं लगाये जा ह' 
[दिखिए, समस्याएँ [7 से [.4 तक] । रे जो कि 
यहाँ हम केवल उस “पूर्णतया अप्रत्यास्थ टवकर” पर विचार करेगे प्रतिव् 
इंजीनियरी की समस्याओं में बहुधा आती है । ऐसी टवकर निम्तलिखित 
द्वारा परिभाषित की जाती है-- 

2-7, है मात्र 
अर्थात्‌ टक्कर के बाद दोनों संहतियाँ, | तथा 2/, एक ही वेग से जाती ५ सवेत 
वे दृढ़तापूर्वक परस्पर वंधी हुई हों। इस वात पर पहले भी ज़ोर दे आये हैँ कि 
का समीकरण सव दश्शाओ में वैध रहता है। अब वह यों हो जाता है। 

(28) (#-+- 26) ०च्चका०--2 42 
जो अकेला ही एकाकी जज्ञात » के निर्धारण मे पर्याप्त है। इस टरकर 
कितनी ऊर्जा का हास होगा, यह जानने योग्य है। तरह होगा--- 


मं 


१८६ 
जणनीडिदा- पर क 
जैयवा, समी० (28) की सहायता से » के सरल निरसन' के बाद, 


(२8 ») द्रण्ण्ट्श , 


. प्रशाक्रपब्पंप५ 


श्ड परिवर्तनशोील संहतियाँ ३३ 
जहाँ ७ का मान इस प्रकार व्यक्त है-- 
॥4 वर के मा और 

28 0)  #४--+हज अतएबव एचतलचाताक+ ईद की रूघदत संहर्ति 
(28 9) का नजर ? औतएब #सत्पयत। कैसे £ को लघुझत संहति 
कहते है। ऊर्जा का छास इस लघुकृत सहति' के आदि के सापेक्ष वेग (७-३) 
से चलने की गतिज ऊर्जा के वरावर है। 

समीकरणो (28 &, £) में समाविप्ट प्रमेय प्रथमतः जनरल लाजरस वार्नों' 
द्वारा प्रतिपादित किया गया था। [ जनरल कार्नो एक गणितज्ञ थे। फ्रॉस वी 


राज्यक्रांति में आप सार्वदेशिक सैनिक सेवा के सघटक थे । उप्मा-गतिकी के क्षेत्र 
में सुविस्यात सादी कार्नो के आप पिता थे । ] 


४. चर अर्थात्‌ परिवर्तनशील संहतियाँ 


निम्नोकत दृष्टांत हमें न्यूटन के द्वितीय गति-नियम के गुणदोप विवेचक मानाकन 
में सहायता देंगे । इस नियम को हम इस समोकरण (३.3) के रूप में रखेगे कि 
“संवेग (गतिमात्रा) का परिवत्तंन बल के वरावर है”; न कि (7.34) के कम 
व्यापक रूप में कि “संहति )< त्वरण-न्वल” | अब हमे इस बात का वोध होगा कि 
सवेग के परिवर्तन की गति से क्या समझना चाहिए | हम दिखावेगे कि यदि सहति' 
परिणमनशील (चर) भी हो तो भी किन्ही परिस्थितियों में (7.3) वाला व्यापक- 
रूप (१.3४) की स्थिति में पहुँचाया जा सकता है। 

एक परिचित दृष्टान्त छीजिए --कड़ी गर्मियों मे पानी छिडकने की गाडी पवकी 
सड़क को गीलछा कर देती है। गाड़ी के मोटर-इंजन में इतनी ही शक्ति है कि वह 
सड़क ओर पहिंयों के बीच के, वायु के, तथा धुराधार' के, इन सब के घर्षण को 
संभाल भर सके। अतएवं ऐसा जान पडता है मानों ग्राडी किन्‍्ही बलों के अधीन 
न हो। मान छीजिए, खाली गाडी की नियत अर्थात्‌ अचर सहति और उसकी टकी 
में किसी समय बचे हुए पानी की संहति, इन दोनों का योग %! है। समझिए कि 
प्रति काल-मात्रक में निकले हुए पानी की सहति (:5---१४ है और उसके पीछे की 
ओर निकलने का वेग, गाडी के विचार से ६ और सडक के विचार से ४-4 है, 
जहाँ ० स्वय गाड़ी का वेग है। 


. हिल्तप्टत ध्राघड55.. 2. ठव्यलानी [न्‍डबाए5 (07 3. फरशेपक्रंणण 
4. औजाट 


३८ कण की यांत्रिकी हा 
अब यदि (7.3) के सूत्र से यंत्रवत्‌ (अर्थात्‌ विना सोचे-्समझे) काम है ॥। 


० 23 

(ऐे 97% ः< कु (४०८०. मिलता है। 

इससे 
(०) #०-- ७७४. निकलेगा 
तो गाड़ी का त्वरण पानी निकलने के वेग 4 से स्वतंत्र होगा। परंतु यहें वा 
कुछ आत्मविरोधक सी है, क्योकि बाहर जाते हुए पानी की प्रधार का प्रत्याक्षेत 
(बंदूक की तरह) कुछ प्रभाव डालेगा, ऐसी प्रत्याशा की जा सकती है। हर 

वास्तव में हमने सवेग के परिवर्तन की गति के लिए वह ठीक पदपूण ० 
छिया है जिससे कि (7.3) मे मतलब है। उसमें न केवुछ वह अंग आयेगा जा ; 
में छिया गया है, अपितु पानी की भ्रधारों के संवेग के लिए भी एक पद लेना हां 
यह ((०--५) प्रति काल-मात्रक है। स्पष्टतया, 

#िलत्ताण+. 485 (+व॥) (०१-४०) + ए4/(०-- वो आप 
अतएव संवेग-परिवत्तंन की शोधित गति के लिए निम्नलिखित पदसमू् ” 
हीता है-- 


का: 
(2) /च्चक् (#णे ++ (०-० कू १5०- 
या, इसको ध्यान में रख कि ४७--, उक्त पदसमूह सरल करने से 


(3) फ्एचन शव प्राप्त होता है। व 
समीकरण (7.34) के दृष्टिकोण से, गाड़ी से निकरूते हुए पानी का अति 
गाडी पर त्वरणकारी वल का काम करता है, जैसे कि घास सीचने के धूर्कक 5 
में प्रतिक्रियाकारी पानी का पहिया काम करता है। व्रत 
अपने दृष्टान्त के छिए छिड़काव गाड़ी के स्थान पर हम अंतर््रहीय रा 
सकते थे जिससे कदाचित चंद्र तक पहुँच सकें। राकट विस्फोटक गैसो के अपताए 
से नोदित होगा। देखिए, प्रश्न [.5 ॥ < 
इस परिणाम को हम दो अम्युकितियों में व्यापकीकृत करेंगे जो अपने 
उदाहरणों के, ऋ्रमात्‌ (2) तथा (3) समीकरणो के तुल्य हैं-< 


प्रदर्शा 


३- एेव्प्णी। 2. पनाव्फोम्तनबाड़ सण्टएए.. ३६ वशफ्॒परभंणा 


श््ड परिवतंनशील संहतियाँ ३९ 


या तो हम (7.3) का दृष्टिकोण छे और प्रश्न के विठ में असर्भादित संवेग- 
परिवत्तंन के साथ उस सवेग का भी योग कर दे जो प्रति का-मात्रफ सबहनतया' दिया 
या लिया जाता हो | इस पश्चोक्त सवेग का ठिसाव उसी अभिदेश-टौने में करना 
होगा जिसमें दिए अनुसंधाताधीन पिंड के सवेग वा हिसाब रूगाया गया हो । तय ४? 
का चिह्न स्वय उस चिह्न को ठीक कर छेता है जोकि इस पद के पहले छगाना होगा | 
अब गति का समीकरण यह हो जाता है-- 


(4) हे (#ए)-शश ननफ , 


जहाँ ४” संवहनीय वेग है । अपने दृष्टात से हमनें- ४75६ और |[५"|>|ए|-०2 
लिया था। 

या हम (7.34) का दृष्टिकोण ले । परतु इसके लिए जो प्रत्याक्षेपी सवेग प्रति 
काल-मात्रक आये या जायेगा उसे एक प्रकार का बाह्य बल समझ कर जोड देना होगा । 
ऐसा करने से हमें (3) के अनुरूप निम्नलिसित गतिसमीकरण प्राप्त होगा, 


(9)- ॥ ४ न्त्ा+# 9, 


इसमें ७,,! संवहनीय संवेग का प्रेक्षणाधीन पिड के तई आपेक्षिक वेग है जिसकी 
धन दिशा वही है जो ४ की थी। उक्त दृष्टांत मे | ७, |+-५६ और फिर 
बही --४१८८ ४- 

दो विशेष स्थितियाँ ध्यान देने योग्य हैं -- 

(क) ४१५-०. संहति के जो अजय आ मिलते है या चले जाते है उनके वेग शून्य 
है और इसलिए उनका संवेग कुछ नही है । 

इस स्थिति में गति-समीकरण का रूप न्यूटनोय है, [9 --रभ. उदाहरण, 
प्रश्न 7,6 का जल-विदु और 77 की जजीर। 

(ख) ए/->ए या, तुल्यत', ७,--०. यहाँ, सहति के चर होते हुए भी, 
गति-समीकरण का रूप सहति ८ त्वरण "+वल ही रहता है । उदाहरण--प्रइन (.8)' 
की मेज के किनारे पर लटकती हुई जजीर ॥ हि 

स्थिति (ख) में कार्नों ऊर्जा हास, समी० (3-284), शून्य है। अतएव 
ऊर्जा-समीकरण अपने साधारण रूप में लागू है। स्थिति (क) में किसी दी हुई समस्या 


. ए०्क्रव्वपरटॉीए 


ड० कण फी यांत्रिकी पा 


"में ऊर्जा-अविनाशिता नियम का कौन-सा रुप छामूं होगा, गह प्रकट नहीं है और 
पहले उसका अनुसंघान कर छेना होगा। दी 
इन शिक्षाप्रद अम्युव्तियों की समाप्ति हम आपेक्षिकतात्मक संहति-परिणमत है 
समस्या देकर करेंगे। इस संबंध में हम इलेक्ट्राव का विद्येप रूप से हक करे, 
यद्यपि समीकरण (2.20) स्वभावतः केवल इलेयट्रान के ही छिए नहीं, सभी सं 
के लिए लागू है। यहाँ संहति-परिणमन इलेकद्राव की अपनी केवल ४५8 
है; किसी संवेग के इधर-उघर से आ मिलने या जा निकलने का प्रइन नही झ्न 
अतएव स्थिति (क) की नाई गति-समीकरण, जन होगा अर्थात्‌, (22०) 
ध्यान में रखते हुए 
७. कप) न 
€ प-हयर कम 
पहले इलेक्ट्रान की ऋजुरेखीय गति पर विचार करेंगे। यहाँ | अनुदे्यतया 
काम करता है अर्थात्‌ ५ की दिशा में; जिस कारण झलक और ४7. ' 
समीकरण (6) को “संहति)८त्वरण-वह्ू” के .रूप में परिवर्तित कई हे 
इस शताब्दी के प्रारंभिक वर्षो मे वैसा करने की यही रीति थी, यद्यपि यह अनावरथां 
रूपसे जटिल थी । इस काम के लिए वायी ओर दिखलाया अवकलन' करेंगे-<ः 








; 9 ०१ | 
2५ ए हि नर 2७_ _(४+->््रा 
64) "रा 7 47 नए०-२- (7-9) £ सू+--++ र्र्- 
) (- 89) ड्र व 0-90 ( 
कारण कि 85-०/०, अतएवं 
8०, और” इसीलिए ०३६58१४- 
परिणामत., सभी० (6 ८) निम्नलिखित हो जाता है 
(,) ८ | ० 95 बडे #० बजा ् स्न्रीका 
(60) - गे (पक हट ह्न) (- लि, 


अतएव त्वरण 6 की गुणक “अनुदेष्य संहति” होगी-- 


३. 7.0्गड्टापप्रवॉंकशाए. 2. एाइललामंबतठत 


ब्ट्‌ 


मल 


रद परिवर्तनशील संहततियाँ 


95 & बा 
(7). अनुर्दध्यं सहति ॥&,8₹7 77 | 4०» 


(आई 

यदि बल ३? अनुदैध्यंतया के स्थान पर अनुप्रस्थतया' काम करता हो, अर्थात्‌ 
वह प्रक्षेप-पय वे: अभिलव हो तो फेवछ वेग कौ दिशा में परिवत्तंन होगा, मात्रा मे 
नहीं । इस स्थिति में 8 शून्य होगा; और तब (6) से 

॥///१ 
(नहर 

इस कारण, उक्त समय (शताब्दी के प्रारभ मे), अनुद्दैर्घ् सहति से भिन्न एक 

“अनुप्रस्य संहति” का उपयोग कराया गया, जो यों था -- 


४ +२7%,०७ ही प्राप्त होगा । 


मंहति 4४22 
(8) अनुप्रस्थ संदृति ॥,,,,.. ह हि है 
उल्सनों को ध्यान में रसते हुए हम जोर देकर कहते है कि यदि गतिंसमी- 
करण के (6) वाले बुद्धियुकत रूप से काम ले तो सहति का दो प्रकार का होना 
नितात अनावश्यक हो जाता है । 
अब हम आपेक्षिकतावाद के ऊर्जा-समीकरण का रूप निर्धारित करेगे। इसके 
लिए हम (6) को-क- ०८४८ से गुणा करें, तो दायी ओर प्राप्त होता है-- 


बट बा 
(9) ऊ-कुए 7 -क्लू अतिकाल-मात्रक किया हुआ कर्म या इवित; 


बायी ओभोर प्राप्त होता है-- 


हिट 
गा भ्क्ू ( ः डक ) चतआ०० 87-85) | 


हम अपना निश्चय तुरंत करा सकते हैँ कि यह ६ में पूर्ण अवकलूजा अर्थात्‌ 
निम्नलिखित है -- 


(| ०) 7706 हे कप ) + 


, घ्शाश्एव्ा्शीए... 2. ऐश्सेसपेसट 


हर फण की यांत्रिको 


यतः (70) बराबर है (9) के और (9) हैं काम करनें की गति [का 
(7०) को गतिज ऊर्जा (7") की काल संबंधी परिवत्तनगति होनी चाहिए। है 
लिए प्राप्त होता है-- 


प्रवाह [ 
7 भर 

यह नियताक अवश्यमेव -7 होगा क्योंकि $ के शून्य होने पर गतिज अर्वा 7 का 

शून्य होना अवश्यम्भावी है। अतएवं “आपेक्षिकत्तत्मक गतिम ऊना होगी 


(0 प्री _॑-, 5). 

[ क्र ) 
समीकरण (2.20) को ध्यान में रखते हुए हम इसे निम्नलिखित अकार 
लिख सकते है 





+ नियतांक ) पु 


देगी 


(2) प्र -८(॥-॥०)- 
आर्थात्‌, शब्दों से, “गतियुक्त और विरामसय इलेकट्रानों फी अ्मोओों का अल, उसे 
संहृतियों के अन्तर और ८ के गुगनफल के बराबर है।” (जब कि गियर 
विराममय इलेक्ट्रॉनों की ऊर्जाओं का अंतर है गतिज ऊर्जा या “सजीव बह") । 
इस प्रकार हमने सरलतम स्थिति के लिए “संहति और ऊर्जा की तुल्यता” की 08 
(“ऊर्जा के अवस्थितित्व” का नियम) सत्यापित कर दिया। परमाणवीर्य संग 
निर्धारण के सारे क्षेत्र में और नाभिकीय भौतिकी तथा उसके ब्रह्माड विश 
अनुप्रयोगों में यह महत्त्वपूर्ण मौलिक नियम है | 

पूर्णता के लिए बता देवा चाहिए कि 8 के छोटे-छोटे मानों के लिए (77 ) 8 
श्रेणीवद्ध विस्तार कर सकते है जिससे, प्रथम सन्तिकटन में, गतिज ऊर्ा ५ 
सरल रूप, 

प्७+॥००(३9*+-38%+-...) लि हु क्दशिनी तप दा ! 
प्राप्त हो जाता है, जैसी कि प्रत्याशा की जा सकती है। .* 
$ ५. समतस में श्लौर आ्राकांश में अकेले संहति बिढ़ु की चर 

गतिकी तथा स्वेतिको 

चलगतिकी गठिया का ज्यामितीय वर्णन करती है। उसके भौतिक असल ५४ 


श्प्‌ अफेले संहृति-विदु बी चलगतिकों तथा स्वेतिको ४३ 


ओर उसका ध्यान नही जाता। स्वैतिकी का सम्बन्ध बलों से, उनकी रारचना और 
उनकी समता से है। बलो रो उत्पन्न गतियों से उसे कोई मतलूव नहीं। 
(१) समतल चल-गतिकी 
विपयारंभ हम कार्त्तीय' निर्देशाकों मे वेग तथा त्वरण के विघटन और सघटन 
अर्थात्‌ विखडन और संयोजन, सबंधी सूत्रो के छेखन से करेगे। 


भ 





छ 
आफ्ृति ३--समतल मे वेगों का विधघटन और सघटन । 

बे कार्चीय निर्देशाक, £, ); नैज' निर्देशाक 5, 7. 
++ 

पा (4८ 4)'__/.: १ , 
0). शत फर्क कतहओ): 
». [शैली + 2 
त्वरण-- 

पल _[ 76 47) पक का 
8) ४४-०७, ला ट > कूद न »ः 


७) |४-७४+३ 


. (बहल्थगा 2. वैध्रप्चंध्न्नर 


ढ़ कण की यांत्रिशी है 


थेग और त्थवरण को कार्तीय निर्देभांफों में विपटित करने के स्थान पर उन्हें वा 
संहति-बिंदु के चठने से रचित यफ के नेम निर्देश चदों में भी विधटित कर सात 
हैं। बक्र के चाप की रूम्बाई के लिए 5 छिरिएं। निम्नाक्षर $ का स्वयं पय । 
दिला से मतलब होगा जो यक्र के विदु पर बदछ सकती है; निम्नाक्षर ३ 
के किसी स्थान पर 5 से छंबयत्‌ दिशा बतछावेगा । तो अब होगा 
(5) रचा ८5०४ 7४५5०. हि 
यह तो नगण्य है, परतु त्वरण 9 का ९, और ९३% में विघटत सा्ेक है। हक हि 
की स्पश्श-रेसा और » दिशा के बीच का कोण « हो तो स्पर्शरेसा की और 
त्वरण होगा 
(०) श्च्त्ए, €05«6+४एक 5० ६; 
और अभिलंव त्वरण' होगा---- 











(. छकत+० शी ८+०, ८08० ्ै 

परन्तु हु ४ /._५ 
८८ चल कुत+ दा न्ड ४». आाबू नर का कप्पबराई ह 

इस कारण 

७) ४ [८ र+७ ०) टेक /+/) 


मारते कीं 
इस समीकरण में कहा गया है कि स्पर्शरेखीय त्वरण ही वेग ४ (0) 
परिवत्तेन है, उसका दिद्या-परिवत्तेन चाहे कुछ भी हो । इससे भिन्न समीक १ 
७). छत नुफि प्शए० प्ोक्‍-- (०-१) 
ए णए 
स्ूाओ 0 » देता है, 
(नह 
जहाँ हि पथ की बवक्रता* है। 


. कप०फर इटल्टीटाबसफा पृष्ठ २%पीं 
अदेलिए उदाहरणायें ए:थ्रात9, पएल्शाडट ता कैवेएशापपे (ड्रीव्पोए * 


१.५ भपेसे संहृति-बिदु फी घगगतिशों तथा स्थेतिरों प्‌ 
अतएव अभिदवीय तरणवेग-परिवर्नस पर नही, शिनु राय सेग पर भोर प्रश्नेव- 


/ 
पय थे रुप पर निर्भर करता है । यदि बी 0 तो त्वरण, थगे और ऐसा 


रचा 


पथ के भी अभिव्यवत्‌ होगा। 
अब हम ये ही सबंध हैमिस्टन' प्रवेशित बेगालेशय* द्वारा सीधे ही अवकाद 
ज्यामितीय प्रकार से ब्युत्मप्न करेंगे 





आकृति ४ फ--समनतल में गति का वेगारेख्य आहृति ४ स--समतत में गति के 
प्रुवीय रेसांकस में वेग-दय ॥“। और 72, प्रक्षपपेथ ओर वतता-भिज्या। 
भुव ० से सीचे गये है । 
बाइृति ४ क और आ० ४ स॒ की परस्पर तुलना से वेगाछेस्य का अर्थ स्पप्ड 
हो जाता है। आ० ४ स्‌ में ४)-तल में गति का प्रक्षेप-पथ दिलाया गया है। दो 
पास-पास के, /५४ दूरस्थ, विदुओं पर जो वेग है वे पथ की स्पशे-रेसाओ द्वारा दिसलाये 


, उकाफश.. 3 4५9|००१००/ ३. 7#बालाहंशे 

* अंग्रेजी में इसे होडोग्राफ 7र०१०४००क४ कहते हे ३ प्रोक, शब्द, होडास 
(॥०००५) का अर्थ 'पय' है और इसलिए इसको पयालेख्य कहना चाहिए । परंतु 
जंसाकि पुस्तक के मूल-लेखक श्री सोमरफेल्ड इस स्थान पर दी हुई दिप्पणों में कहते 
है, “होडोप्राफ-पयालेख्य, जो कि अआ्रामक है ।/” ठोक नाम बेगालेश्य ही है; या 


सोमरफेल्ड के झब्दों में, “वेग का भ्रुवीय रेखाचित्र' न 


डधा फण की यांशिकी 002 


गये है; उनके बीच का कोण ८५ ८ है। यही कोध बतम्ता केंद्र मै/ पर मी होते 
है। यदि वतन्रता की त्रिज्या € हो तो 
(7०) 0५४०७ -७ ९ 

आए० ४ क में ये ही दो बेग एक सादे मूल-विंदु , 0, से सीचे गये 


की दिशाएँ दोनों रेपाचित्रों में यही हैं। दो निकटस्य सदिशों 07 और 0? पर 
कक ब्रक्षीप' रु 

ध्यान दीजिए, जिनके बीच का कोण /५ ८ है। विंदुए के 02 पर प्र पे 

दिंदु 3 मिलता है। सदिश &ए० ब्प के विघटन से /४४ 735 और 


0४७ च्ू3 मिलते हैं। अतएव निम्नलिखित संबंध प्राप्त होते हैं जो (2) और | 
से सहमत है-- 


ये है। दोनों वेगो 


शन -2 _ पण वीणा ।; 
कह 80 हा कक 
न 
कस. ली मी >2080+ 4 -286 ५-० ही हे 
हे 57 57 65 ९ 


पश्चोक्त के लिए (70) का स्मरण कीजिए। समस्या .9. से तुलना कीजिए। 
(२) समतल् स्थेतिकी' तथा चल-गतिकी में घूर्ण की घारणा 
हर किसी सदिश राशि े का किसी अभिदेश्िड 
ए/ए” 0 के प्रति घूर्ण इस प्रकार परिभाषित होता है कि वह 
उस सदिश के अनुप्रयोग-बिंदु (2) से अभिवेश-विंद्ठ (' 
4 तक की सदिश विज्या ()) तथा उस सदिश (0) हे 
सदिश ग्रुणनफल है; अर्थात्‌ 
। (7) फ्ज-7 2८85 
कद अतएव घूर्ण ।य एक समांतर चतुर्मुज के क्षेत्र गे 
आकृति ५--विंदु 0 के निरूषित होगा जिसकी संछग्न भुजाएँ होंगी श वर्था क्र 
प्रति मैसदिशका घू्ेणें। और जो £ सेछ की ओर की दिशा में धूर्णन करता हो 


4. ए:0]६८४०ा 2- एब्रवल अवते८5 


१५ अकेले संहृति-बिडु फी चठगतिशी तया स्थेतिको ४७ 


जैमा कि तीर द्वारा आहति ५ में दिसाशया गया है। परिमाण में वह निम्न- 
लिशित होगा 


(2) (| च [8|-ह [हों शा 2. 
जहाँ | है0 में 2 पर बट अभिलव, जो 0 के प्रति ह की “उत्तोलए 
है। यदि ॥5 एक बछ एः हो तो यल का घण्ण अर्थात्‌ ऐंठ [. प्राप्त होता है जहां 
(72) पन्ल्म्ज्टः 

जिसी बल, है, या पूर्ण, स्थेलिकी में एक धारणा है जिसका आविष्यर बढ़ा 
पहले स्वयं आकिमिडोज ने किया था। यदि हि के कार्तीय घटकोक़ो >४ और से 
सूचित करें तो प्रारभिक सदिश बीजमपित से सहज ही यह प्राप्त होता है-- 
(24) 7 कल्प) मे 

भूर्ण की धारणा चल-गतिकी एव बल-गतिकी में भी महत्व को है, अभी समतत्त 
को बातों पर ही विचार करेंगे । तो गतिझी के लिए, 

बैग का घूर्णलय८ए 

त्वरण का पूर्णक्‍चा>८र 

सवेग का घूर्णन"कोणीय सवेग रूत72८9 --सा(77८४) 
कात्तीय निर्देशांकों में (724) के नमूने पर, प्राप्त होता है-- 





(73) ग>८ए +5३३- 253. ॥२एम४१- %. 
बैग और त्वरण के घूर्णों मे निम्नलिसित संबध है 
है 
(74) ग>टश जनक ग2८ए. 


[्‌; 
यह इस प्रकार व्युत्पन्न होता है कि न उ>+ए और ४»८४5०; अतएव 
ररध र्व ४ 
(744) ग़श्चण्िच्ट रू हि श>८शव्चपटए- 
निर्देशांको मे विघटन द्वारा प्राप्स प्रचलित प्रमाण ठीक समी ० (74०) जैसा चलता है-- 
फ्कि कि हैं... जम 
740) के 0/72005%/+/-2-2085%) --३४- 


4. 7,€ए€८ बचा 


बट कण को यांत्रिकी 


आकृति ५ में यदि स्वेच्छ सदिश 7 के स्थान पर विदु 2 का किसी भी (व 
स्वेच्छ) पथ में होता हुआ वेग ए समझा जाय, तो एक अन्य सरल संबंध नि 
जा सकता है, इस वार कोणीय सवेग और तथोकत क्षेत्रफतीय बेय के बीच। वे! 
मूलविंदु 0 से खीची हुई सदिश्ष त्रिज्या को चलाने से, बुहारे हुए, अत्यणु अर 
# का क्षेत्रफल, 50८05 वाछे समातर चतुर्भुज के क्षेत्रफल का आधा होगा; 
कारण क्षेत्रफलीय वेग होगा-- 


वंड 
“क्वा +0०८५) 
अतएव क्षेत्रफलीय वेग और कोणीय सवेग का संबंध यह निकलता है-7 
(5) अकेले 2 
फ्च्शा फू 


(३) चल-गतिकी आकाश में 
यहाँ सदिश को जिविमित्रोय प्रक्षेप-पय संबंधित इन तीन दिशाओं में वि 
करते हं--पथ के स्पर्श रेखीय (3), मुख्य-अभिलंब (४) और द्वितीय छंब (जो 
दोनों दिशाओं के लम्बवत्‌ होता है) । तो निम्नलिखित भ्राप्त होगे-८ 
ए८-(०,०,०) 


५ न छः 
१(%५»% 

यहाँ ९ वक्ता त्रिज्या' है जिसका प्रवेश (9) और (70) में हुआ था और 
प्रस्तुत स्थिति में प्रक्षेप पथ के आइलेषक समत्छ' में होगी । 

यदि वेग या त्वरण के घू्णों को लें तो उनकी परिभाषा अब भी वही रहती 
अर्थात्‌ 72८४ और 77८ऐ; परंतु आकृति ५ को अब त्रि-विमितीय समझता हो 
परिमाण तथा घूर्णन-दिशा के अतिरिक्त अब वहाँ खीचे समांतर-चतुर्मुज का मे प्‌ 
में स्थान भी होगा । इस स्थान को समातर चतुर्भुज के समतल के अमिलंब बाण 
करने को प्रथा प्रचलित हो गयी है क्योकि वैसा करने से मूर्ते कल्पना क्र 
सहायता मिलती है। जभिलंव की दिशा वह छेना लोक-प्रचलित हो गया है जोर 


4. वैगजरष्व्शफशं हल्का: 2. छात्तव्णाग. 3. फेक्ताए$ रण वश! 
4. 05८ण०७४६ छग्प6 


१.५ अफेरो सह॒र्तिविदु फो चलूमतिकों तया स्पेतिकी डर 


और होती है जिम ओर पूर्ण यो पृर्णन-दिशा में (से ७ या ए शो पएए 
# से फम के कोण मे) श॒ुमाने से कोई दक्षिययर्तो पेच चाह । पर्णे एा संदिश लि 
तब एफ तीर का रुप घारण फरता है जिसगा सीराय इस अभिरत वी दिशा म / सैर 
जैमकी खंवाई पर्ण ये: परिमाण हे बरायचर हो । अआब आगलि ५ के घण को 
कागन के के खयवत्‌ उपर की थोर हुई । इस प्रश्रम वा सखा अध्लीय ऋोर 
ध्रुवोष सदिशों के प्रभेद या पूर्ण अनुसंधान हम जध्याय ४ प्ररस्ण २३, तझः सवस्वि 
रगेगे। 

यहाँ तक स्वच्छदतया लिये हुए विसी भी अभिनिर्देश-बिठु 0 के लिए पृथ वा 
वर्षन किया गया है। आगे के; उप-प्रफरण में बतावेग्रे कि किसो दिये हुए क्ष्ष के प्रात 
घूर्ण का बया मतलय है । 








(४) स्वैतिकी अवकाश में; बिंदु तया अक्ष के प्रति बल का घूर्ण 
किसी अभिनिर्देश बिंदु 0 के प्रति किसी बछ | का पूर्ण निम्नछिसित सबंध 
द्वारा पूर्णतया निश्चित हो जाता है-- 
(76) 3, -कजटस 
जहाँ 7 अभिदेश विदु 0 से बल के अनुप्रयोग विदु 2? तक की सदिश श्िज्या है; 
अर्थात्‌ यदि 0 निर्देशांकों का मूल-विदु लिया जाय तो 
(760) घ्त्नः 2 
ऊपर दिये हुए, दक्षिणवर्तों पेच' के कायदे द्वारा, घूर्ण 7, एक सदिश की भांति 
अनुरूपित किया जा सकता है। सदिश की लंबाई |7,| होगी । अब प्रइन उठता है कि 
निर्देशांक अक्षों की ओर 7. के घटक वया होंगे ? इन्हें हम घूर्ण-सदिश' के उन 
तीन थक्षों पर के प्रक्षेपों द्वारा मिश्चित कर सकते है । उदाहरणत , 
(7) 7., 5 [7 | ८०५ [ 7.2 ] 
परंतु | 7. | एक समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल है जिसकी भुजाएँ है ४ तथा ए। अतएव 
(77) का दक्षिण अंग इस समातर चतुर्मुज के क्षेत्रफल का 5६.) समतल पर प्रक्षेप 
हुआ प्रक्षिप्त भुजाएँ होंगी-- 


पागख्यो मणुतरं। ? 


इस कारण, (77) की सहायता से, (724) की भाँति, निम्नलिखित प्राप्त होता है-- 


. फ्िहप््राभाव इलत्ट्फ़. 2- र्च०प्रथण६ रब्लाणय 
है. ६ 


चु० कण को यांत्रिकी (५ 


(77०) 7. +श-3), ।४ 
और इसी भांति, 


(770) 7532-2४; 7,ब्जे>ख्थट 
], के इन, 7., , 7., , 7... घटकों को बल 7 के ६३८ कक्षों के प्रति होने बाते 
घूर्ण कह सकते है। मिलाइए, समस्या 7.70. 

जो कुछ निर्देशाक अक्षो के बारे में कहा गया है वह किसी भी अक्ष, 4 के लिए भी 
लागू है। जैसे कि (7) में, वैसे ही, व पे का अक्ष ४ के प्रति घूर्ण, अक्ष (० ९ 
स्थित बिंदु 0 के प्रति घृर्ण छेकर और संगत घूर्ण सदिश को ८ पर प्रक्षिप्त कर 
मिश्िचत किया जाता है। या, जैसे कि 776, में, 0 के प्रति घूर्ण के क्षे्रफर् 
० के छूबबत्‌ तल पर प्रक्षिप्त कर निकाला जा सकता है। एक तोसरी विधि में बह 
के अनुप्रयोग के बिदु से ८ तक की न्यूनतम दूरी ली जाती है, जिस दुरी को उत्तोहन 
बाहु, *, कहेंगे । इस विधि में 7? को तीन घटकों में विघटित करते है 
समातर; 7) | की दिश्वा मे, और 78 , / और ८ दोनों के छंववतू। ईरस 820 
प्राप्त करते हैं-- 
(78) 2,(8) 57 (ू,) +7, (८) +7७ (7५) ह 

दक्षिण पक्ष के प्रथम दो पद शून्य होगें; क्योकि यदि बल ८ के समांतर हो या 
४ को प्रतिच्छिन्न' करे तो उसका ८ के प्रति कोई घूर्ण नही हो सकता । केवल तीतरा 
पद रह जाता है जो ४ के लववत्‌ एक वल के कारण है। यह बल लंबी उत्तोलर्क 
बाहु द्वारा काम करता है । इसलिए समी० (78) के स्थान पर (784) यो बन जाता है 


(78०) 2.0) -7., (8) ३. 


इस अवसर पर दो सदिशो के गुणनफल के विभिन्न सकेतनो के बारे में कुछ का 
उचित होगा । निम्नलिखित तालिका दिखाती है कि दुभाग्येत. ये संकेतन, ऐँवि' 
हासिकतया एवं राष्ट्रीय व्यवहारतः एक दूसरे से कितने भिन्न है ।# 


. ॥#षथ्ध्टा हि ड् 
+ अंग्रेजी भाषांतर में द्वितोय स्तंभ के अतिरिक्त तृतीय से सप्तम स्तंमों में सादे 
रोमन अक्षरों (47) के स्थान पर कटोले अक्षर (०४८ ) दिये हैं। 


श््ष्‌ अफेले संहतिबिदु दी घलगतिशी तया स्पतिकी ५१ 
































गे 5 3 | हि | 5 65 ४५ 
गुणनफल का | पेन मसकारण, कि शिव्ण' री  ... ग्रासममान 
ड का हहु पुस्तक जमंन सस्क गिव्ज | हेवीसाइड , न 
नाम | ] सोमफेल्ड | 5005 | सिदाए्फातेल पट मे कक 
|; किक >मयलन हल न 
भदिश या 
भीतरी | सके | (व) | अए | कक 0 जज्क 38 
त | ॥ 42 ०४ 
सदिशि या | धर या 
बाहरी 5) 8 [48] 4><8 ५372 ॥ 4५2 हि॥| 











कुछ व्याख्यात्मक टिप्पणियाँ दी जाती है । महान्‌ उप्मागतिकी वेत्ता' विलछार्ड 
गिव्ज' ने अपने विद्याधियों के छिए सदिश विश्लेपण भर्थात्‌ सदिश गणित यंग, 
जो उस समय कम ही ज्ञात था, सक्षिप्त साराश तैयार किया। कुछ थोड़े से 
परिवत्तंनो के साथ उसके सकेसन का ही अग्रेजी और अमेरिकन विद्वान अब भी व्यवहार 
करते हैँ | तत्पशचात्‌ हेवीसाइड' के सकेतन का साधारणतया परित्याग कर दिया 
गया, जिसमें सदिश गुणन के छिए [2 अक्षर का व्यवहार किया गया था। इटैलियन 
सकेतन मार्कोछांगो" ने प्रारंभ किया था। हर्माने ग्रास्मान' ने अपनी “वितान- 
गणित” में खंडों (वृत्त खडों) और बिंदुओं द्वारा हिसाब छगाने की एक त्कंसगत 
प्रणा़ी विकसित की थी । उनके मतानुसार, दो निर्देशित सड़ों, ८ तथा 8 के बीच 
सरलतम संबंध है उनका तलीय परिमाण” अर्थात्‌ & और £ से बनाया हुआ 
समातर चतुभुंज, जिसको वे, इस कारण, 40 द्वारा, यद्यपि कभी-कभी [८8 | 
द्वारा भी, सूचित करते हैँ। ग्रास्मान के सकेतन को सदिश गुणन सूचक ऊर्ब्याधर 
रेखा का “कोटिपूरक”' से मतलब है, अर्थात्‌ वह तलीय परिमाण के छंववत्‌ सदिशीय 
तीराग्र (ऐरो पाइंट) को जाना दिखलाती है। 


. प्रफ्रद्खाएवफ़ागगरंड. 2. एछतबशत 5. ३. प्लस 

4. ए€लठ0घ, 5. कए00ए5.. 6. सल्याभरा 57355 णक्षाता 

पर. औैए३चंध ऋपणडभटगाट (सजव्यभंतत #जर्गएसंड 844 399 862) 
8. एब्घ87058९, ए|क्चाभ5 ॥798ुरॉंघएतेट ए०प्रफ़ोव्परादाबपए 


प्र कर को पांगिकी 4] 


$ ६. स्पतन्पतापूर्यफ घसते हुए संहति-यदरु फा गति-विशान वितः 
गतिकी) ; फेपुलर समस्या; स्थिति ऊर्जा की धारणा 

(१) स्थिर सूर्य मानकर केपूछर की शमस्या 

स्वतत्रतापूर्वक चलते हुए साहति विद का यह सरख्तम दृष्दति, कि 
फी जा सकती है, हमारे विश्य के बित्र के छिए भी अत्यन्त वा 
है। गट है ग्रहों की गति, जो एफ द्विविमितोय समस्या है, और यदि हि, 
विपय हुआ पृथियी, तो गधि प्रातियृत' में होठी है। सास लेंगे कि सूर्य अपने हक 
श्थिर रहता है| इस मत का समर्थन सूर्य की आपेक्षिद्र संहत्ि की महातता करों 





सूर्य, 330,000, गुर 320; पृथ्यी, ॥; चंद्र कल? 


हम इस समस्या पर जिसमें सूर्य की गति का प्रश्न भी है, इस प्रकरण है 
(२) में विचार करेंगे। मूये की सहति 0/ छीजिए तथा ग्रह फी हर यदि 
स्यूटनीय आकर्पेण होगा-- 


छठ ट » 055 (पुरत्वाकर्षणीय नियतांक) । 
अथवा, सदिशीयत्तया, 
आरेई 7 
(7) छत्>-७5 नक्ाफ हि 
यह बल अचर बिंदु 0 अर्थात्‌ सूे-केंद्र से होकर जाता है, जोकि सदिश-तिंस्या । 

के लिए मूल बिंदु का काम देता है। परिणामतः 

ग>८850; 
और इसलिए द्वितीय नियम से, 

३८95०: 
तथा, (574) को ध्यान में रखते हुए, 

5२7 "नियत । 


. ४5 छ्ता, 2... छतलाफुपट हे 4 
# ये संज्याएं [:४ए०७ रू 7.09०१४ 7५७०७ में यों दो गयी है--2 
38 -4, .000: >923- 


१.६ स्पतंप्रतापूर्वक चलते हुए गह॒तिद्रिदु फा गति-विज्ञान ५३ 
अर्थात्‌ सूर्य बे चारो ओर का कोणीय सर्रेग नियत है, और इसलिए समी० 
(5.5) का क्षेत्रफदीय बेग भी नियत है । यदी केंपूठर का ड्त्तीय नियम हर 
सूर्य से प्रह तफ फी सदिश-श्रिग्या समान फाछ में समान द्षेत्रफत 
में विस्तोर्ण रहतो है । 
इस नियत क्षेत्रफडीय वेग को दो से गुणन 
करने के फल को (क्षेत्रीय का नियताऊ) ८० 
मान लीजिए, अर्यात्‌ 





७). ३४..८ 

४ आ० ६-केपूछर समस्या के छिए 

अब हम ध्रुवीयकोण $ प्रस्तुत करते हैं जिसे श्रुवी निर्देशाक । सूर्य, मूलविदु । 

सगोऊज्ञ “सत्य कौणिझान्तर”% (वास्तविक सदिश भरिज्या द्वारा आस्तीर्ण 
असमता) कहते है (देखिए आकृति ६) इससे प्राप्त क्षेत्रफल । 


होता है । 
रतः ८. 
48 नत्र/4 €; य्क्र्त 729 5- (०. 
अतएव 
* छः 
(3) ई-फ्जा 


# खगोल श्यास्‍्त्र में सत्य कौणिकांतर फो अभिभानु (फव्मागटा०0) से 
नापते हे, परंतु यहाँ चह अपभानु से नापी समझी गयो है और उसका मतलब 
है, “सूप॑ के दृष्टि कोण से ग्रह की अपभानु (2|॥०॥०7) से कोणीय दूरी ।” 

अंग्रेजी दब्द है 07729; शाब्दिक अर्थ असमता, विपमता, विश्यृंसलता, आदि। 
खोल विज्ञान में इस शब्द को सूर्य-प्रह सदिदत्रिज्या-चालित फोण के लिए छेते है, 
ययोकि यद्यपि क्षेत्रफत्लीय बेग नियत है इस कोण की गति असम है । अतएव 
“अनामली” के लिए “कौणिकांतर” शब्द रखा गया है । कई प्रकार के कौणिकांतर 
होते हे । यदि कोण अभिभानु से नापा गया हो तो- खगोल विज्ञान में उसे सत्य 
कौणिकांतर कहते हे । यदि वह  दोर्ध वृत्तीय केद्ध से मापा जाय तो उसे उतकेल्दीय 


कहते है । कोणीय बेग को सम मानकर जो कोण निकलता है उसे साध्य कौणि- 
कांतर चह़ले है 


पड कण की यांत्रिको हा 


केपूलर के प्रथम नियम, अर्थात्‌ प्रक्षेपपथ के समीकरण, की व्यूलत्ति कर 
बलो को कार्तीय निर्देशाकों को ओर विधटित करेगे | ॥# से भाग देने के वाद 
समीकरण हो जाता है-- 


व 5208 

4) फरूत 7 फ्रा००४ 
ध् खा 
की त एक आप्क 


दोनो समीकरणो के दोनों पक्षो को यदि $ से गुणा कर दें और (3 )का उपयोग 
करे तो हम प्राप्त करते हैं 
व प्ख् 


म््ू क् न्‍ह ८056 
43 __ 024 
ढ ठ 0४ 


ये अब समाकलित किये जा सकते है । यदि 4 और # समाकलछत नियतांक (री 
कलनांक) हों तो 


(5) श्र न्- डिक 8 नःशव 
छचच्+ न ८05 +2 
इसका आशय यह हुआ कि ग्रहीय गति का वेगालेख्य निम्नलिखित वृत्त है“ 
(572४१ 
(गे (-40+0-2*न 


इस विपय पर समस्या ].77 में पुन. विचार करेंगे । यहाँ, 
को श्रुवी निर्देशाको में रूपातरित करेंगे, 
च्य 60569, उच्च आड़ 


(5) के वामागो 


अतएब 
पक 3 20 . (74 . 
7 ८०5 $ -+ $$४४ $ +२-- हा शंण $+4 


च्य आंध्र $ +-7$००५ ढ' ८55 ८०5९ +# 


१-६ स्वतंत्रतापूर्वक चलते हुए संहततिविदु दा गति-विज्ञान प्प्‌ 


अब प्रथम समीकरण को --»॥ $ से और द्वितीय को ८०४७ से गुणा करने के वाद, 
दोनो गुणनफलों का योग कर, 7 को निरसित कर देंगे । तो प्राप्त होगा-- 


7९ प्््स झा ९ +सी 205९ 


अथवा, (3) का स्मरण करते हुए, 
इ 00 4. 
(०) हु 





श्रुवी निर्देशाकों मे यह एक शाकव (दांंकु) काठ! का समीकरण है जिसका 
मूलविंदु झकव काट की एक नाभि ( फोकस ) का सपाती है। अतएव हमे 
केपूलर का यह प्रथम नियम प्राप्त होता है “ग्रह एक दीघंवृत्त को रचना करता 
है या दोघंबृत्त पर चलता है जिसकी एक नाभि पर सूर्य (विराजमान) है"। 
इस सबंध में ध्यान दीजिए कि दो अन्य प्रक्षेपपथ उतने ही सभव हूँ जितने कि दोर्घवृत्त, 
अर्थात्‌ परवलय और अतिपरवलूय; परंतु प्रकट होना चाहिए कि ये ग्रहों पर लागू 
नहीं है वरन्‌ केवल घूमकेतुओं पर ही है । इनकी विवेचना यहाँ नही करेगे, परतु 
पाठक का ध्यान समस्या 7.72 की ओर आकर्षित कर देते हैं 

केपूलर के प्रथम नियम की जो व्युत्पत्ति यहाँ दी गयी है वह प्रायः अन्य सब पुस्तकों 
में दी गयी व्युत्पत्ति से भिन्न है। इनमें ऊर्जा समीकरण से प्रारभ करते है, जिसको 
व्युत्पत्ति अब हम करेंगे। इसके लिए हम (4) के समीकरणों को लेगे और उनके 


दायें अंगो में ८०४७ के स्थान पर -,आं॥ $ के स्थान पर - छिखेगे । तत्पश्चातू, पहले 
हा  .] 


समीकरण को < से, दूसरे को 9 से गुणा कर, गुणनफलों का योग करने से प्राप्त 
करेगे--- 7 ह 


बा ०] >_>_ ठध 4 »_ ठप _# 
को पफ) न्‍ण के के... #नशीलणेाओा पक्ष 





इसका / के लिए समाकलन निम्नलिखित देता है-- 


(7) 3४+)) 5 -ि कड 


पद कण की यांश्रिको | 


इस समीकरण का बायाँ अग /# से विभाजित गतिज ऊर्जा है। दावे पक्षी 
प्रथम पद, चिह्न के अतिरिक्त, # से विभाजित स्थितिज ऊर्जा है (देखिए इसी प्र 
का तृतीय भाग) । अतएवं >ः हुई # से विभाजित पूर्ण ऊर्जा | इस समीकरण (7 
का रूप यही है जो कि (3.8) के एक-विमितीय गति के ऊर्जानसमीकरण का था। 

ऊर्जा-समीकरण (7) से पय-समीकरण (6) तक पहुँचने की यथासंभव सर 
विधि के छिए, स्मरण कारिए कि घुवी निर्देशांकों में किसी रेखा के अलग 
निम्नलिखित होता है-- 


बंध +-)/ 4१-77 ४१. 
इसलिए प्राप्त होता है-- 


२४“ ह+ह) 


“() (को 7) 
अथवा, (3) के ध्यान से, 
ह। (हर ६ थ् तो 
यदि ब्लड रख दें तो यह हो जाता है-- 
गह्ों + ४) 
अतएव हमारा ऊर्जा समीकरण (7) निम्नलिखित मे रूपांतरित हो जाती है 
नजर र्ल्धू (#) + 5१ कण ठ6%# नम. 


इसका # के लिए अवकलन करने से प्राप्त होता है-- 
ंड [ ८ व ) €.4 | >० 





हि क्ः 
३४8 का ०, अतएव कोप्ठक लुप्त हो जायगा । इस भ्रकार हमें विस! 


कस सम जिसमें के वि 
ईखिक समांग समाकल समीकरण प्राप्त होता है, जिसमें 5 के द्वितीय कोटि के हित 
अवकल गुणाक होंगे-- 


१६ स्वतंत्रतापूर्वक चलते हुए संहतिबिद्ु का गति-विजान ण्छ 


कक डजकाप 
पं (5 
इस प्रकार के समीकरण का व्यापक साधन दो पददी का योग होता है, एड तो 
असमघात' समीकरण का कोई एक विशिप्ट साधन और दूसरा समघात समीकरण 
का व्यापक साधन (समाघान) । 
प्रकटतया 


पि (7: 
$-+नियत र् नह 


असमघात समीकरण का एक विशिष्ट समाकल' है। समघात समीकरण का व्यापक 
साधन ४ ४ और ८०५३ का योग है। अब हम 4/८ और #/८ को अपने समा- 
कलनांक वना सकते हैँ और अततः प्राप्त करते है -- 
3 झा +-ठ ८05 ४ 
जो कि बिलकुछ वही है जिसे (6) में प्राप्त किया था । 
अब हम इस समीकरण का 


विशिष्टीकरण इस प्रकार करेंगे कि / आल 
$+--० वाली रेखा पर जो एक नाभि 
(#) से चछकर दूसरी नाभि (5) £ व 
से भी होकर जाती है; अर्थात्‌ जो 


रेखा $--80 के साथ, दीघंवृत्त का हि ७--केपलर दीर्यवत्त और उसके 
दी ५ आकृति ७--केपूलर त्र्त्त अ 

दीघे अक्ष है ( देखिए आ० ७) । उस पाभिदय (&, 7) , दीर्च तथा लघुअक्ष (८४) 

पर स्थित है विदृहय 2? ( 9थगं)॥०- . उत्केद्रता, अपभानु (4) तथा अभिभानु 


07, परिसौर बिन्दु या अभिमानु, (2), उलडता (5) । 
सूर्य से निकटतम बिंदु) तथा 4 (०2707, अपभानु या सूर्य से दृस्तम बिंदु), 
जहाँ +# ऋमातु अल्पतम और महत्तम होता है । अतएवं हम यह प्रतिबंध लगाते है कि, 


4 पत्र०ह्त९०ए5 ध्युएबसंणत. 2- फआच्ट्रप्गे 


८ कद की यांत्रिकी | 


वौः 
सी 
जो, (6) के द्वारा, ४-50 कर देता है। 
इसके अतिरियत मदि दीर्पवृत्त की उल्लेद्ता ० हो तो आदृत्ति ७ दिगहाती है 
अभिभानु पर 7557?ल्‍[-- ८), # 
अपनानु पर, 7554 <८(+ ९ ) $४० 
तो, समी० (6) के अनुसार प्राप्त होता है कि 


| 60/_ 2 
अभिभानु पर, क८ू०) तक ठ 


० ड़ रद के लिए, 


दि 





/ ७77 2 
अपभानु पर, बात "ले मठ 
इनको जोड़ने और घटाने से हम प्राप्त करते हैँ, त्रमातु, 
63248 ५ कद. 
0) ट्ः ढ (7- ष् ३) ! ढः न गा का 9) समी* 
सा 
अंत में क्षेत्रककीय वेगांक (0 को आवत्तंकाल 7 के पदों में प्रकट हा ॥ 
(2) से तुरंत ही सदिश्य त्रिज्या द्वारा बनामा हुआ संपूर्ण क्षेत्रफल (० 
छेते है-- रे! 
व्ल्ल जहाँ $ करवा व्ताप्दी ([- 5 २. 


इसका परिणाम यह हुआ कि 
र्ठं कट (-- 2 
() ८-4 व2 


० करें तो प्राप्त करी 
सदि इसका समीकरण हय (8) के पहले समीकरण में उपयोग करें तो मे 
है-- 

प्र 4 

0०0 >> हठ्छ 8 मी (गे 
कारण कि (७ और 28 समी ग्रहीय प्रक्षेपययों के छिए एक समान है, रे 
केपूछर के तृतीय नियम की अभिव्यक्ति है -- गे है 
“आवत्तंकाल के वर्गफल् दीथे अक्ष के घनफलों के समानुपाते 


१.६ स्वतंत्रतापुर्वक चलते हुए संहतिधिदु का गति-विज्ञान पद 


अपने इस तृतीय नियम के आविष्कार का स्वागत केपूलर ने निम्नतिसित 
उल्लासपूर्ण अम्युवित द्वारा किया था 6 

“अंततः मैं इस बात पर प्रकाद डाल पाया हूँ, और यह सत्यापित कर लिया रै, 
यद्यपि इसकी आशा तथा अपेक्षा न थी कि सगोलोय पिडो की गति में आवज्तिता 
की भ्रक्ृति, पूर्णतया और प्रत्येक व्यौरे मे कूट-कूट कर समायी हुई है--यद्यपि यह ठीक 
है कि उस प्रफार नही जैसा कि मैने पहले सोचा था वरन्‌ एक बिलकुल दूसरी ही, 
पूर्णतया संपूर्ण, भांति से ॥7 

वास्तव में तृतीय केपूछर नियम, समी० (70) के रूप में, पूर्णत. ठोक नहीं है । 
वह वैध तभी तक होगा जबकि सूर्य की सहृत्ति, )£, की अपेक्षा प्रहीय सहति, ॥॥, को 
उपेक्षणीय समझें, जैसा कि यहाँ तक इस विवेचन में मान लिया गया है । परतु अब हम 
अपना यह अनुमान बापस ले लेगे और वैसा करने से खगोल विद्या की वास्तविक 
द्विपिड समस्या पर जा पहुँचेगे । यह एक महत्त्व की वात है कि यह समस्या अयतका 
विवेचित एक-पिंडीय समस्या से अधिक कठिन नही है । 


(२) केपूलर समस्या, सूर्य की गति सहित 
समझ लीजिए कि सूर्य ($) के निर्देशाक ५9, ); है; ग्रह (2?) के ७७, )९- 
न्यूटन के तृतीय नियम के अनुसार, & पर पडने वाला वल, 2? पर पड़े हुए बल के 
वराबर, किन्तु प्रतिकूल होगा । अतएव पूर्ण गतिसमीकरण निम्नलिस्ित होगे--- 
सूये के लिए ग्रह के लिए 


ह4 __0/70 (५ $; 
व का 


बं[॥. करे।5 . ,. 
का चना में? ९; 


अब हम आपेक्षिक स्थान के ये निर्देशांक प्रस्तुत करते है-- 








(772) खिजधित्आ... #औनआरओप 
अपिच, सहति-केन्द्र के निर्देशाक भी, जो निम्नलिखित हैं--- 


९... ल-पणाठप्रांट४ ए7ण7 7, 69. प्रथम दो. केप्लर नियम 280०0 पा 
7४०२०, 609, में प्रकाशित हो चुके थे । 


६० कण की यांत्रिफी 


आजड न गैरत _ ५ 70५ न+-7/॥ न्‍्कशे 
(70)  आकओ | 7 आकर 





आकृति ८--केपुलर समस्या, सूर्य की गति को ध्यात में रखते हुए। 
गति-समीकरणों को घटाने से प्राप्त होता है-- 


47 _ (2/+%)७ 

( 2») क््ह मप्ड प्लस ऋ 05%, 
पं? ै44-॥) (७ _. 
0... _ 04900; ६. 


और उनका योग देता है-- 
(73) प ब्न0, कक च्ल्0 
धर बंः हल 
समीकरण (72) की, पहले प्राप्त किये हुए (4) समीकरण से 8 उतरी 
पर तुरंत मालूम हो जाता है कि केपूछर के प्रथम दो नियम 20033) ह- 
है अर्थात्‌ सक्षेप गति के लिए भी वे वैध है । तृतीय नियम का रूप हो 
(74) 4८22. 2 
हो. 54-+-%) तु सैदांसिकरती 
अतएव अनुपात 7/४% एक सावंत्रिक नियतांक नहीं रहता, कैतु कारगर 
प्रत्येक ग्रह के लिए थोडा-थोड़ा भिन्न है। परतु सूर्य की महती संहति कै 
करण (70) से ये भिन्नताएँ बहुत ही छोटी है । हे का स्तन 
समीकरणद्य (73) से यह भी प्रकट होता है कि सूर्य और भरे है कि 
+ नियत वेग से चलता है। यदि अपने परिचलन के लिए अभिदेश पद्धति ऐ। , और यही 
संहृतति केंद्र मूल बिंदु पर स्थित हो वो यह वैय झून्य के वरावर रखना होगाः 
बात संहति-केद्र के निर्देशांकों (६,9७9) पर भी लागू है। 


१६ स्वतंत्रतापूर्वक चलते हुए संह्तिबिदु छाया गति-विज्ञान ६९ 
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तदनुमार (770) के समीकरणढय भी सरखित हो जाते हैं॥ उनको त थ 
(774) के समीकरणों को सहायता से, नूर्य के निर्देशाल ५3,)0 एवं यह १4« 
झाक ४७,)'७ अब सापेक्ष स्थान के निर्देशाकों ४.) के पदों में अठग-अछग व्यो, 
किये जा सकते हैं-- 





निर्दे: द् 


(४००) ध प्राय ५) 


७ _ मई 
(५४५४) का ५)- 

इससे परिणाम यह निकलता है कि सहति-कं प्रणाली में, मूर्य और ग्रह, दोनो 
के हूं। प्रक्षेप-पथ दीरघंवृत्त ही होते है। ग्रह का दीर्घवृत्त तो प्रायः बिठकुछ वही गटता 
है जिसका कि इस प्रकरण के भाग (7) में विचार किया गया था। सूर्य का प्रक्षेप- 
पय इससे बहुत ही छोटा “वामन” दीर्घवृत्त होता है जिसमे सूर्य के विचरने की दिशा#ऋ 
तो वही होती है जो कि ग्रह की, परंतु सूर्य की गति की कछा मे ग्रहणति की कला से 

का भेद रहता है। 

यदि गुरत्वाकर्पण नियम यो बदल दें कि-- 

(75). गु० बल्तप् चया0, न्द # स्वेच्छ अर्थात्‌ कोई भी 


तो द्वितीय केपूछर नियम अपरिवर्तित रहेगा; परंतु प्रक्षेपथ बीजातीत बक हो 
जाते है, जो, व्यापकंतया, बंद नही होते । केवछ ४5ल्‍"य की स्थिति में ही दोर्धवृत्त 
प्राप्त होते है जैसे कि गुरत्वाकर्पण को स्थिति में जहाँ 75--- 2. देखिए समस्या .3)। 
(३) क्षेत्र में विभव कब होता है ? 

एक विमितीय गति मे किसी बल >४ से संबंधित एक स्थितिज ऊर्जा 7 की परि 
भाषा हम बिना किसी कठिनाई के कर सके थे--देखिए समी० (3.7) । जैसा कि 
उस समय बहा था, द्वि तथा त्रि-विमितीय गतियों के लिए ऐसा करना तभी सभव है 
जब कि कुछ शर्तें निभती हो । यदि (7) के कार्तीय निर्देशाक ऊँ, ४, हों तो त्रि- 


विमितियों की स्थिति के लिए, समी० (3.7) के सगत, स्थितिज ऊर्जा की परिसापा 
होगी--- 


ज्यह दिशा वामावर्त अर्थात घटिका प्रतिकल (घटिका-सूची प्रतिकूल) है । 


दर फण फो यांत्रिफो 


(१06) 77« - | (40+ ४४)+-ट42)- 
यदि 7 को ऐसी राशि होना है कि जो समाकलन-्पय पर न निर्भर करे, पल्ठु का 
अंत-विदु पर ही निर्भर करे (आदि-विदु के निर्वाचन से केवलमात्र एक बोपर 
मियतांकः प्राप्त होता है जो कि प्रत्येक स्थिति में कुछ भी हो सकता है); तो 
समूह , हु 
उबधक शब)+ 242, ह ्द् 
को यथा अवकछ होना चाहिए; अर्थात्‌ >,०.2 को 500४३ के लिए एगं हर 
फलन” के अवकलज होना चाहिए । प्रस्तुत स्थिति में यह फलन कैवल 205 
और हम कहते है कि 77 “विभव 7 से ब्युत्याथ” है। इसके लिए निर्लीः 
सुज्ञात प्रतिबंध हैं-- 
(77) देश ध्ह श्ट हेड पट ५ है 
0& 397 3) हैड् छेद 0 पु जक दि 

जब ये प्रतिबंध पूरे होते है तब ही कोई क्षेत्रफलन 77[%,*2) आल रा 
(4)४2) के लिए निश्चित किया जा सकता है। इस £ को “स्थिति है 
या केवल “विभव” कहते हेँ# 

दवि-विभितीय स्थिति में, जहाँ 2-0० और रे, ४, गहाँ 2 पर कही हि 
करते (77) के तीन समीकरणों में से केवल पहला ही रह जाता है। 

सदिश विश्लेषण (जो कि इस पुस्तकमाला की द्वितीय पुस्तक मे दिया 
क्योंकि इस पुस्तक में केवडछ सदिश बीजगणित की ही आवश्यकता है) दिखलाता 
कि (१7) के प्रतिवधो का एक अपरिणम्य अभिप्नाय है अर्थात्‌ वे निर्देशांक के वि 
पर नही विर्भर करते । द्वितीय पुस्तक मे इन प्रतिबंधों का संक्षेपीकरा फ् 
समीकरण 

(एफश्ाि ० न 

में किया जायगा । इसको बढुधा यो कहते है कि सदिद्ञ क्षेत्र # अधूणेनीय है। 


अभेंप्रेनी के शब्द हे, पोटेंडल एनर्जी (एगव्याएरो व्म्व्ष्ट) अल (४४ 
(9००७४) । हिंदी अनुवाद में इनके लिए दो भिन्न-भिन्न शब्दों के झह- 
किया गया है--स्थितिज ऊर्जा, और विभव । पाइचात्य बब्दीं का झार्किदसी । 
बाद होगा संभाव्य ऊर्जा और संभाव्यता या कहिए विभवात्मक ऊर्जा और हि 


१.६ स्वतंप्रत्ापूर्वकय चसते हुए रांहुतिबिदु का गति-पिशञान द्ट्रे 


स्पष्ट है कि ७,)२ के पदो में ४,४2८ को ऐसे ब्यजनों द्वारा भो ब्यावत्त तर 
सकते हैँ जो (77) के प्रतिबधो का पालन नही करते । दूसरी और, मुरत्त्राकृषणीय 
छ्षेत्र इन प्रतिवधों का प्रतिपालन करता है क्योकि एस क्षेत्र के रिशए 

कप >्0; टच॑>-+माए, 

जिनमे निम्नलिसित परिणाम पर पहुँचते है-- 
(8) एज्कआहुर- 

ये बातें न्‍्यूटन के: नियम पर आधारित व्यापक गुस्त्वाकर्षणीय क्षेत्रो तथा गणि- 
तीयतया उनके अनुरूप वैद्धुत स्वैतिकी और चुम्वकीय स्थैतिरी के क्षेत्रो के दिए भी 
प्रुव हें। वास्तव में तो ये सभी क्षेत्र जो अधूर्णनीय, पर साथ ही साथ, समय-स्वतत्र 
हैं (“विभव क्षेत्रसमूह”) प्रकृति में एक अद्वितीय स्थान पर विराजमान हैं। पप् 
और अध्टम अध्यायों के व्यापक विकाशन में वे विशेष काम के होंगे । 

कोई भी यांध्रिक निकाय जिसमें केवल विभवों द्वारा व्युत्पाथ बल ही आरोषित 
हों, अविनाशक निकाय कहलाता है वर्योंकि उसकी (पूर्ण) ऊर्जा अविनाशित रहती 
है। अन्यत्र, जहाँ ऐसा नहीं होता, अवविनाशक निकायों को अनविनाशी या क्षय 
शोल कहते हैँ । 








द्वितीय अध्याय 


५.5. १4 
मिकायों की यांत्रिकी ; आभासी कर्म का सिद्धांत; दालविर 
का सिद्धांत 


$ ७. यांत्रिकी निकाय फी स्वतंत्रता-संख्याएँ तथा झ्ाभासी विस्गाएव। 
वूर्ण-पदीय झौर अपूर्ण-पदीय नियंत्रण 
दर 
किसी संहति बिंदु की स्वतस्तरता-सख्या एक होगी, यदि उसकी गति हा ; 
रेखा या वक्र पर ही नियंत्रित हो । यदि वह किसी समतल या वर्क पृष्ठ 


जाय तो उसकी स्वतन्त्रता संख्याएँ दो होगी । अवकाश में स्वतंत्रता 
संहति बिंदु की तीन स्वतन्त्रता-संख्याएँ होती है । 


किसी भार-हीन, दृढ दंड से संबंधित दो संहति बिंदुओं की है पप 530" 
पाँच होंगी; क्योंकि एक बिंदु को स्वतंत्रतापूवंक विचरते हुए समझ सा हवाई 


दूसरा केवल उस गोल के पृष्ठ पर चल सकता है जिसकी तिज्या, ई* 
जितनी भर केंद्र बिंदु पर हो। मंदंशों 
यदि सहति-बिंदुओं की संख्या » हो और वे अपने निर्देशॉकों के बीच । मई 
द्वारा युग्मित हों तो उतको स्वतंत्रता-सख्या / होगी, जहाँ 
(0) अकिकधना- संबधित हों तो ये 
यदि संहति बिंदुओ की सख्या अनन्त हो जो अनन्त प्रतिबंधों द्वारा कर जाग 
प्रकार की गणना, स्वभावतया, असभव होगी । इस स्थिति में स्वतंत्रता-संा । 
के लिए क्या करना होगा, यह अब बतावेंगे | एक दृढ़ पिड दृष्टांत का कीर्म 
(क) स्वतन्त्रतापूर्वक गंतिमान दृढ़ पिड सीता 
दृढ़ पिंड के किसी एक बिद्धु को अछग छिये छेते है। इसकी तौन वरिभाषा /)' 
संस्याएँ हुईं । एक दूसरा विद, पहले से एक नियत दूरी पर (दृढ” की परिम् | 


३. 0'#र्फव्तड एसंघरलज़ाल 


२७ यांत्रिक निकायों फो स्वतंत्रता संस्याएँ द्दपु 


केवल एक गोलीय तल पर चल सकता है जिसका केद्र प्रथम विदु होगा और जिसकी 
त्रिज्या उक्त नियत दूरी होगी | यह दो और स्वतत्रता-सस्याएँ देता है । अंत में एक 
तीसरा विदु प्रथम दो बिंदुओं को मिलाने वाले अक्ष के चारों ओर एक बृच्त की रचना 
कर सकता है, तथा एक और स्वतत्रता-सख्या प्रदान करता है। जब एक बार हद 
तीन बिंदुओं की गतियाँ विनिदिष्ट हो गयी, तो दृढ़ पिंड के अन्य सारे बिंदुओं के 
पथ अद्वितीयतया निर्धारित हो गये। परिणामतः 
४चि3+2+7ाच6 
(ख) समतलर्ू पर लदटू 

भह मान लेगे कि नचाने के लट्ट के अधोभाग का अत एक नोक पर होता है और 
इसको अपनी गणना के लिए प्रथम बिंदु लेगे । इसकी दी स्वतत्रता-सख्याएँ है। एक 
दूसरा विदु पहले के चारों ओर एक अर्द्धगोल पर चल सकता है; और एक तीसरा विदु 
प्रथम दो को मिलाने वाली रेखा के चारो ओर एक वृत्त पर चल सकता है। इस प्रकार 
यहाँ स्वतंत्रता-संख्याएँ हुई, 

>किल्थिन-2-7 सू5 
(ग) लददू की नोक का बिंदु स्थिर 

, अब प्रथम बिंदु की दोनों स्वतंत्रता संख्याएँ चली गयी, 

अतएव 
४७०+2+7 5३ 
(घ) निश्चित अक्ष वाला दृढ़ पिड--छोलक 
यहाँ 
है 
यदि पिंड का सहति-केन्द्र अक्ष पर न हो तो ऐसे पिड को भौतिकीय अथवा यौगिक 
लोलक कहते हैं । यदि पिंड एक विदुमात्र रह जाय तव गणितीय अथवा सरल छोलक 
भ्ाप्त होता है। यदि संहति-विंदु की गति केवछ किसी गोल के तल पर ही हो सके तो 
ऐसे छोलक को गोलोय लछोलक कहते हैं, जिसकी स्वतंत्रता-सल्याएँ होंगी-- 
है 7. 


कक थे कक 6 22 - थक ६ 


६्द निकायों की यांत्रिकी 3 


(च) अनन्त स्वतन्वता-संस्याएँ 
किसी विस्प्य' ठोस पिंड या द्रव्य के लिए 
9 
[.क्‍ मन्नत ता 
इस स्थिति में गति समीकरण आशिक अवकल समीकरण हो जाते हैं। कि 
परिमिति स्वतत्रता सख्याओं (#) वाछा निकाय उतनी ही अर्थात्‌ #सया ह 
के लिए सामान्य अवकल समीकरणों द्वारा निर्धारित किया जाता है। 


(छ) एक स्वतन्त्रता-संस्या चाला यंत्र कक 

ऐसा यत्र वहुत-से दृढ-प्राय विडों का बना होता है, जो परस्पर वां के रे 
हारा या विविध प्रकार की गति-नियंत्रक युवितयों द्वारा युग्मित रहो है। या 
के यंत्र का उच्च-कोटीय दृष्टांत पिस्टन इंजन की चालन (चलाने हम य ४! 
है (आ० ९) | यदि यंत्र मे अपकेद्र नियंत्रक छगा हो ( जिसको वाट ही पी 
हैं क्योंकि ऐसी युक्त पहले पहल भाष इंजन के उद्मावक ने प्रस्तावित की # 
उसे एक द्वितीय स्वतंत्रता-संख्या प्राप्त हो जाती है । वि्देकों की संध्या 

उपयुक्त दृष्टान्तों में स्वत॑त्रता-संख्याएँ उन स्वतंत्र निर्देशकों की संस हे के 
हैं जो कि निकाय का स्थान निर्धारण करने के लिए आवश्यक हैं। मई कसा 
कि निर्देशांक कार्त्तीय ही हों । चलाने की यंत्ररचना के संबंध में या शोर हे 
निर्धारक निर्देशांक £ ले सकते है या ईपा पर के ऋ्रैक-पिन के स्थान | 
सकते है । दोनों ही एक जैसे अच्छे है। व्यापकतया, हम ४ स्वत 
वाछे निकाय के निर्देशाकों के लिए लिखेंगे-- 


(2) कुक 4७ 4ृ०-+-4/- अकवाएँ 


कुछ विशिष्ट सीमाओं के भीतर इन निर्देशांकों का निर्वाचन प्रति 
किया जा सकता है। समी० () में आये हुए निर्देशांकों के बीच 208 कि 
के 4 के उचित निर्वाचन से सर्वसमतः संतुष्ट किये जा सकते है और फिर 
की विवृति में आगे के लिए निकल जाते है । ५ गण है 
पृष्ठ पाँच पर उल्लिखित ह॒त्जे' की यात्रिकी का एक महत्त्व रत 
उसमें इन अवकल रुप संबंधी प्रतिवन्धों की ओर ध्यान दिलाया गया है 47 
बातें छागू नही हो सकती । इस श्रकार का प्रतिवंध यो लिखा जा सकता 


4. 70त०फशशंओंट... 2. घसतप्द 


२७ यांत्रिक तिकायों की स्वतंत्रता सरयाएँ द७ 


(3) डे रे, (फुलनन- बूु।)40,5० 


यहाँ मान लेते है कि सभी #५ ओं का रूप छा नही होता, अतएवं (3) किसी भी 
| 

फलन 6 (0... ---१)) का सपूर्ण अवकल नही होगा और यह भी मान छेते है कि वह्‌ 

किसी समाकऊनकारी गुणनखंड द्वारा संपूर्ण अवफल बनाया भी नहीं जा सकता । 


हर्त्म से सहमत होते हुए हम 
कप. “बु०5-नियत, 

के रुप के प्रतिबंधों को पूर्णपदीय कहेगे । पूर्णपदीय अग्रेजी होलोनोमिक' के लिए लिया 
गया है । ग्रीक भाषा में होलोज--पूर्णसख्या; लैटिन में पूर्ण--पूर्णक->समाकलनीय । 
जिन प्रतियंधों का रूप (3) जैसा होगा, जिनका कि औपचारिकतया समाकलन नही 
किया जा सकता, उन्हें अपूर्णपदीय' कहेंगे । अपूर्णपदीय प्रतिबध का सरलतम 
दृष्टंत समस्या 7. 4 का क्षितिज तक पर चलता हुआ पैसे किनारे का 
पहिया प्रस्तुत करता है। (स्ले' अर्थात्‌ बरफ पर सरक कर चलने वाली बिना 
पहिये की गाड़ी और वाइसिकल की रूचीली यत्ररचना, भी इसी वर्ग में आती हैं । )! 
इस प्रकार का पहिया सदा उसी दिल्ला मे जायगा जिसमे किसी समय चलने को वह 
निरोधित हो । फिर भी वह आधारीतंल के सभी स्थानों पर पहुँच सकता है यद्यपि 
कभी-कभी कैवलछ अपने स्पर्श के नोकीले विदु को कीलूक बनाकर ही । अतएव अत्यणु 
स्थानपरिवत्तनँ की अपेक्षा निश्चित स्थानपरिवर्तन में उसकी स्वतंत्रता-संस्याएँ 
अधिक होती है । व्यापकतः, यदि अपूर्णपदीय प्रतिवधों वाछे किसी निकाय की स्वतं- 
चता-संख्याएँ निश्चित स्थान परिवर्तन में / हों तो अत्यणु गति में उसकी स्वतंत्रता 
संस्थाएँ /--7 ही रह जावेंगी । इस वात का अनुसंघान समस्या 7. [ में किया जायगा। 

उपर्युकत भेद आभासी विस्थापन की धारणा के लिए महत्त्वपूर्ण है। आभासी 
विस्थापन किसी मिकाय के स्थान में एक स्वेच्छ तात्कालिक, अत्यणु परंतु ऐसा परि- 


4. झ॒ठठ्कठ्मांट 2. कैका-ाणगरा०्फ्रो८ 

३, छाटाहा 4. [क्रीमोट्झंफाग क्रात्पंजा 

* ए. फ़ास (0. ४०५७) ने ऐसे प्रतिबंधों का अध्ययन 884 में ह॒त्तें 
से कहीं पहले किया था । देखिए, 0/409. 4. 25. 





ड्ट्ट निकायों की पॉनिकी , .. .- . सर 
च्तेंत है जो निकाय के नियतण के प्रतिवंतों से संगत हो । दिये हुए वो हे हम 





वास्तविक विस्थापन को तो ६ 
बंकू, 2॥५,----*4ं6 जा 

द्वारा विदित करेंगे; परतु संकेत, हद है 

993, 894-**-3 पु 52 ही, 

आाभासी विस्थापन को विदित करने के लिए काम में छायें जातेंगे .इव रो, 

वास्तविक गति से कोई सबंध नहीं । यों, कहिए कि उनका प्रयोग 2 हे 

के रूप में किया जा रहा है जितका कार्य है कि विकाय अपने आंतरिकर ब 

तथा अपने पर अनुप्रयुक्त बलों का कुछ भेद दें। ०५ प्र 

विशुद्ध पूर्णपदीय नियंत्रणों के लिए ये 39 एक दूसरे ते स्वतंत्र होते ३ 

34 एक-एक स्वत॑वता-सस्या के अनुसार होगः। अपूर्णपदीय बियंगों कक 

04ओं का अधिक सख्याओं में प्रवेश कराना पड़ता है। इस स्थिति,में, एं2 5 

का परस्पर संबंध (3) के अवकलत रूप का होता है; अर्थात्‌, आभाती हर 
के लिए 000 ॥ 


४.५% 












कह 






डे रर 89,%0 
9) िक भू (कड 4 मन 4/) (१ 


लो है; रा ध | 
यहाँ निदिचत गति (स्थास-परिवत्तेत) के लिए स्वतंत्रता-्संस्याओं को ऐड 
जैसा कि पहले भी जोर देकर कहा जा चुका है, यह संख्या अत्पपुयति री 
सँस्या से बड़ी होती है । * 


$ ८. झाभासी कर्म फा सिद्धान्त ८ बा 
एक ऐसे यांत्रिक निकाय का -ध्यात कीजिए जो अनुपयुक्त मसों के अधीव विन 
वस्‍्पा में हो। बलों को कोई भी वांछित दिशा हो सकती है, वे सिकाय हैं| दा 
भागों पर अनुप्रयुक्त हो सकते है; और हो सकता है कि किसी दृढ़पिड ली 2 
वस्था में रखने के लिए जो उनके स्थान चाहिए, यहाँ वेन भी हों। अब श्र 
निकाय को ये बल साम्यावस्या में रख रहे हों तो मद वात जितनी खो हक 
करती है उतनी ही निरुगय पर | है अत 
.. आरंभिक कप्र्यांगिको की भाँति यहाँ मी हम, उन प्रतिक्रियाओं का अप जाई ४ 
मरेंगे जो, अनुप्युक्त वछों के कारण, निकाय के एक भाग दादा उसी,के हरे. 
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पर होती हैं। उदाहरणतः, इस प्रश्नस को एक यात्रिक़ इंजीनियर फ्रश यत्ररचना 
(आ०9) के विइलेपण के लिए काम में छावेगा | पिस्टन पर अनुप्रयुकत्त भफ का 





आकृति ९--पिस्टन इंजन की चलाने की यत्न रचना 
का अनुसूचक रेसावित्र ; 
दाब 2? पिस्दन दड़ द्वारा क्रासहेड ४< को सचारित होता है, जहाँ से अनुददैष्यं 
संपीडन के रूप में सबधक दंड (लंबाई, /) को पहुँचता है ॥ सवधक दड फ्रैक-पिन 
2 पर अपनी दंड की दिश्ञा में ठेल लगाता है। निकाय को साम्यावस्था में रखने 
के लिए. ठेल को केवल उसी खंड (0 का, जो कैक के लबवत्‌ है और इसलिए फ्रैकवृत्त 
के स्पर्शरेखीय है, एक अतुप्रयुकत समान बल द्वारा विरोध करना आवश्यक होगा । 
फ्रेंक की दिशा बाछा घटक, जो क्रैक-ईपा के केंद्र की ओर होगा, दृढतापूर्वक जमायें 
हुए ईपा-घुराधार' (0 में अवशोधित ही जाता है। वह केवल धुराधार पर एक 
प्रतिवद्द डाछता है और इसलिए निकाय की साम्यावस्था के प्रइन के लिए 
असंगत है । 
अतएव निकाय के भीतर ही जो प्रतिक्रियाएँ होती है उन्हीं से साम्यावस्था सभाव्य 
हीती है। श्वरल स्थितियों में तो उनमे से एक-एक का अनुसंधान किया जा सकता 
है, व्यापकतया वैसा करना क्लांतिजनक हो जाता है। परंतु एक-एक को जाने बिना ही 
हम यह विश्वासपूर्वक कह सकते है कि वे निकाय पर कोई प्रभाव नही डाछतीं। प्रम्चुत 
स्थिति में गति-नियंत्रक पटरियों पर गति-नियंत्रक दाव कासहेड की गति के लंबवतू 
काम करता है और क्रैऊपिन पर काम करते हुए बल का वह भाग जो कि अंक दंड को 
संचारित होता है, इस दड के धुराधार के स्थिर विंदु 0 से होकर जाता है। व्यापक 
स्थिति में इस बात का स्थापन, निकाय को अपनी साम्यावस्था को परिस्थिति से प्रीक्षा- 
मूलक आभासी विस्थापन देकर करते है । इस प्रकार के विस्थापन में प्रतिक्रियाओं 
का “आभासी कर्म” शून्य निकझुता है । 
. शिव फैटगरंगठ 
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इस सिद्धांत को पूर्णतया सत्यापित करने के लिए सरल दृढ़ पिष्ड छोजिए। हर 
छीजिए कि पिड का प्रत्मेक विद्ु $ उसके प्रत्येक विदु £ से प्रतिक्रियाओं सिछ ड़ 
7५ दारा सबधित है जो भ्रमात्‌ / और ४ पर काम करती है। यदि इस मर 
बिंदुओं को अछग कर छें तो $ ७ के प्रारंभ में वर्णित दो संहति बिंदुओं का विकार 
प्राप्त हो जाता है जहाँ दोनों संहृतियाँ एक भारदीन, दृढ़ दंड द्वार परहार सयोगि 
है । इस दंड में काम करती हुई प्रतिक्रियाएँ न्यूटन के तृतीय नियम का पाछत करेंगी कि 
(0) प२ ०-7 

ठीक $ ७ की भाँति, स्वतत्रता-संख्याओं की गिनती के लिए; जग 
को दो घटकों में विधटित करेंगे--एक तो स्थानान्तरण 8 जो कि दोनी #» 
के लिए उभय-सामान्य है; और दूसरा, इस अब विस्थापित विद $ के प्रति विदु 
धूर्णन, 39,» जो घूर्णन दंड के लंबवत्‌ एक गति होगी । तो 

850--8 8-95 
अतएब, स्थानांतरण (धभ्याशपं०/) के आभास़ी कर्म के लिए, 
को ध्यान में रखते हुए, 
8%,-2, - 8४+छ ि. ६ 0आच१०0 

और, घूर्णन के आभासी कर्म के लिए, जिसमें ४ स्थिर रहता है, ॥ दंड 
विस्थापित होता है, ह 


समी० (7) 


के लव 


877,,/--8$ - 88.50 * मिकायों यात्री 
यह उदाहरण प्रदर्शित करता है कि कण-यात्रिकी से निकायों की बाकि 
के संक्रमण तक में न्यूटन का क्रिया-प्रतिक्रिया वाला नियम अधान बात है धमाल 
जो कुछ भी हमने उक्त दृष्टान्तों से सीखा है उसे अब एके व्यापर्क हु क्रवाओँ 
वियम' के रूप में विस्तृत करेंगे कि किसो भी यांजिकी निकाय में अर्तित 
का आभासो फर्म शून्य के बराबर है। इस स्वीकृति या अधिमान्य तियम वो 
व्यापक प्रमाण $ देने की हमारी बिलकुल अभिलापा नहीं है। वास्तव में हैं 
उसे व्यवहारतः “यात्रिक निकाय” की परिभाषा की भाँति समझते है । 


4. ए०४%्ाॉँ2८९ ४ 

+ु इस बात का यत्न लाग्रांज ने अपनी पुस्तक >(०८०॥४ंथु०० 20/0/क 
(जिसका उल्लेस उपोदघात में हो चुका है) घिरनियों के और श॒स्सियों के *ि 
मिर्माणों हारा किया था। हैं 


२८ आभासी कर्म का सिद्धान्त छ्र्‌ 


इसके बाद आभासी कर्म के सिद्धांत का व्यापकतया सूत्रीकरण करने के छिए 
एक छोटा-सा ही कदम रह जाता है। हम इस प्रकार तर्क करते है--किसी साम्या- 
बस्था-गत निकाय का अनुप्रयुकत भौतिकतया दिया हुआ प्रत्येक वल, अनुप्रयोग विद 
पर उत्पादित प्रतिक्रियाओं के प्रति साम्यावस्था मे होगा, अतएवं अनुप्रयोग-विद्ठु के 
आभासी विस्थापन में, इस प्रकार के अनुप्रयुकत बल तथा उसके द्वारा किया हुआ कर्म 
तथा प्रतिक्रियाओं द्वारा किये हुए कम, इन सबका योग शून्य होगा । यह वात सभी 
अनुप्रयुवत बलों के योग तथा उनके द्वारा उत्पादित सभी प्रतित्रियाओं के योग के 
लिए सच है। परंतु, अभी-अभी सिद्ध कर चुके है कि यदि सभी प्रतिक्रियाओ को 
हिसाव में लें तो वे कोई आभासी कर्म नही करती । अतएवं, किसी निराय फो 
साम्यावस्था में रखने वाले अनुप्रयुवत बलों द्वारा किया हुआ आभासी कर्म भी 
अवश्यमेव शून्य होगा। इस कारण, प्रतिक्रियाओ के ऋरंतिजनक अनुसधान का 
निरसन हो जाता है। 

यही है “आभासी कर्म का सिद्धात” जिसे जर्मन साहित्य में बहुधा शपथ 
बंछ ॥्ंतराएशी ला ए्शमलेप्रपराडुल्ा ०१७ फ्र८५८४०७००७६४८० कहते है, जिसका 
अग्रेजी अनुवाद हुआ एप्रपलफञ० ० प्ा६0० 5.4 ८८४7९00 (आमासी 
विस्थापनो का सिद्धात) । इसका यह जन नाम उतना संतोपजनक नही जितना कि 
बह जो अंग्रेजी बोलने बाले देशों में प्रचलित है और जो कि स्वयं इटली के 9ध०छ्ा० 
तल ]ए०म॑ ४7०४॥ से लिया गया था । गणितीय साहित्य मे उसे बहुधा “आभासी 
वेगो का सिद्धात” कहते हैं । यह्‌ नाम पहले पहल जीन बर्नूली उच्या फ्ेब्घाण्णाए 
ने भ्रस्तावित किया था । हमारे लिए वह अनुपयुक्त जान पड़ता है । 

ऐतिहासिक दृष्टि से, इस सिद्धांत का स्थूछ वर्णन ग्रेलिलियो पहले ही कर चुका 
था। स्टेविन, भ्रातृद्य जैक्स और जीन, बन,ली; तथा दालूबेर ने विपय का 
और भी विकास किया ।। परतु साम्यावस्था के व्यापकतम सिद्धात की भांति उसका 
सिवका लाग्रांज के भ्रंथ मेकानीक एनेलिटीक (!/८८०४णंवुप८ 87 एपंवृुप०) ने ही 
जमवाया । 

निकाय के नियंत्रण पूर्णपदीय प्रकार के हों या अपूर्णपदीय प्रकार के, आभासी 
कर्म के सिद्धात के अनुप्रयोग पर इस वात का बहुत ही कम प्रभाव पड़ता है। वास्तव 
में तो, आभासी कर्म के पद-पुंज (7.4) के रूप का प्रतिबंध, 59 ओ में से किसी एक 
का निरसन कर, प्रवेश्ित किया जा सकता है, चाहे यह्‌ प्रतिबंध समाकलनीय॑ 
(77८६:४०८) हो या न हो । 


छर निकायों की यांत्रिको ३१ 


“ग्रतिक्रियात्मक बलों” के स्थान पर हम “ज्यामितीय मूल बलों का ४३५ 
कर सकते है। क्योकि निकाय के विभिन्न भागों के वीच के, या, जे कि दूंगी 
उसकी सद्ृति-बिदुओं के बीच के, ज्यामितीय संबंधों द्वारा वे दिये जातें हैं। हे 

ज्याभितीय मूछ के बलो के विपरीत: “भौतिक मूल के” या अमुप्रपुकत बट 
है। इसके लिए सामान्यतया व्यवहृत नाम, “बाह्य व”, उतना सोड 2 
है अतः यहाँ उस आशय में, इस नाम का व्यवहार नहीं किया जायगा । अनुप्रयृत 
बल भौतिकीय प्रभावों द्वारा कारित होते हैं, यथा गुरुत्व, भाष-दात, कर 
(समुद्री तार) आदि वे तनाव वुद जो निकाय पर वाहर से प्रभाव डालते ह! 80 
भौतिक होने का भेद वे इस बात से देते है कि उनके गणिाय व्यंजनों (पदपँजो) ! सता 
विशिष्ट नियतांक आते है जो प्रयोगतया हो निर्धारित किये जा सकते है, यथा युएतवी 
कर्षणाक, किसी दावमापी, वायुदावमापी (वैरोमीटर), या अन्य प्रकार की 
की मापतियो के पाठ्याक, इत्यादि | चौदहवें प्रकरण (६ १४) में बे 
के वारे मे बतायेंगे, जो कभी तो प्रतिक्रिया के वढों में, कमी अवुप्युक्त वह मे 
जाता है। स्थैतिक घर्षण के रूप मे वह प्रतिक्रिया बछ है; विसर्पो या गति ब्र्प 
में वह अनुप्रयुवत वल होता है। आभासी कर्म के सिद्धांत द्वारा स्वैतिक वर्ष के कराता 
जाप निरसन हो जाता है; गतिज घर्षण को अनुप्रयुक्त बलों की भाँति शव 930 
होगा । इस बात का बाह्य सूचक, विसर्पी धर्पण के नियमों ( स्4-4) की प्रयोगर्ला 
नियतांक, [७ है। 

९ ६. श्राभासो कर्म सिद्धांत के उदाहरण 


- (१) उत्तोलक (आकिमिडीज़) कै 2 

उत्तोलक' की स्वतंत्रता-संस्या एक है, /5०7: अतएव उसके लिए (88 
भी केवल एक ही हो सकता है, 39, जो आभासी कोणीय विस्थापग, “ 
अनुरूप होगा | हे आल, दूत 

साम्यावस्था तभी, और केवठ तभी, रहेगी, जब कि उत्तोलक के बी 
में किया हुआ आमासी कर्म घून्य होगा । मान छीजिए कि / और की वछो हा 
अगोग बिंदुओं, 2? और (2 (आकृति १०)के, आभासी विस्थापत क्मार्त 878 
_55$ है तो हमारी यह अभियाचना है कि 


. ए.व्श्टः 9 2 


२.९ आभासी फर्म सिद्धान्त फे उराहुरण ७३ 

.55५ +285; << 
परतु आइृति १० के में 

85, 55१-७४, 8505 --288 , अतएव 

(22-70) 86 *50 

और परिणामतः 
अधचस्20, 

मालम्व0 के प्रति बलों के घूर्ण बरावर है कर्थात्‌ पूर्णों का बीभीय योग शून्म हे। 


| ध्र 0 4 635. 
८; (| च्त्क्ज-न 28 
० 


है| 


आकृति १० क--उत्तोलक और उसकी भुजाएँ 2 व 5; तथा बोझ, ै व 8 





आकृति १० स--उत्तोलक तिे बोझ के अधीन; दंड पर आछूब की 
प्रतिक्रिया दिखलाते हुए। 


यदि एक बल (4) उत्तोलक की भुजा से लंववत्‌ न हो, जैसे कि आ० १० स मे, 
तो उसे भुजा की दिशा में एक घटक 4, और उसके लंबबत्‌ घटक 44५ में विधटित कर 


छ्ड निकायों की यांतरिको रे 


सकते है । बिंदु 0 के स्थिर रहने के कारण, 4, का कुछ प्रभाव नहीं होता और झ 
कारण, 
226 3 | 8 

कितना बोझ 00 पर पड़ता है यह जानने के लिए भुजा पर काम करने वाे 
एक विरोधक वल का प्रवेश कराना पड़ता है । आकृति १० क में वह ऊच्बधिरकी 
की ओर, परिमाण (२७4--#& का, होगा । आलम्ब पर बोझ इस व ९ डक 
बरावर पर उससे प्रतिकूल दिद्या में पड़ेगा । 

आकृति १० ख की स्थिति में, सदिश समीकरण होगा, 

0-5 

यहाँ भी, 0 पर बल (2 के विरुद्ध (अर्थात्‌ “साम्य कारक”) होता है। 


>> 





क्के 

आ० ११ क--अगले और पिछले पहियों पर आ० ११ ख--एक रेखार्कित दे 
दो आरोही सहित वाइसिकल का भार-वितरण आधारों पर बोझ की कम 

इन प्रइनों को उठाने में हम वास्तव में आभासी कर्म के सिद्धांत की सीम 
उल्लंघन कर जाते है। कोलक 0 का स्थिर स्थान उत्तोड़क के यात्रिक 
का छाक्षणिक गुण है। उसका आभासी विस्थापन, और इसलिए उस धर न, 
आमासी कर्म, शून्य है। अपने सिद्धात द्वारा (2 किम्वा (९) का नि ड्व 
के लिए हमें एक बिलकुल ही भिन्न यात्रिक निकाय पर विचार करना कर होता पक 
निकाय में 0 के लिए दो स्वतंत्रता-संख्याओं की आवश्यकता होती; और किर्‌ बे 
होता कि अब तक विचारित केवल घूर्णन के साथ ही साथ यदि सारे उत्तो्का 0 
तईं रामांतर, एक आभासो स्थानांतरण भी हो रहा हो तो, इस स्थिति में 
के प्रतिबंध क्या होंगे ॥ 


२९ माभासो कम सिद्धास्त दे! उदाहरण प्‌ 


(२) उत्तोलकफ़ का उलदटा--साइकल-आारोही, सेतु 

आएगि ११ के को बाइसिए5 पर विययार मोौजिए । भार वा विशेष एदिय 
दो स्थानों पर करी है, 7 (रोयर थाने पिए ) और ए (पाना मान 
अगले परिये) पर । पिएोरे पहिये दर जधियागर दाय पद्ा है कयोधि (0 बार 
और आरोटी का भार, 2२ को अवैश्षा रैेश के अधिझ पास है। इसीलिए साइग५ 
आरोठही अगरे पहियेगों अपेक्षा पिछोई परिये से कु गजल बाइु कप 
अधिए भरता है । पिएं पहिये पर / बोस | प््क्का पा 














है यदि उसका बोल मध्यस्थण पर पड़ रहा हो 
(आ० ११ ख)। 
(३) ब्यॉक और टेफकल० (प्रानीज यूनानियो 
को भी ज्ञात) 
सुतित (आ० १२) की उपरठी और निचली 
ओर घिरनियों की ससया, समझिए कि प्रत्येक ओर 
है। रस्मी के छुट्टा सिरेपर 7? बल लगा कर (2 


योझ उठाना है। निकाय के एक आाभासी विस्थापन छ्‌ 
में समझिए कि छ्व 4 
2 के चलने फी दूरो 89 है, 4 
(0 के चलने की दूरी 84 है। आहति १२ 
गतियो की दिश्ाएं आकृति १२ के तीराग्रों दरा ब्लॉक और टेकल । बोझ 
प्रदर्शित है। तो साम्यावस्था के लिए तथा बहू का आभासी 
(7 28#--08वृ८-० विस्थापन 


* रस्सी, काँटी और घिरनियाँ आदि जुटा कर बनायी हुई, थोड़ा ही सा जोर 
रूपाकर काफी बड़ा भार उठाने को, एक युवित। शाब्दिकतया, ब्लाक लकड़ी का 
कुंदा; टेकल रस्सी हुक आदि की यनो युवित । अतएवं इसे घिरनौ-रस्सो युकति कह 
सकते हूँ । 
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भव यदि (0 के उठने की मात्रा 59 हुईं तो ऊपर और निचली घिरतियों के 3 ५ 
2॥ सड़ियों में से प्रत्येक को छंवाई 54 कम हो जावेगी, और इसलिए पिर स्कक ह 
बीच की रस्सी को लंबाई में कुछ 2# 54 की कमी हो जायेगी । 2? पुर लठकते हुए 
रस्सी के छुट्टा सिरे की लंबाई ठोक इतनी ही बढ़ जायेगी । अतएंव, 
0 आह 
भर, (7) के कारण, 
(0-२४०0)84-००. 
तो हम प्राप्त करते हँ 
() गन मे 
थश्ग लिया है 
यहाँ हमने ब्लाक और टैकल को “आदर्श” यातिक निकाय समस्त | का 
भर्थात्‌ घिरनियों और रस्सी के बीच का घर्षण एवं घिरतियों के शुरधारों में 
उपैक्षपीय समझ छिया गया है। प्रारंभिक भी 
यह सरछ उदाहरण, स्का रस्सी के तनाव वाली आरंगिक 22 
हल किया जा सकता है जिससे कि कदाचितू वछ की मियक्रिया का 
साकार चित्र सम्मुख आः जाता है। ूँ 5 है। पर 
समझिए कि रस्सी में, उसके सारे अनुप्रस्थ काट पर का, तनाव न 
धर्षणीय प्रभावों की उपेक्षा कर दें तो रस्सी में अत्येक स्थान पर यही कक ब्रे 
ही भी रस्सी को काटे, तनाव यही & मिलेगा जो कि करे हुए दोनों मि कार गाते 
स्थान से परे की ओर होया। पहले समझिए कि रस्सी बायी ओर, 7? कर ठ्श & 
गयी है। तो काट कर अलग किये हुए टुकड़े से, जिसमें 2? नीचे की ओर 
ऊपर की ओर काम कर रहे है, प्राप्त होता है 
डीच5- ५६ 3. सब में एक 
हा समसिए कि आकृति की दाहिनी ओर की जितनी का श 
है फाड़ दी गयी है और इस प्रकार 20 अनुप्रस्थ काटे, कटे पर अप 
ओर, ग्प्त होती है। निचचछे दाहिनें काट कर अलग किये हुए टुकड़े पर अनुपय 
बलों की साम्यावस्या की अभियाचनाः है कि पर 
(३८७०ग5 


4. थव्चव 


श्र झाभामों शर्म गिद्यारा थे उदाहरण ] 
झगएय हमें फिर बी पुरागा समीररण शत शो है, 
प्न्दि 
बेच 
इसे ऑिडिक, शिशाय के ऊपरी भाग पर हदिझार वरसे से था भो शा' 7 
जाग है रि शिस दइ में पिरनियों वा शर्शार षगाया है, उसपर वियनां बोज दर 
रा है। प्रयोट है शि इस बोश का परियादध 2-९ होगा। 


(४) पिस्टन इंजन की चाखन-यंप्र-रचना 


जमे रि आरती ९ में, भावदयाद के धारण ग्टिन पर पदा हुआ सारा बह 
है, आपरय विस्टग पर हिझया हुआ आभासी रोम 28६ कया । समशिश "फश 
पर पढ़े हा परिमायी' बच ह/ शा सास्यरशारतत, अर्थात्‌ 7? छो सास्यागर्या में 
छाने बाला बह (0 है। (९ शा आमभागी बर्म-(९४8४ होगा। ती अप 
सिद्धांत मे हिए आवश्यय है रि 
(3) (४(%०घ४४ (-०--.- 

5४ 

अतएय (0 या ज्ञात परना 8४ और 8४ के बीच गा गयध निर्षारण फरने 

भा काम गेबंद घलछगतियीय पाये हो जाया है। 


आदइति ९ मे: अनुमार (& दिखा में प्रधषप), 





(3) 7 ८056 +- ८०5 ७ रू नियत - २५ 
अतएुव, अवनजन करने में, 
(4गे 7 आए 89 +] धग। ७५ $$ 5१.४. 
तिमुज 027 प्रदान करता है, 
(40) आ ९८-70 ५,;8 ५ 03224 8 ढ़ 
कि 
4 त्छ्ष्कु 


“फ्ह्रॉग्क 


4- एलमफएव्स्गे दर न्‍; 
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छट निकायों की यांत्रिकी 
यदि इसका (44) में उपयोग करें तो हम प्राप्त करते हैं 
क 2 005९ 
(40. £ भ। $ 88 ( । जय च्कों ञ आफ ) जल 


॥$ं यह सबंध चलगतिकीय राशि द्त कराता है। जब 


फरने से मिलता है 


(5). एच क्रा ढ़ (ः कजृः फा््ण) 
0 


इस प्रकार क्रैक-पिन 2 द्वारा संचारित परिमायी बल ए-(२ त्रेक केश 
स्थान $ के लिए, निर्धारित हो जाता है। यंत्र के चक्रीय उच्चाद निर्यात 
परिमाण का मान निकालने और उससे उचित गतिपालक चर्म के 
चत मित्न राशि हैं। 


( ) में प्रतिस्वाएं 


के लिए इस राशि का यथातथ ज्ञान अनिवार्य है| य्ं र्दा् 


हि ५४ करती 
के कारण, (5) को गा की एक झीघतया अभिसारी श्रणी' मे विस्तारित 3 


हैं। इस संबध में प्रश्न ॥7. 2 भी देखिए । 
अंत में, एक आगामी अनुप्रयोग के लिए, पिस्टनं के स्थान # को दूत 
श्रेणी के रूप में निकालेगे। (4) और (42) के अनुसार प्राप्त करते है 
(6) कर्ूव्क है] 5 20084 नैनल्ल- ] ह्न्नियता 
(५) किसी कक्ष के प्रति व का घूर्ण तया आभासी घूर्णन:्ि की 


मान छीजिए कि बिंदु 7? अक्ष ८ से / दूरी पर है और एक बल क्र हे 
एक दिशा में 2? पर काम कर रहा है। अक्ष ८ के प्रति एक आामायी पूर्ति 
४? या विस्थापन होगा 
85975 
सो इस विस्यापन में 37 कितना काम (77) करेगा? 


4. (०्प्रप्लहांणहु इल्मेट्ड.. 2. प्राच्रएगे इठराग्घ 
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ऊे को परस्पर लबवत्‌ घटको' 77, 27%, 7% में विघटित कीजिए, ठीक वैसे 
हो जैसे कि समी० (5.78) के लिए किया था। किया हुआ काम कैब /% पर 
निर्भर करेगा क्योकि 
9]7--7% 05५ ८-7७ ड़ 
इसकी समी० (5.84) से तुलना करने पर एक व्यापक अम्युतित कर सकते 
हूँ कि 
बल के अनुप्रयोग बिंदु द्वारा फिसो अक्ष के प्रति फिये हुए घूर्णन 8 में 
बलकृत फर्म 87 फो 89 से भाग देने से जो भाज्य निकलता है, उसे उत्त 
बल का उस अक्ष के लिए घूर्ण समझ सफते हे । 
काए7ए ।र 
(0 2, 00 >के ता» 
इस प्रकार, घूर्ण की धारणा, जो स्थैतिकी के लिए आधारिक है, साम्यावस्था 
के सब प्रश्नों के आधारिक, आभासी कर्म से सबधित हो जाती है। 
यहाँ पर कह देना चाहिए कि घूर्ण की विमितियाँ (बछ >< उत्तोलक बाहु) 
वही हूँ जो कर्म की है (वछू)८दूरी)। यदि, प्रचलित प्रथानुसार, रेडियनों मे मापे 
हुए कोण को विमितिहीन समझे तो उपर्युवत वात समीकरण (7) के अनुकूल है। 
$ १०. दालांबेर का सिद्धांत 
अवस्थितित्वीय बलों का प्रवेश 
जैसा कि हम देख चुके हूँ, सभी पिड़ों की अपनी बिराम अवस्था या ऋजुरेजीय 
एक-समान गति की अवस्था मे ही बने रहने की प्रवृत्ति होती है। इस प्रवृत्ति को हम 
गति के परिवत्तंन का अवरोध, एक अवस्थितित्त्वीय अवरोध, या, सक्षेपत', अवुस्थि- 
तित््वीय बल, समझ सकते है । अतएव किसी एक ही सहति विदु के लिए 
अवस्थितित्त्वीय बछ्ू छ* की परिभाषा होगी-- 


(5) एच -एछ 
और मौलिक नियम कि 9557 यह रूप धारण करेगा 
(2) फ्न -- फू +|४ 0 


अर्थात्‌, शब्दों में, 


. एथएल्ाताव्पाबरर ८० ग्र7ए070 675 


दे निकायों की याप्रिकी # योग 


अवस्पितित्वीय यंल' अनुप्रयुवत यल' के साथ सदिक्षीय साम्यावस्‍्पा में होता | 

छः बल तो भौतिफ अवस्थिति द्वारा प्राप्त होता है परढु है बल वाली 
घल है। उसका प्रवेश गति की समस्याओं को साम्यावत्या संबंधी समलाओं 
पहुँचाने के लिए कराते है। यह प्रक्रम वहुधा सुविधाजनक होता है। जहा 

अवश्थितित्त्वीय बल नित्यप्रति के जीवन में सुपरिचित हैं। जि समा के 
छगाने वाला होटल का भारी दरवाजा हम चलाते हैँ उस समय न तो गुरुत्व बेल, 
भर्षण, कितु द्वार के अवस्थितित्व का सामना करवा पड़ता है। इसी प्रकार हि 8 
सड़क की गाड़ियों" और द्रालियो के सरकने वाले दरवाजे हैं। गाय हे ) 
प्लैटफार्म पर दरवाजा आगे की ओर अर्थात्‌ जाने की दिज्ञा में होगा अक 
है। जिस समय गाड़ी मे ब्रेक लगता है, द्वार की प्रवृत्ति आगे जाने की होती जी 
इस लिए वह सरलतापूर्वक खोला जा सकता है। खड़ी रहने के बाद जन 
त्वरित होती है , अर्थात्‌ उसकी वेग-वृद्धि होती है तब खुला द्वार स्वयं हि । 
अवस्था में जाना चाहता है, इसलिए उसमे पीछे की ओर आते की 3095 पर 
है और वह विना आयास ही बंद किया जा सकता है। सामने के 
घढ़ना-उतरना पिछले प्लैटफार्म की अपेक्षा सरल है जहाँ दरवाजा उहटी 
खुलता है। 

अवस्थितित्त्व का सर्वाधिक-ज्ञात रूप अपकेंद्र बल है, जिसका किसी 82 
गति में अनुभव किया जा सकता है। यह भी एक काल्पनिक बल है। वह ४ 
अभिलब त्वरण ०, के अनुरूप है जो अभिकेंद्र त्वरण अर्थात्‌ वक्रता कई 
निर्देशित है। समी० (5.9) के अनुसार, अपकेंद्र बल होगा 
9). पन्‍- ४ (० ण ग [ ॥ न्ल्का न्द ४ 
जहाँ ऋण चिह्न बाहर की ओर की दिशा का श्रृचक है। 

4. वग्र्ध्ं॥॥ ई07०68 2. फुएव्त #चट८.. 3. चब्ल०ां4 

(क) सड़क की गाड़ी (स्ट्रोड कार) से ट्रामगाड़ी का मतलब है। चई' रे | 
उतरने के स्थानों पर इन गाड़ियों में जो स्थान होता है उन्हें प्लेटफार्म हृ 
जर्मनी की इन ट्रामों और ट्रालियों में सरका कर खोलने याले द्वार होते है! 
के लिए परिचित दृष्टांत होंगे सरका कर खोलनें वाले अलमारियों के दरवाजे | 
प्रकार की अलमारियाँ बहुघा पुस्तकालयों में होती हैं पोशाक टॉगने और 52 
घाली सम्मिलित अछूमारी में भी बहुधा इसी प्रकार के दरवाजे होते है । 





] व्वणोएर्णी! 
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कारिआलिस बरहू (देसिए $ २८) और विविध घूर्णाक्ष-स्थापकोय प्रभाव 
(देसिए ६ २७) भी अवस्थितित्व बल दृ द के शीपक के नीचे आते है। 

प्रमंगवश रेलंगाडी की पटरियाँ इस बात का वड़ा जीवित जाग्रत्‌ उदाहरण 
प्रस्तुत करती हैँ कि “काल्पनिक” अपकेन्द्र वड का वास्तविक अस्तिस्व है। ब्मी 
वक्र पर पटरियाँ इस प्रकार रसी होती ६ कि बाहरी पटरी भीतरी की अपेक्षा ऊचाई 
पर रहे। दोनों पटरियों की ऊँचाई का अतर सदा ऐसा होता है कि, रेलगाठो के 
किसी एक माध्य वेग के लिए, गुरुत्व और अपकेस्द्र वह का परिणामी पटरियों के 
भूमितल के लबवत्‌ हो। इस प्रकार पहिये के न केवल वाहरी पटरी से उठ कर गाडो 
के उलट जाने को आशऊा नहीं रहती अपितु रेलो पर एक हानिकारक असमान 
बोझ भी नहीं पडने पाता । 

आश्वयं ही की वात है कि महान्‌ हाइनरिख हत्ज अपनी पुस्तक “मिकैतिय्स” 
के असाधारणतया सुदर और सुदरतापूर्वक लिखित उपोद्घात में अपकेग्द्र बल के 
प्रवेश पर आपत्तियाँ उठाते है (देखिए ह॒त्जे कलेक्टेड वक्स, स ३, पृष्ठ ६)-- 

“डोरी के एक सिरे पर पत्थर बाँध कर हम उसे एक वृत्त में झुलाते है; इस 
प्रकार जानते हुए पत्थर पर एक बल लगाते हैं, यह बल सर्देव पत्थर को ऋणु पथ 
से विचलित करता रहता है; और यदि इस बल में, या पत्थर की सहति मे, या डोरी 
की लंबाई में, कोई परिवत्तंन करे तो देखते है कि पत्थर की गति सत्यमेव प्रत्येक समय 
न्यूदन के द्वितीय नियम के अनुसार ही होती है। अब तीसरे नियम की अभियाचना 
है कि एक ऐसा बल भी होना चाहिए जो हमारे हाथ से पत्थर पर डाले हुए बछू का 
विरोध करे। यदि हम इस बल के वारे में पूंछे तो सर्व-परिचित उत्तर मिलता है 
कि हाथ पर पत्थर की प्रतिक्रिया अपकेन्द्र बल द्वारा होती है और यह अपकेन्द्र बल 
सत्यमेव उस बल के वरावर और प्रतिकूछ है जो हमारा हाथ पत्थर पर डालता है। 
क्या व्यजन का यह प्रकार ग्राह्म है ? एसा तो नही है कि जिसे हम अपकेन्द्र बल कहते 
हैँ वह पत्थर का केवल अवस्थितित्त्व मात्र है?! 

इस प्रश्न का हम स्पप्टतः नकारात्मक उत्तर देते है। वस्तुतः, समी० (3) की 
हमारी परिभाषा के अनुसार, अपकेन्द्र वछ पत्थर के अवस्थितित्त्व के सर्वसम है। 
परंतु पत्थर पर, अर्थात्‌ वास्तव में डोरी पर, रूगाये हुए हमारे वल का जो वर विरोध 
करता है वह डोरी का हमारे हाथ पर कर्षण है। ह्॒त्व और भी कहते है कि “ हमें 
इस परिणाम पर आना पड़ता है कि अपकेन्द्र बछ का बलो में वर्गकरण उचित नही 
है। इस नाम को, सजीव वर के नाम की भाँति, पूर्वकाल से चली आयी हुई परंपरा 

दर 


््र विकायों की यांत्रिकी र० । 


+ 


मात्र समझना चाहिए; और उपयोगिता के विचार से इस नाम को ह रहने कु 
कारण का समर्थन करने की अपेक्षा उसे रहने देना ही अधिक सहछ है। हे 
में हम यह कहेंगे कि नाम 'अपकेन्द्र बछ” को ठीक ठहराने का यल कर्रे की 


आवश्यकता नही है, क्योकि अधिकतर व्यापक पद अवस्थितित्त बल की भाँति, 
बह एक स्पष्ट परिभाषा पर आधारित है। | 
अस्पष्टता में 


प्रसगवश, घल की धारणा में ठीक इसी प्रकार की अभिकथित अ 
ही हर्ज हारा, एक चित्ताकर्षक परतु किचित्‌ असफल प्रयल में, व की भावी 
नितात विहीन एक यांत्रिकी की रचना करवा डाली (मिछाइए $9 (* हे ता 

अब हम गणितज्ञ, दाशनिक, खगोलविद्यावेत्ता, भौतिकीजञ, विश्व कोपरर्चा: 
“त्ैत द दिनामीक्‌” के छेखक दार्रूबिर के उत्कप कार्य पर आते है। 

सदि किसी भी यात्रिक निकाय के एक अंश, सहतिविदु £, पर एक अतुपपुर्त 
चल ह आरोपित हो तो समीकरण (2) को विम्नछिखित में परिवर्तित 
होगा 
(4) हनन ड्भीपकत0 


नासे 


यहाँ 3२॥ वह प्रतिक्रिया है जो £ से संबंधित संहति-विड़ # 22.78 
करता है। पृष्ठ ७० की- हमारी व्यापक स्वीकृति के अनुसार ये 88७ रे कक) 
(यहाँ आतरिक) निमत्रणों से सगत किसी भी आभासी विस्थापन में, कुछ * 
नहीं करते। परिणाम यह हुआ कि समी० 7*+-४ के योग का आमा्ती कम 
भी शून्य है, 

(5) ञ्ञ (नम -१४-०० 


अब आभासी कर्म के सिद्धांत को मन में रखते हुए, हम समीकरण (रह ) गे 
यह कह कर व्यक्त कर सकते है कि, किसी निकाय के अवस्थितित्व बलदेद की 
अनुप्रयुवत बलों फे साथ साम्यावस्था में होते है। प्रतिक्रियाओं के ज्ञाव कीं 
इयकता नहीं होती) 
यह है दाल्म॑बेर का सिद्धांत, अपने सरलतम और स्वाभाविकतम 
सिद्धांत का एक अन्य मनोरजक सूत्रीकरण प्राप्त करने के लिए 
, को देखिए-- 


ख्प में! 
रामि 


६&+-58६*--7%-- 9. 


३२.१० दालाँवेर फा सिद्धान्त <३ 


बल ए का यह वह भाग है जो विदु /: की गति में परिवत्तित नही किया जा 
सकता। इस भाग को “सोया हुआ बल” कह सकते हैं और इस लिए (5) की [कर 
से रचना कर सकते है, यह कह कर कि किसी निकाय के जोये हुए बलसमूह साम्पा- 
बस्या में होते हे) 

दालॉबेर सिद्धांत का एक सूत्रीकरण, जिसका व्यवहार बहुतायत से पाठय 
पुस्तकों में होता है, वार्त्तीय निर्देशाँकों में उसका व्यजन है। इसमें 7% के घटका 
को 2५७ ४५, ८्ट, और 85, के घटकों को 85॥, 99, 52% कहते है। हम बर 
शर्ते भी छगा देते है कि जो संहतियाँ %, आती है वे अपरिणम्य हैं। तो किसी 
ऐसे मिकाय के लिए जिसमें # सहति बिंदु हो, हम (5) के स्थान पर लिख 
सकते है-- 


(०) है ((2५--#॥४४५) 8:६:+(४४-%६॥७४) 3॥७+(2/-#%४७082:) १२०- 


यहाँ इस वात की आवश्यकता है कि 0:४५, 89%, »£/ निकाय के नियंत्रणों से संगत 
हो।। तो आइए तुरंत ही अपूर्णपदीय नियत्रणों की व्यापक स्थिति पर विचार करे। 
वहाँ (7.4) के श्रकार के संवंध होते है। यदि (7.4) के व्यापक निर्देशांक 
4 ओ को कार्त्तीय निर्देशाँकों द्वारा प्रतिस्थापित करें तो वे संबंध निम्नलिखित हो 
जाते है। 


(64) हज [सपहण0क॥ नी 0,, 05-2०») 
#च्स् नासि।ध ७) १४, | ०५ 


यदि अत्यणु गति के लिए स्वतंत्रता-संख्याओं की सख्याऔ# हो तो 4», 4), 42 
के लिए इस प्रकार के 38-- सवध होगे (देखिए पृ० ६७) । पूर्णपदीय नियत्रणों 
की स्थिति में ये 2५, 5/, 77/ होगे, ४/५, 2/५ 2 के प्रति किसी एक 
ही फरलन के अवकलज॥ 

पाठक को यहाँ बहुत सावधानतापूर्वक स्मरण करा देना आवश्यक है कि उसे 
भद्दे मूत्रीकरणो (6) और (64) मे दालाँवेर सिद्धात की सच्ची अंतर्वेस्तु' को 
दूँढना नहीं चाहिए। समीकरण (5) या उसी के तुल्य, साम्यावस्था की अम्युवित, 

. '[५प९ रण्माव्ता ह 


'ट्ड निफायों की यॉशरिफी डा 


न केवल अधिक तत्परता पूर्वक उपयोगी है बरनू, अपने अचर रूप के कारण, अबिक * 
स्वाभाविक भी है। जा ; 

$ ११- श्रति सरल प्रइनों में दालांबेर-सिद्धात का अनुप्रयोग 
(१) किसी स्थिर वक्ष के प्रति दृढ़ पिंड का धूर्णन 

यहाँ केवल एक स्वतंत्रता-संस्या, अर्थात्‌ घूणेन के कोण £ 
तो कोणीम वेग होगा कै -> समझिए ७; और कोणीय त्वरण होगा, ९ 
इस समय हमें अक्ष के घुराधारों के संबंध में विचार नहीं करना है। ४! ५ 

हम मान छेंगे कि कोई भी बल समूह & पिड पर आरोपित हैं। हक 
के समीकरण (7) के अनुसार उनका आमासी कर्म घूर्णन अक्ष के प्रति उनके पूर्ण 
के योग द्वारा दिया जायगा, अर्थात्‌ 
(0) अकरन्य,,8$ 57.५१, 
जहाँ 2., वल-समूह ४ के घूर्णन-अक्ष 4 के प्रति घूर्णों का योग है) अवस्तितिर्त 
चलसमूह ए&* कृत कर्म भी हम जानना चाहते है। इसके लिए पिंड को यह 
अल्पाँशों ४॥ में उपविभाजित करते हैं। समीकरण (70.3) के कक 
4॥ पर आरोपित अवस्थितित्त्व बल का पथ के लंबवत्‌ निर्देशित पटक हीए 
चल 4।# प हत्धीक ७०७ होगा। (वृत्तीय ग्रति में वक्रतानत्रिज्या ९ 


से काम है। 
4-४, 


५ 


स्वभाव) 


धूणन-अक्ष से दूरी # पर होगी ; अतएवं शत्येक संहति-अल्याश का वेग ५ 


हो गया और उसका पथ की ओर का त्वरण ४नत०-) परंतु पेश 

कुछ भी कर्म नहीं करता। दूसरी ओर, पथ की दिशा में अवस्थितित्त्व वर्े होगा 
>-रधैकए ++- धैंकाा 0० कै 

अतएव अवस्थितित्त्व बलों का संपूर्ण आभासी कर्म होगा 


(2) 2५८ कण) 83 5 है बंका कारक 

े मत-- 39७ [वसथ#-२-- 0०७7, 
जहाँ 
(3) उन  हिवीक | 


४२११ अति सरल प्रश्नों में दालांवेर सिद्धान्त फा अनुप्रयोग प्‌ 


पिंड का अवस्थितित्त्व-घूर्ण है। अवस्वितित्त्व-धूर्ण / की विभितियाँ हैं 07.१; 
अतएव, निरपेक्ष पद्धति में, £-४४१ तया गुरुत्वाकर्षणीय पद्धति में, ह 6? $९८१ 
होगी । 

इन (7) और (2) के कारण दालाँबेर-सिद्धांत का रूप निम्नलिसित्न हो 
जाता है-- 

88(7.,-7०) 50 

इस प्रकार घूर्णन-गति के आधारिक समीकरण के लिए हमें प्राप्त होता हे-- 
(4) मा और 

इस समीकरण को, एक स्वतत्रता-सख्या वाली, कहिए कि »-दिशा मे होने 


” बाली, स्थानांतरणीय गति के आधारिक समीकरण 


शाप न था 
से तुलना करे तो देखते है कि घूर्णन गति में ;# का स्थान ४ ले लेता है। 


गतिज ऊर्जा के व्यंजन में भी यही प्रतिस्थापन होता है। दृढ पिंड के घूर्णन की 
गतिज ऊर्जा होती है-- 


(5) ख्फ़ गति, प्र 7 2 १७१ का ब्ड्ज्डर 


और इसलिए वह कण यात्रिकी' के निम्नलिखित प्रारभिक व्यंजन के अनुरूप है 
(5४) सक (ऊह) "5 पल 


गहि. 


स्थिर अक्ष की स्थिति में दृढ़ पिंड का 7 समय-स्वतत्र है ; परंतु नम्य संधियों 


“वाली यंत्र-रचनाओं तथा जीवित प्राणियों में वह छाक्षणिकतया परिवर््ती है। प्रकरण 


१३ में देखेगे कि सब खेल-कूद के काम, विशेषतः उपकरणीय जिम्मैस्टिक, मानव 
शरीर की अपने अवस्थिति घूर्ण मे परिवर्सन कर लेने को योग्यता पर मुख्यतया 
निर्भर करते है। 

किसी दृढ़ पिड का अवस्थितित्त्व घूर्णन किस प्रकार घूर्णन अक्ष के स्थान पर 
निर्भर करता है, इस बात का अनुसंधान $ २२ में किया जावेगा। 


4. कउकरव्व 06 इनके... 2. एकपलेट फ्रालटव्रतांध5 


८६ लकायों फी पॉमिको रह 
संबंध की की 


अंत में गति के आधारिक समीकरर्ि से गतिज ऊर्जा 
गति सीक0 


द्वार करेंगे। ठीके ही जैसे कि अचर संहृति की स्थिति में है 


आरदीक्र को कणयाशिकी के गतिज ऊर्जा. के मे प्राप्त कोर 
अर्थात्‌ 
का जहाँ वीर ही! 
ही, अचर 7 की स्थिति है हम घूर्णन के दिए उमीकरण हैक ही 5३3५ 
क्षेवल (5) निम्नलिखित करने की हल 
टर पा जहाँ दैिल्यआ (सी (गो 


पड के संबेग-धूर्ण अर्थात्‌ कोणीय संवेग के पद्म मे भी 
सित्व-धूर्ण जाता है। मदि विड क्के समझ के तो र्म 


[नम्मलिखिंत भाप्त होता 
6) कनल 5) 4ीए शहत्ण वी रल्िर्णेः 
(२) घूण्णनात्मक तया स्थानानतरात्मक गतियों का मुस्ते ुकार 
किसी खत में कोयके के 2 ला 
किट किसी उत्यातत्यत ध्यान कर्टिए। शत 
५ प (सन या 
ढक को छें. जीने ई पर | 
मोटा मजबूत सस्ता था मोदे वेट 
बैड. एक छू पर सेट होता है रा 
द्वारा चलाया जाता हैं। हवा 
३४» समझिए कि है। जो पर 
५ होते है ( दे ३) ही 
है] (लखित संबंध ; 
आए रैच--स्पानातरात्मर (ो धेद्ता हू 
तथा घुणेनात्मक गतियों हा दालाबिरूपिदाव ही हे 
मुस्मत (उत्पानक, फोयले हा (गे >एलटॉट) 
डोकण)। (नशे 


4. खल्एभण: 2. "कोट 


२११ अति सरल प्रइनों में दालाविर सिद्धान्त का अनुप्रयोग <७ 


“ढोछ की संदृति को ढोल की परिमा पर ही, यदि ऐसा कह से, “ठपुरशात/' करना 
सुविधाजनक है, अर्थात्‌ 4 के स्थान पर एड “ठघुडत सदति को समय छैवा। ेघुरा 
संहृति की परिभाषा है 
8) उल्स्गेा,,ट 

(अवस्थितित्व धूर्ण--लघुटत सदृति)<अिज्या वंय बर्ग फल) 
समी० (7) के प्रभाव से (77) का अब निम्नलिखित रुप में पुनलसन झर 
अकफते है-- 





(?-७0-॥/>- 3/../०)३४२८० 

कारण कि 7७55८, अतएवं 7७८८८ तो अब निम्नलिसित गतिनसमीकरण 
प्राप्त होता है 
(9) (/+#/.0:77-० 

अतएवं ढोल का अवस्थितित्त्य उत्थानक की सहूति के साथ एक पद, 2/,/ 
“का योग कर देता है। 
(३) नत तल पर छुढ़कता हुआ गोछा 

यहाँ फिर ढाल पर नीचे बी ओर जाने की स्थानांतरण-गति ओर गोल के केन्द्र से 

जाती हुई (आ० १४ में कागज के तछ से लंबवत्तू, एक अक्ष के चारों ओर की) 
धूर्णन गति, इन दो गतियो के युग्मन से काम पड़ता है। इस स्थिति में गुरुत्व का 
'प्रभावशील घटक होगा-- 
7-३ भी। «५ 

रेखाचित्र में प्रदर्शित स्थैतिक घर्पण 7 दालॉँबेर-सिद्धांत में नहीं आता, क्योकि 
चह स्पर्श बिंदु पर ही आरोपित है और यह बिंदु क्षणमात्र के लिए स्थिर रहता है। 
विशुद्ध छुठन (लुडकने) की गति का प्रतिबंध है-- 
(०) & 5+७) या, आभामी गति के छिए लिखित, 82ल्‍579%. 
दालाँवेर के अनुसार अब यह आवश्यक है कि 
(7) (76 #ा5- 272) -+- १४(--/०) 5० 

अवस्थितित्व घूर्ण 4 का ज्ञात करना समाकलन गणित का प्रश्न है। 
बिना प्रमाण दिये यहाँ हम कह देगे कि ८, #/ ओर ८ अर्धाक्षों वाले दीर्घवृत्तज 





4. मेल्तपटथव 2. पधाव्टप्ण व्यव्णाण्० चलराशि कलन 3, म्यापफ़््ठंव, 


८८ मिकायों की मांभिकी डा 


का अवस्थितित्व-धूर्ण, ८ अक्ष के प्रति (और ४ तथा ४ के संबवत्‌) दिला 
होता है-- 
/4 
(प्. | जु (कर: 
तो इससे गोल का अवस्थितित्त्व धूर्ण निकछा 


(2) उन दर कहा 





आकति १४--नत समतल पर गोला स्वैतिक घर्षण ? विशुद्ध कु 
कराता है, परतु दालाँबेर सिद्धान्त में नहीं आता। 


हैं, यो 
जैसे कि (8) में, अब 7 दूरी पर हूघुकृत संहति का प्रवेश करते है 
(726) के कारण निम्नलिखित हो जाती है-- 


(2) 6,८४5 जु १0५8 


यदि इसे (77) में परिस्थापित करे और (70) को भी विचार में है बोर 
सहज ही प्राप्त करते हँ--- 


(73) पं लन्ड भाग «- 


दे" हल्व गीत 
गुणनखंड $ बतछाता है कि गोले के कोणीय त्वरण और फटी 

अवश्वितित्त्व के कारण नत-समतल पर “पतव” में विलंब कैसे हो जाता है! 
समीकरण (3.3) में निकला था कि स्वतत्न पतन में अंतिम वेग 


२-११ भति सर प्रश्नों मे शा्पश्श फिदवात का घाप्पोग ८्द्‌ 


म्ल (0.7, [[.- दच्द ४६ पाई] 








विशाणजा है। अपर को काग्द था है हि अद गह पकधाण सके २5 





ने करार आगगोए (पप्गर) शो गा प्य जाग मे दान एइगढ गाह शी भायमा मा 
हर्म में भी एशिडित 7 है । 


(४) निदिए्ट प्रक्षेततेथ पर मवि-नियतित सही 


विप्धित दथ पर की दिस्‍्घाइन को संराध है भाषाओं यों गरापप ह00 40 





हों। होगी ्ि गति र्षीपरिग गाए हे को एस दि्पारस से लिए राजारिर सिद्ध 
शशा है रि 
हा 
है5 (6,५7५ ) "70. 
अर्पार्‌ (5.8) के अनुसार, 


(73) कप, भर । पर गा 3 








अनुप्रदयुता बस हर बी दिशा कोई भी हो गयी है। इस बट है के नियधित 
दप के खबबा घटा है, भौर प्रीक्षिया 2९, के! योग में अपकेस्द बचा ८ का 
साम्यगारक मिलना घाहिए, अर्थात, 2, और #१,, दोनों गो पनात्मझ दिशा 
अभिषेद्ध मानते हुए, के 
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स्थापकतया, विशेषशर यदि नियप्रण पटरियों जैसी विसी द्रवब्यात्मए युवित 
द्वारा उपलब्ध हुआ हो तो, हमें एफ रपये रेगीय पटक 22, अर्थात्‌ घपंण, को भी 
विचार में छेना पढ़ता है। यदि पर्षण को 385 की ऋणात्मक दिशा में धनात्मक 
गिनें तो समी० (74) यधित होकर निम्नछिसित हो जाता है 
(76) गारचच्ट), -३2२,. , 


. >पष्टयंडी तल्राण८ य ग 


९० निकायों की यांत्रिको शा 
22५ तो समी० (75) द्वारा निर्धारित हो जाता है, परंतु, हुवे गए 
(76) का 2६, “स्थैतिकोयतया तथा गतिकीयतया अनिर्षारित' रहता है और 
केवल प्रयोग द्वारा ही निर्धारित किया जा सकता है। प्रकरण ईढें मे बताई 
इस प्रकार के प्रयोग कैसे किये जाते है। 
8 १२. प्रथम प्रकार के लाग्रॉज-समीकरण के को 
विविकत' संहति विदुओं /80,08-०/४8 के एक विकार हा विचार हौं 
जो परस्पर निम्नलिलित 7 पूर्णयदीय प्रतित्रंथों द्वारा संबंधित हो। 
(7) कान्‍्च), कै, 550,» कू0 कर्ता 
तो यहाँ स्वतंत्रता-संल्याओं को संस्या /ल्‍3/7/ होगी। है। कल 
निर्देशोंको में काम करेंगे और दालवेर स्रिद्धांत के (70.6) वो कह हे 
उपयोग करेगे। वहाँ आये हुए भद्दे योगों को अधिकतर सुविधाजगी 
लिखने के लिए हम निर्देशाक वृन्द 
दर 2 ॥फ सीन ० ईखीकक हिल हिंक 
को क्रमातू निम्नलिखित प्रकार अकित करेंगे 
कक कक्ष औड3 २९4५ ०-५ *०री व >उरिीआ3 रा] मी 
तीव 


और इसो प्रकार बल समूह ऊ,ए,2, के घटकों का भी अंकत के ॥) 
का ४४७2९ से संबंध है उत्ते #& द्वारा सूचित करेंगे। प्रकट है कि ## 


समूहों में बराबर होंगे। तो समीकरण (706) अब ही जाता है-+ 


उझ हि 
(2) घट (>५-॥६४६ ) 85%550 
बच 


* केक 
नियंत्रण (7) के # प्रतिवंधों के प्रभाव से 820 निम्नलिखित निरोधों 
में होगे-. 


6) हिक००0, व्लाआलन- 
इनको इस प्रकार भी छिख सकते है-- 
38 हुह्य 
धो ., 5 07 #डस्न0, उन्त,2 ० 





ईज्त्य 7४६ न 
इन 78 ओ ऊ में से प्रत्येक को एक स्वेच्छ संख्यात्मक ग्रुधन खंड थे 


[हा 


- एछींडट्श्व्प्ट 2. 59४८० 


क्र प्रषम प्रशार के फार्गत गोरा | 


गुघर) में पुदा पर इोडिए सौर शाजविस गुसौरागः (3) वा शोय भर रव 5। 
इससे दाल होगा 
द्र्प ४ 
(6) ३. (किन + ३ है 
पड । ] 






38 मर्द ते ६४ दिशगाणानों में 


सप 4 $ इसे रदाज दिशदाएनों हे रस है । 





| गज 
(6) हद नव 0३ हे शा +* ही; 


7 है 
इस प्रारर नि्धारि ॑ सरगय्ों हे कोने हए, संभो> (5) भर रैयाई निशा 


ही गा शा तले 


उप 9 7 ४ 
(7) $.> (वि।+ हों, भ+ 3) हे; १) 80-०0 
या उग्य ७ 


पढ़ा ६४६ पृथेष्श रगात म| और याराय में उगगी सरया / उउ॒-॥ है। मद, 
डशररघत', हम या घने कि 
(8) १९,४८८ 0, 8४, -८६४५३-:-००-* 

शाहईएत्वाा६७४५०,-००5 35५०0 
सा देखेंगे कि ६8,४७ पा घन राह अपध्यमय घृन्य ॥ यहिि ए शो सब, 
2, 2,..<६ मान दे कर देखें सो विगछता है हि कोप्शों में जो गरेत पुण 
है. उन सबयों भो झृन्‍्प हो जाना भाहिए 








मैध-क+5++ ४) 3 877..0, [वचन 7२,००३ 
न्सयि ०% 
समीकरणों (6) के साथ इनमे नीचे दिये हुए 38 अवकरा समीकरण बनते है-- 
श्च्चा 


(9) आकफ४ 2५ + 5») ३ का, [चता,2--380- 


कन्या. 0४ 


में बरावर होगे; जैसे कि शत आड़ नी 5 
है के पीने निर्देशाक होते हैं न] अडत 9 ह्डत्ट 
अब तक हमने समझ लिया था कि प्रतिवंध (0) पूर्णपदी् है! कर 

मान ठे सकते है कि थोड़े से ही रुपान्तर से ऊपर दिये हुए सबके सर 
स्थिति अंतर केबल यह होगा 


9४ द्बाल्े गुणन खंडों को. री ल्र्देशाँकों के व्यापक है 
95% 4 ह। नं हे 
करना पड़ेगा, जोकि लिसी फलत के आंशिक के सह 
जा सकते। यदि यह प्रतिस्थापन समीकरणों ( में करें तो तुरंत ही 


ज्िकायों के लिए छाग्रॉज के प्रथम प्रकार के समीकरण 


(9०) - छटपतरफिनी 22 ै रीू 


संबंध नही है। गे. अभियाचना (9) की ब्युत्पत्ति पर कोई 
संबंध 


चाहें तो इस प्रक्रम का अनुः 
ओं का योग कर देते हैं तो बायीं ओर श्राप्च हैं है, 
47 07 


(90) ताजजाफरेंक हेप /क ०] हिल कत्तती न्फ् 


रा हा कर्म दर्द 
दाहिने अंग का प्रथम पद अनुप्रयुवत॒ बलों, दास समय व६ में किया 
करता हैं ह 


4. छुठ]०४०७४५ "2. एममगे वेल्मैर्गर्परच् 5 


३२१२ प्रथम प्रकार के ज्ञाप्रॉन समोफरण ९३ 


(ते जब ज कदर 

दाहिनी ओर का इ्विनीय पद घून्य हो जाता है। वयोणि 

(9४) 0: (न 5), ८८०, 
(नव ऐ+% कब 


इमलिए किक बेयल ४ पर निर्भर करते हैं, अतएय 75४) सुधित कसा 


है कि 
(वे बह ज7---हकघ 0 


तो अब (98,८) से प्राप्त फरते है 

(70) ९ बपाच्न्वातट, 

यदि 74 भी समय (/) पर निर्भर करे तो ऐसा नहीं होता। तव (9४) के 0 
के स्थान पर रसना होगा, त्रमात्‌ 


२५ 073 [४] 
+ 9) )।-:--४6/ और +--. ८ 
ज ;' 7 हे 7 
तो समय-निर्भर सापेक्ष नियत्रणों के लिए ऊर्जा-समीकरण होगा--- 
(7०१) बाएज्बत/-४5 7. 


इसका तात्पर्य यहू हुआ कि समय-निर्भर सियंत्रण निफाय पर कर्म करते हैं । 

; इस सिद्धांत को अधिकतर साकार बनाने के लिए टेनिस की थापी (रैकेट) 
का उदाहरण लीजिए। यदि थापी स्थिर रखी जाय तो वह गेंद को बिना ऊर्जा- 
(रिवत्तंन के परावत्तित कर देती है । इसके वजाय यदि वह पीछे को दव जाय 
या आगे को गैंद की ओर भूल जाय तो वह ग्रेद से ऊर्जा छेती है या उसको देती है । 

अपूर्णपदीय निकायों में, (96) में हुई 7५६ की £ पर स्पष्ट निर्भरता, 

(70) के रूप सें ऊर्जा समीकरण से संगत होगी। परतु यदि अपूर्णपदीय अतिबंध 
के रूप निम्नलिखित होता 
2१2 -. ज्ह& कंदन८य 0, 


९४ *.. निकार्यों की मांत्रिको र् 
तो (7.4) के स्थान पर 0) से संबंधित अंगों को (70) से जोड़ा पडा और 
तब (70) का रूप (708) के अनुरूप हो जाता, अर्वात्‌ 
(7०9) बंप'-बीक-.॥/ हा ७. 
६ 

अगछे अध्याय में दिये गोलीय छोलक के दृष्टांत से हमें मादूमु हो है 
थं को, प्रुणंपदीय किवा अपूर्णपदीय प्रतिबंधों द्वारा डाले हुए निय॑त्रणों के विछठ 
निकाय की प्रतिक्रियाएँ कौनसी कैसे होती है। वहाँ हम यह भी देखेंगे कि किति 
प्रकार भी चुनें हुए # छाग्रॉंज-समीकरणों द्वारा >े ओों का तिर्धारण वहीं हि 
जा सकता, यद्यपि इन समीकरणों की व्युत्वत्ति के लिए जो बातें माव ही की 
ये सब अनुज्ञेय थी। इसके स्थान पर वहाँ » ओ ं के निर्धारण के लिए सारे के 
3४ छाग्रॉज-समीकरण छेने पड़ेंगे। इस वात का महत्त्व समझ ठेना चाहिए हि 
लागग्रॉज गुणकों की रीति न केवल प्रथम प्रकार के छाग्राज ५ ही 
(देखिए अध्याय छठा, प्रकरण ३४) 7 अधिकतर व्यापक समीकरणो 7 
भहत्त्वशाली भाग छेती है। यांत्रिकी में उनके उपयोग के अतिरिवत, महत्मों हर 
अल्पतमों के प्रारभिक सिद्धात में भी, लाग्रॉज गुणकों का साक्षालार ट 
पड़ता है 


8 १३, संबेग के तथा कोणीय संबेग के समीकरण 


इन समीकरणो को विविक्त सहति-बिदुओं के एक ऐसे निकाय के लिए ४2+ 
करेगे जिसका कि आकाश में, समग्रत:, स्थानांतरण तथा घूर्णेन किया मी 3329 
हो। परंतु एक सीमांत प्रक्रिया द्वारा वे, वैसी ही भली भांति, किसी स्वत 
गतिशील दृढ़ पिड के लिए या किसी भी ऐसे यांत्रिक निकाय के लिए अनुपरयु्ि 
जा सकते है जिसकी गति किस्ही वाह नियंत्रणों द्वारा निरोधित मे हो।. «| 
आरोपित बलों को हम वाह्य और आंतरिक वल्समूहों में कखे हे 
यह्‌ वर्गीकरण बलों की उत्पत्ति के बारे में कुछ नही कहता और इसलिए पूठ ऐ 
के अनुप्रयुक्‍त तथा प्रतिक्रिया वछों चाछे वर्गीकरण से किसी भाँति सर्वेतम नही है 
, अस्तुत भेद की केवलमात्र कसौटी यह है कि निकाय के भीतर ही भीतर 
| प्रतिक्रिया का नियम संतुष्ट होता है या नहीं । अथम स्थिति में कहते है कि व 9 
आंतरिक है; दूसरों में, बाह्य | उदाहरणतः, सौर परिवार के आंतरिक बह 


२१३ संवंग के तथा कोणीय संयेग फे समीफरण ९५ 


प्रयुतत बल-समूह है क्योकि वे गुरत्त्वाऊर्पणात्मक है, परतु जो बाहा बट रेलगा थे को 
चलाता है, वह (जैसा कि प्रकरण १४-२ में देसेगे) प्रतित्रियातरठ है, नर्थान्‌ घूमते 
हुए पहियों पर स्वैतिक घर्षण । 

बिंदु £ पर आरोपित बाह्य बल को 8५ कहेंगे । आतरिक बल इस बात की याद 
दिलाने के लिए ए, कहे जावेगे कि थे निकाय के भीवर दो विदुओ के बीच जारोंपित 
होते हैं और निकाय के भीतर ही न्यूटन के! ततीय नियम 
(7) छ,६5- 
का पालन करते हैं। 
(१) संबेग का समीकरण 

अब (0.5) के रूप में दालंवेर सिद्धात का उपयोग कीजिए। हम ह& 
के स्थान पर 7५ कद तथा परिभाषा के अनुमार 2 के स्थान पर न 





छिसेंगे और सब 85; ओ को परस्पर बराबर कर देगे । अतएवं निकाय के सर्भ 
संहूति बिंदुओं को एक जैसा[ आभासी विस्थापन मिलेगा । यदि योग मे सभी ; और + 
ले लें तो (7) के कारण (70५) निकल जाते है, और केबल निम्नलिसित रह 
जाता है-- 
(2) $5. (8-29) न्त0, 

ए 


योग में सभी : ओं का छेना एक ऊपरी छकीर द्वारा सूचित करेगे । तो (2) से परि- 
णाम निकलता है कि 
(3) कुछ 
7 निकाय का सारा संवेग है जो कि ययवितक सवेगों के सदिश योग के वरावर 
है। हम संहति-केद्र-वेण ४ की परिभाषा यह करते है कि 
बि >कर ++ छु, 2/5-5॥ 
और (3) के स्थान पर प्राप्त करते है--- 
3०) 34एं-फे 

अब एक कोई भी स्वेच्छ, पर स्थिर अभिदेश बिन्दु 00 चुनते है । निकाय के 

बिन्दुओं की 0 से दूरी 7६ नापते है; और संहति केन्द्र की 0 से दूरी [५ निम्नलिखित 


समीकरण द्वारा परिभाषित करते हैं: 
(30) कार -का- 


श्द्द निकायों की यांत्रिको.. श्र 


समीकरणों (3०,#) की अंतर्वस्तु का सार यह है कि, ख्वतंत्रतया गतिशह 
यांत्रिक निकाय के संहृति-केद् की गति एक ऐसे एकाकी संहति विद्ठु को गति 
होती है जिसकी संहृति 04 निकाय की सारी संहतिं के बराबर है और 3 
निकाय पर आरोपित सब बाह्य बलों का परिणामी मे आरोपित होता है। 


(२) कोणीय संबेग को समीकरण 
. कल्पना कीजिए कि निकाय को विंदु 0 से जाते हुए किसी भी अक्ष केआति 


एक आभासी घूर्णन 36 देते है। तो निकाय के विभिन्न संहति-विद्ुओं / हे 
विस्थापन 985५ असम होंगे; क्योकि 


(५) 85,5८5 8 # ३८7५ पु 





आकृति १५--आभासी घूणेन 88. आकृति १६--आँतरिक यहों के ई. 
कारित आमासी विस्थापन 88. जोड़ों में कट जाते है । रत 
इसके प्रमाण के लिए आकृति १५ देलिए। वहाँ 39 को पूर्णत-वक्ष परी हर 
की भाँति और, साथ-ही-साथ, दक्षिणावर्त्ती पेच के कायदे से सहमत होते £* 5 रो 
के चारों ओर एक बक बाण की भाँति भी खोचा गया है। रादिश के गुणा 
परिमाया से सदिश 33& का परिमाण ४5 निम्नलिखित होगा- है 
35६8९ /:५ ५507 ८४-8$ ९४४ है 
जैसा कि प्रस्तुत चूर्णन के छिए होता चाहिए। इसी अराई मे हरी 
दिज्ञा और भाव (4) द्वारा ठीकश्ठीक दिये जाते हैं। 89 रेत डे 
दिज्ला में कागज की और होगा। 


२१३ संवेग ऐ तया फोणीय संयेग शे! समीकरण ९७ 


गदि (4) का (70.5) में उपयोग करे और * तथा ह को उपप्रकरण (१) 
की भांति विस्यापित करे, तो हम तुरत प्राप्त करते हे-- 
(७) झेल +>8/५-79,)-(88 >30॥ +5०0 


तदुपरात हम प्रारभिक सदिश बीजगणित के निम्नलिसित कायदे का उपयोग 
करते है-- 
(6) 43. 8,८0--58. 0.८8-०. 8५८8 
जो बहता है कि किन्‍्ही तीन सदिशो &, 3, (:, द्वारा निमित समातरफछकी” का 
आयतन उसके तीन सलग्न किनारों के “नामों” के चक्रीय क्रमचय' के क्रम पर नहीं 
निर्भर करता । 

अतएव (5) के स्थान पर लिस सकते है-- 
(7) 38.45 (5 €8;) + 5 ४ (5६०८ 8) - 5४) (८ २८ 7,)) ८ 


इस प्रकार 8 और ह के बीच का सबध तोड़ दिया जाता है, ताकि, 88 कुछ भी 
क्यो न हो, मध्यस्थ कोप्ठकों () में जो पद है वह स्वयं शून्य हो जाय । इस पद 
को अधिकतर सरलतया लिखने के लिए निम्नलिखित सकेतव का उपयोग 


फरते हँ--- हि 

(7०) प..55»८7% जैसे कि (5-2) में; 37.- 5४..; 

त्तथा 

(70. ६-०५ >८?,, प्र ्कू (7६ २ ?,) ++. ४५ जैसे कि 
एव हि (5.74) में, 
(गे जि- 5५, , 'ि- 5४५. 


अतएव 7, है सर्वसामान्य अभिदेशविंदु 0 के प्रति सारे बाह्य बलों के घूर्णों का 
योग सदिश; और शं है उसी अभिदेश बिंदु के प्रति निकाय के सब सहति 
बिदुओ के कोणीय संवेगों का सदिश योग या, अधिकतर संक्षेपतया, 0 के प्रति 
निकाय का संपूर्ण कोणीय वेग । 

इसके अतिरिक्त, आकृति १६ की सहायता से हम यह दिखलाते है कि समी० 
(7) के दोहरे योग में सब पद जोड़ो में कट जाते है, 


. एक्ब्रॉश०फञाफव्त 2. (एचा८ट फथ्चगएबवपंगा 
७ 


९८ ४ निकायों को यांभिकी श्र 
अर्थात्‌ 
(8) डक > पिष्नीट2 सिक्षतत 0- 


हम देखते हूँ कि इस व्यंजक' में तृतीय नियम, समी० (7)+ अनिवायंत, आर 

बल की परिभाषा की भाँति काम करता है। ए 
समी० (8) से परिणाम निकछता है कि (7) का दोहरा योग शूल्य 4525, 

समी ० (72,#,८) को स्मरण में रखते हुए हम (7) से परिणाम ५७ 

(9) हर लाई मर 

यह समीकरण (3) का ठीक प्रतिरूप है। वह कहता है कि... ६ 

निकाय के संपूर्ण कोणीय संवेग के परिवर्तंव की समय-चाछ, 
बलों के परिणामी धूर्ण के बराबर है, , 

ठीक वैसे ही जैसे कि समीकरण (3) ने कहा था कि , 
निकाय के संपूर्ण संवेग के परिवर्तत की समय-चाल सब बाह्य 

णामी के बराबर होती है। [ 
ये दो नियम क्रमात्‌, कोणीय संवेय और (रेखीय) संवेग के ४५३ 

सिद्धांत) कहे जावेंगे। पे। 
पर साहित्य में पहले समीकरण (9) को क्षेत्रफलों का घिद्ात' ह 

इस नाम का प्रारंभ केपुलर समस्या में हुआ था । वहाँ हमें प्राप्त हुआ घां हैँ 

एक ग्रह के लिए क्षेत्रफलीय वेग कोणीय सवेग के समानुपाती है और 

की दिशा ग्रह-कक्षा-तल के लंबचत्‌ है। ग्रहीय बहुपिड-समस्या में ऐसा नही 

वहाँ उसके स्थान पर निम्नलिखित होता है-- हि 


बाद 


हम बलों कक ्पि 


ही हो।। 


(०) क्क- ६25 ९ 
री 3 पहोंहे की 
अर्थात्‌ न केवक विभिन्न ग्रह संह्तियाँ गुणनखंडों की भांति आती है अधि 7 हा 
अपने वैयक्तिक क्षेत्रफलीय वेगों का योग सदिशात्मकतया करता पड़ता डा हि 
प्रकार एक संपूर्ण ग्रहपरिवार के लिए जो क्षेत्रफलीय बेग निकलता है 4० ही है 
सुविदित है, एक निइचर तल (एक समतल जो 7! का अभिरेव हो, 


. एफ॒ःल्डंगा. 2, ऐसंजटएफ्ञॉ रण खाट 


२.१३ संबेग के तया कोणीय संवेग के समीकरण दर 


लिए निश्चित होता है। वह निश्चर इसलिए है कि ग्रहपरिवार में बाह्य व: 
समूह नहीं होते और इसलिए ॥.--0. तया, (9) के अनुसार, 
(0) का-नियत- 
व्यापकतया, 7-0 के लिए हम एक विशेष गिद्धात प्राप्त करते हैं, फोणीय संयेग 
के अधिनाशित्व का सिद्धांत । दृढ़ पिड जैसे अनन्ततया बहु कणों के निकाय के लिए 
क्षेत्रफलीय वेग की भावता को मनोदृष्ट करना और भी कठिन, इसलिए कम उपयोगी 
है। अतएव व्यापक व्यवहार के लिए जर्मन शब्द प्डाचेनसात्न (क्षेत्रफतों का सिद्धात ) 
त्याग देना चाहिए। 
(३) निर्देशांक विधि से प्राप्त प्रमाण 

अब हम अपने सिद्धातों के प्रमाण की एक दूसरी विधि का स्यूल वर्णन करेगे--- 
कार्त्तीय निर्देशाको में बिघटित करने की विधि | क्योकि इन निर्देशाकों का उपयोग 
करना बहु-प्रचलित है और पुरानी पाद्य-पुस्तको को इतना अधिक प्रिय है कि हम 
इस प्रथा को कुछ-कुछ स्वीकार कर लेना चाहते है । 

हम निम्नलिखित समीकरणो से प्रारंभ करते है-- 
९ 7) सडक; च्च्ट न हम न 


आम) ४चच ४, + 5) 9५ 


जो सहज में ही समझ में आ जाने वाले रूप में लिखे गये है । इनमे के पहले समीकरण 
में &,,+->,, रखकर, £ के छिए योग तुरत ही संवेग के समीकरण का :-घटक 
भदान करता है-- 


(2) किए चल अठः 
पहले समीकरण को --)% से, दूसरे को :+ से गुणा कर, युणनफलो का योग देता है-- 
(03) केशफिकोंप- 2) य्रक्ग् 00227 ४23 


जो पद. . . . लिखे नही गये है उन सब में £ और (४ ओ को जोड़ो में इकट्ठा कर 
लेते है और इस प्रकार आतरिक बलों, 7-+£ तथा £-*, की दिशा निकल आती 
है। तब प्राप्त करते है-- 


न चकिा ४3% ० ४:४- 272६ 


१०० लिकायों की यांत्रिकी र्पैे 


छ; ! 

े [00-30-2व-थ नश्य[0४7 2 “एफ आओ] 
सरलीकरण दिखलाता है कि आकृति १६ से सहमत होते हुए यह पूल के बदात5 ; 
(5.7४) की सहायता से (73) का दक्षिणी अंग निम्नलिखित रह जात हैड 


जय, 
यु 


(5.74) के विचार से बायाँ अंग्र निम्नलिखित है 
(73५) का जआक (६): 2:00 "| ) रत का 
£ ६ व 


। 
तो समीकरण (73) कोणीय सवेग के समीकरण (9) के #बठक से सर्व है 


(४) उदाहरण 

रेखीय और फोणीय सवेगो के सिद्धांतों मे एक महान्‌ भेद है हक बाएं 
करण हम एक ऐसी विश्येप स्थिति की सहायता से करेंगे जिसमें निकाय पर 
बल आरोपित ही न हों । 

समो० (3०) के अनुसार इस स्थिति में संहृति-केंद्र का वेग निश्वर रह 2 कि 
निकाय में आंतरिक गति के होते हुए भी, गुणनखड के रूप में विद्यमार्ते सारी 


स्पिर ट्टी रहा 
24 नियत रहती है ॥ अतएव यदि संहति- ति-केंद्र प्रारंभ में स्थिर हो तो 
हि दर गति ब्रद्वात 


है। आंतरिक बलों में यह योग्यता नही होती कि वे संहति-कैद्र अत 
सके, चाहे कोई नम्म संधियों वाली यंत्र-रचना हो या जीवित हो। 
संहृति-बैंद्र चछाने के लिए. किसी आधार को घवका देने की, अतर्द वाह 
आवश्यकता होती है। हा 


प्रकट है कि बाह्य वछो की अनुपस्थिति में 7,+50; अरतएव (9) 
(74) #-नियताक हे हिए 
यदि रांवेग-घूर्ण आदि में शून्य हो तो, आंतरिक वलू-वृन्द युक्त निकाय 
बह शून्य ही रहता है । परंतु इससे यह परिणाम नही निकछता कि निशय इन 
स्थान सादा के लिए वही बना रहेगा । बरन्‌ यह कि यह कोणीम स्थान 
केवल आंतरिक बलवू द की सद्टायता से, विसी बाहरी वस्तु को धवका हे 
बदला जा सकता है। 


२१३ संवेग के तया कोणीय संयेग बेः समीकरण १०१ 


इसका एक उदाहरण विल्ली है, जो सदैव अपने पैरो के वल ही गिरने का प्राध 
कर लेती है। अगछे पैरों को उचित प्रकार घुमावःर, साथ ही पिछले पैरो को दूसरी 
ओर घुमाकर वह ऐसा कर लेती है॥ +रिस अकाउमी द्वारा १८९४ में प्रकाशित 
कांत राडू' में पृष्ठ ७१४ पर मुद्रित, शीघ्र-शीघ्न लिये हुए फोटोओ में बिल्ली की 
यह क्रिया चित्रित है। 
इस प्रक्रिया की मुख्य-मुरय बाते, एक आवर््तेन-स्टूल के प्रयोगों द्वारा देसी जा 
सकती है। इस स्टूल में एक क्षैत्रिज मडलक होता है जो कम से कम घर्षण के साथ 
एक ऊर्ध्वाधर अक्ष के चारो ओर घूम सकता है। प्रयोग का “साधक” मडलक पर 
बैठाया जाता है। शुरू मे मडलक स्थिर होता है, अतएव 
१४२८०. 
बह अपनी दाहिनी भुजा उठाकर सामने छाता है और उसको पीछे की ओर घुमाकर 
के जाता है। 
इस प्रक्रिया में “बुहारे हुए क्षेत्रफल” का संतुलन स्टूल के मडलक समेत शरीर 
के शेप भाग की प्रतिकूल दिद्या में घुमाने से करवा होगा । ठीक-ठीक शब्दों में, घुमायी 
हुईं भुजा का सवेग-घूर्ण 08, धड़ और मडलक में एक ऐसा सवेगधूर्ण ॥४ उत्पन्न 
कराता है कि-- 
%,----7४३. 
साधक अब अपनी भुजा नीचे कर छेता है। इससे 7४ में कोई परिवर्तन नहीं 
होता । अब शरीर प्रारंभ की स्थिति में हो गया; और सारी प्रक्रिया फिर की जा 
सकती है। प्रत्येक पुन.करण में वही प्रति-घूर्णय (५ होता है । इस प्रकार की 8 
पुनरावृत्तियों के बाद साधक छक्ष करता है कि वह्‌ अब आदि से प्रतिकूल दिशा में 
देख रहा है। संहति-केर्द्र के स्थान से भिन्नत:, कोणीय स्थान प्रारभ की विराम अवस्था 
द्वारा नही निश्चित होता | 
साधक के दाहिने हाथ में एक भारी बोझ थमा कर प्रभाव अधिक किया जा सकता 
है। बैसा करने से “बुहारा हुआ क्षेत्रफल” एक तरह से, वहुगुणित हो जाता है, जिस 
कारण प्रति-घूर्णन भी प्रत्यक्षत अधिक हो जाता है। 
आइए, दो प्रयोग और करें | साधक स्टूल पर भुजाएँ नीचे किये हुए खडा होता 
है और उसको एक कोणीय सवेग 7५० देते है; अब वह दोनो भुजाएँ (यदि चाहे तो 
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श्ग्र जलिकायों की यांत्रिको रा 
हो जाता है। 


हाथों मे भार छिये हुए) एक-एक तरफ उठाता है; तो घूर्णन एकाएक कम कि, 


इसके बजाय, स्वूछ पर साधक को खड़ा कर, दोनों भुजाएँ इधर-उधर 
भडलक को धुमा देते है; अब बह अपनी भुजाएँ नीचे करता हैं और हि 
तिपाई से गिर पड़ता है बयोंकि घूर्णन, विशेषतया यदि भारों का उपयोग हिय 
हो, एकाएक बहुत हो बढ़ जाता है । 

ऊपर की इन दोनों स्थितियों में 

५ -०४,, 
और इसलिए समी० (73.6) से 
व७००घ-३ (०१० 
परंतु प्रथम स्थित्ति में 
7&7,, ओर इसलिए, ७।<०७५; 
और द्वितीय स्थिति में 
7,>7,, जिस कारण, ०७4>७७- अवश्थितिंत: 

कोणीय सवेग के अविनाशित्व में (अर्थात्‌ एक ही जैसे रहते हुए) अद विशेष: 
चूर्ण की परिवत्तंनशीछता का उपयोग खेल-कूद के सभी आइचर्ये-कार्यों में न, 
जिमनैस्टिक के क्षैतिजदड के व्यायामों में, बहुतायत से होता है। > 
“फार्वर्ड अपस्विग””' पर विचार कीजिए) झूलन प्राप्त करने के आदि कार्य या 
फछा हुआ, अवस्थितित्व-धूर्ण बड़ा, और दड के चारों ओर का 22% हे 
होता है। जब खिलाड़ी आगे की ओर झूलता है, उच्चतम रुधात पर पहुँचने के 
पहले, वह अपने पैर सिकोड़ लेता, है, जिससे दंड के प्रति उसका अवस्थितिल हो ही 
हो जाता है और कोणीय वेग बढ़ जाता है । उसका सहति-केंद्र दड के अपर दंड शो 
है और खिलाड़ी दंड पर सीधा स्थान ग्रहण करता है। ध्यान दीजिए कि या 
हाथों से पकड़ने की प्रतिक्रियाओ का कोणीय संवेग पर कुछ बहुत विचारणीर बह 
नही पड़ता क्योकि दंड इतना पतछा होता है कि प्रतिक्रिया के बलो की उत्तोर्ती * 
शून्यप्रायतया छोटी होती है। छ्यादि) हि 

“बृत्तों के व्यायाम” (पोछे की ओर के नितंव वृत्त, घुटनों के वृत्त, दे 
इन्ही सिद्धातों का उपयोग होता है। जिम्मैस्टिवट, वरफ पर स्कैंटिंग 
“जूते” वर सरकना) और स्कीइग (लकड़ी के विशेष रूप के लव एक-एक फः 


घारदाए 
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२१३ संबेग के तया कोणोय संवेग के रमीफरण १०३ 


को प्रत्येक पैर से वॉधकर बरफ पर सरवना ), ये एक प्रगगर से प्रयोगात्मद सौर 
सैद्धातिक यात्रिकी के पाठ हैं । 
(५) जहाजी इंजनों का संहति-संतुलून 

अंत में आइए एक बहुत बड़े उदाहरण पर विचार करें--जहाजी इजनो की 
इतस्ततोगामी सहतियों का सनुलन । 

पिछली शताब्दी के अतिम वर्षो मे, अपने सक्रमण युग में जिसके परिणाम स्वरूप 
शीधुगामी जहाज बनने छगे, जहाज-निर्माण-उद्योग एक विकट स्थिति से होकर गुजरा। 
शिल्पिक कारणवश नोदक-ईपा' के घूमने की चाल छगभग एक सौ प्रति मिनेट की रानी 
पड़ती है। पिस्टन इजनों बेर अवस्थितित्वीय प्रभाव भी इसी ताल में बदलते हैं और 
उन्हें जहाज के पिंड में अवश्ोषित हो जाना होता है। ज्यो-ज्यो जहाज की लवाई 
बढायी जाने लगी त्यो-त्यो उसकी “निजी आवृत्ति” कम होती गयी और यह आवृत्ति 
खतरनाक रूप से अवस्थितित्वीय प्रभावों के ताछ के पास आने लगी | यहाँ पर 
“अनुनाद” शब्द का व्यवहार कर, आइए हम उस विपय की कुछ पूर्वकल्पना कर छे, 
जिस पर आगामी अध्याय मे बहुत कुछ कहा जायगा । इस शब्द का आरभ ध्वानिकी' 
में हुआ था जहाँ अनुनाद सबंधी घटनाएँ बहुत ही प्रत्यक्ष हैं और जिस सबंध में ही उसका 
पहले पहल अध्ययन हुआ था। 

स्थान की कमी के कारण श्षीघ्रगामी स्टीमरों के भाप-सिलिंडरो को ऊध्वाधिर 
रखना पडता है। विपय को विशिष्ट करने के लिए हम मान लेंगे कि पिस्टन कुल 
जमा चार है (आकृति १७) और ये सव एक ही ईपा से सवधित हैं जो जहाज मे दैध्यंवत्‌, 
आइति में -अक्ष की दिशा में, व्यवस्थित है । हम देखेंगे कि यदि पिस्टनो की संख्या 
इससे कम हुई तो प्रथम कोटि तक भी सहति-संतुलन असंभव होगा । यहाँ हम प्रथम 
कोटि तक ही काम करेगे । आकृति १७ के निर्देशाक-निर्वाचन मे अवस्थितित्व बल 
समूह &-अक्ष की दिशा में निर्देशित हैं और केवड 9-अक्ष के प्रति ही उनके घूर्ण 
हो सकते है। अवस्थितित्वीय प्रभावों का, जहाज के पिड मे उत्पादित प्रतिक्रियाओं 
हारा, अवश्ञोपण हो जाना चाहिए, जिसमे वे तालबद्ध प्रतिकपन उत्पन्न कराते है । 

यह उन प्रतिमानों मे बडी सुदरता से चित्रित है जिन्हे कौसछ आटो शिलक 
ने अपनी ईजाद के समय म्यूनिख के जन म्यूजियम (अजायबघर) को दान किया था । 
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१०४ लिकायों की यांत्रिकी शत 


इसमें जहाज का पेटा एक लंबे शहतीर द्वारा प्रतिरूपित है। सविल् कमातियों दी 
अनुरूपित करती है 


बाहतीर लटकाया हुआ है । कमानियाँ पानी की उत्प्लावकता 
ओर “जहाज” को दोलन करने देती है। जिस समय शहतीर पर छगे हुए 
प्रतिमान चलाये जाते हैं तव शहतीर थोड़े आयाम के साथ दोलन करने लगती है। 





आकृति १७--ऊर्ष्वाधरतया व्यवस्थित चार सिलिंडरों वाले विस्टन 

इंजन का डिलक कृत सहति-संतुलन। दाहिनी तरफ नीचे की और 

रेख़ाचित्र चार कैक-पिनो के परस्पर आपेक्षिक स्थान दिखलाता है! 
यदि इंजनों की घूर्णन-चाल बढ़ायी जाय तो झहतीर का कंपन भी बड़ा हो जाती है 
जितना ही घूर्णन-आवृत्ति क्हतीर की निजी आवृत्ति के मूल के पास पहुँचती हे 
ही अधिक उसका आयाम होता जाता है (देखिए आकृति १८) । दोलनों मे 
आयाम जहाज की सुरक्षा पर और यात्रियों के सुख पर भी विपत्तिजनक प्रभाव 
है । संहति-मंतुलन का अभिप्राय यह है कि अवस्थितित्वन्वछों ता जहादी का 
के इतस्ततोगरामी संहतियों दीया 2. 


फि--><- का विसकरण हो जाम ताकि पढ़ा रा 


उनके हानिकारक प्रमावों से बचा रहें । 


आ० १८--जहाज की निजी सह 
आवृत्ति के मूल केः प्रतिमानवत्‌ यदि त्वरणों से सीधे स्थान-वनिरक 
की योग 


इाहतीर बी निजी आवृत्ति । पहुँच जायें तो, अवस्यितित्व बलों 
दिशा में हैं, अभियायता है किए 


२.१३ संवेग के तथा फोणीय संवेग के समोकरण १०५ 


(75) जअाकाऋहतू0. 
संहतियों | में न केवछ पिस्टन और पिस्टन-दंडों की सहतियाँ वरन्‌, प्रथम 
सन्निकटन तक, संबंधक दडो तथा ऋ्रक ईपा के उत्केद्रं अग्रो के कुछ भागो की 
सहतियाँ भी सम्मिलित हूँ । 

अवस्थितित्व बलो के घूर्णो का सतुलन भी उतने ही महत्त्व का है। ऊपर कहा 
जा चुका है और आ० १७ से सत्य सा प्रतीत भी होता है कि यहाँ #-अक्ष के प्रति 
के घूर्णवृन्द ही कुछ काम करते हैं । एक वार फिर त्वरणो से सीधे स्थान-निर्देशाकों 
पर जा पहुँचते है, और ऐसा करना अनुज्ञेय है क्यौकि उत्तोलक-बाहुगण, अर्थात्‌ आ० 
१७ के ४-वुंद, मियत हैं । इसके लिए हमारी माँग यह हे कि-- 
(76) 00:54 50. 

अब हम पिस्टन के निर्देशाको, «५ ओ, को क्रैकपिन के निर्देशाकों, ४, के पदों 
में व्यक्त करते हैं। आकृति ९ और समी० (9.6) से, प्रथम सन्निकटन तक, निम्न- 
लिखित प्राप्त करते है-- 
(77) &;-47:०05 ४ नियतांक है 
प्रथम सन्निकटन% से यहाँ यह मतलूव है कि हम एक अनन्ततया छम्बे संबधक दंड की 
सीमा तक जाते है, अर्थात्‌ /// ->०. जहाँ-जहाँ #// का प्रथम घात रख लिया गया है, 
जैसे कि समीकरणों (9.5) और (9.6) में वहाँ हम द्वितीय कोटि की गणना नहीं 
करेंगे । सभी पिस्टनों के एक ही ईपा पर काम करने के कारण, समय के विचार से' 
नियत एक करूा-स्थानांतर ८६ के अतिरिक्त, सब #« परस्पर समान होंगे। अतएव 
(78) $४चक। +०५७ 
जहाँ ०३५०0 और ००,०७,०4 ययेच्छया चुने जा सकते है। समी० (77) और 
(78) के प्रभाव से, प्रतिधधो (75) और(76) का चर भाग, जिससे ही हमे यहाँ 
मतलब है, निम्नलिखित देता है-- 


- छल्ट्टप्रपवंट 
अयह प्रथम सन्निकटन संहति-संतुलव को प्रथम कोदि तक निश्चितत करता 
है (अर्थात्‌, जैसा कि उसे कहते हैँ, 'प्रायमिक बलों और प्रायमिक बलन्युग्मों का 
संतुलन” करता है)। कारण कि हम प्रथम कोटि तक ही जाना चाहते हे, द्वितीय 
सप्निकटन आवश्यक नहीं । 


२१ 


श्०्द लिकायों को याँतिकी - 
5 8००४१; +प्य *ै0, 
(79) च्् 24,720000४(४: #ब्कौ सती. 


यदि विकोणमितीय फलनों का विस्तार करें तो देखेंगे कि $; कुछ भीही, ०४ 
और 76; के गुणन्खंड अलग-अलग शून्य हो जावेगे । तो अब हर्म परामितिगो 6 
और «, के बीच चार समीकरण प्राप्त होते हैं । 


(2०) उकाह्आा$ 00$ ५६55०, >0607: ध् (पु ह्फः 

30/,7/6:६ ८05 ८, ०, ज7/॥५4% 84 ०४४० 
26, तथा ॥% वृ द रचना द्वारा निश्चित होते है। रह गयीं पाँच राधियाँ- 
विस्थापन ५३,०७,०७ और दो उत्तोलक बाहु अनुपात, &:% ०६ (हा कल 
का निरपेक्ष मान समी० (20) में नहीं आता) । प्रतिबधो (20) का परहिर की 
के लिए इन पाँच रा्षियों के निर्वाचन में कुछ थोड़ी-सो स्वच्छंदता है। ईगे का 
के कारण ऐसे साधनों का त्याग कर सकते है जो प्राविधिक दृष्टि से उपयूर्ती है 


यह विवरण दिलाता है कि चार सिलिड्र वाछे इंजनों में संदति कक 
कोटि तक किया जा सकता है ! वह यह भी दिखलाता है कि परामितियों के लि 
कारण चार से कम सिलिंडरों वाले इंजनों में संहति-संतुलन, जैसा पहले भी की 
है, नही किया जा सकता । श्लिक' संहति-सतुलन विधि की बाह्य हक 
यह है कि चार-सिलिडर इंजन के पिस्टन समान दुरी पर नहीं होते और मै 
पिन एक दूसरे से बरावर कोणों पर व्यवस्थित होते है। पश्चोकत लक्षण 
१७ के दाहिने निचले कोने में चित्रित है । 


हिलक-विधि ने हैम्वर्ग-अमेरिका छाइन के प्रथम अर्वाचीन स्टीमर्स 
गुण दर्शाया; उसने अनुवाद के भय का निरसन कर दिया। परढ यहें 
जहाण-निर्माण के कार्यों में उसका महत्व अल्पकालिक ही रहा, वी छल: 
पिस्टन इंजनों के स्थान पर वरीवर्तो* का व्यवहार होने जा रहा था और इनमे गो 
गामी रंहतियाँ नही होती । परंतु आज भी मोटर गाड़ियों तथा विमाती ! हि 
भौर सबमरीनों (जलाम्यंतरवाहिनी तौकाओं या पनडुब्बियों) के डीशेले 
भी संहत्ति-संतुछन महत््वशाल है। 


तें में आग 
हू तब हैहिं 
शीध 


३. उत्काटार 2. वच्राफितिच्ड 


श्‌ण्ट निकायों को यांधिको श्र 
योग में लेकर, प्राप्त होता है। आपेक्षिकीय यांज्रिकी के आधारिक समीकरण के 
हमें बताते है कि बंद निकाय के लिए यह चतुःसदिश निश्चर रहता है। अप 
एक गुणनखंड (--८) और एक योगात्मक नियतांक के अतिरिक्त, उसका समय पन 
गतिज ऊर्जा के वरावर है। इस प्रकार प्राप्त चार समाकल (सवेग और अर्थ 
अविनाशित्व) समी० (24) में पद #+7 हारा अनुरूपित है। व्यंजत का कि 
पद घूर्णो के बनाने में एक समय दो अक्षों के संचय का परिणाम है। अकत्ता। दे 
आकाशीय अक्षों का संचय साधारण विचार के कोणीय संवेग के समीकरण मद्ठात कला 
है। दूसरी ओर, समय अक्ष और एक आकाशीय अक्ष के संचय से संहति के 

के द्वितीय समाकल भाप्त होते है जो इस गति की ऋणजुरेखीयता सूचित करते हैं । दो 
समी० (2.79) के अनुसार, यदि समस्त संहत्ति-बिंदुओं को योग में सम्मिलित हा 
पृष्ठ ९५ की भाँति एक ऊपरी रेखा द्वारा सूचित करें और प्रारम से ही (7::/॥ 
वजाय एक रख हें, तो निम्नलिखित, हिसाब लगता है-- 


4-३४ नतं्धुशाउक-- 00%). /क्‍/9- 

कोणीय संबेगों के अविनाशित्व के सिद्धात से यह राशि किसी नियताक के वा 
होनी चाहिए जिसे हम 7८8+ कह सकते है । तो मिविमितीय सदिश संकेत री 
में ओर (3८,8) के सकेतनों के साथ प्राप्त करते है--- 
(25) 3२-४ए--४. हि 
४ और # के निवचर होते हुए इसका अर्थ यह है कि सचमुच ही संहति-केद एक हा 
चाल से ऋजुरेखा में चछता है। (24) की उत्पत्ति के स्पष्टीकरण के लिए अप 
विवरण पर्याप्त होना चाहिए,; चतु.विभितीय संमिति ने उसे और भी राष्ट्र 
कर दी है। हर 
अंत में हम (37) और (22) के परिगणन के बारे में खगोल विद्या के हे 
स्वंधित एक टिप्पणी करना चाहते है । विख्यात ज्रिपिड समस्या के पुर्णया समा 
के लिए, अर्थात्‌ उसके 3८३ निर्देशाकों और 39८3 वेग-घटकों के विधारिण कै हि 
(26) 2233८3 बना 8 हि 
सेथम समाकछों की आवश्यकता होगी । इनमें का प्रत्येक, जैसा कि (25 गा 
द्ृत है,स्थान और वेग के निर्देशांकों के बीच एक-एक संबंध देगा जिनके लिए एग 
समाकलनांक चाहिए। परंतु (26) की (27) से तुलना करने पर शांत 
कि पूर्ण समाकछन के लिए आठ समाकलछों की कमी है। इससे भी बढ़कर और ध 


२.१४ संबेग फे तथा फोणीय संवेग के समीकरण १०९ 


अतिरिक्त, छाग्राँज' से लेकर प्वॉकारे' तक बडे-्से-बडे गणितज्ञो के घोर प्रयत्नों ने 
दिखलाया है कि तिरोहित समाकल किसी बीजीय रुप (४86ऊपंठ शिया) में 
अप्राप्य हैं। इसका निश्चायक प्रमाण ब्रुंज' ने दिया था। 

इसी प्रकार का परिगणन दिपिड-समस्या के लिए, जो स्वभावत. समतदोग 
(प्लेन) ही हो सकती है, केवलमात्र 

पु 22% 22 2558 
और न कि 29८3 »३5-78 समाकलनाक, पूर्ण समाकलन के लिए माँगता है। 
इस प्रकार, समीकरण (22) के अनुसार सभी द्वि-विमितीय समस्याओं के लिए 
प्रत्येक स्थिति में प्राप्य नियतांकी से केवछ दो अधिक नियताकों की आवश्यकता 
है। और वास्तव मे प्रस्तुत स्थिति मे ये दो समाकल, अपने अनुरूप, स्वेच्छ निय- 
साकों के साथ, मिल सकते हूँ जैसा कि समीकरणों (6.4) से (6.5) के सक्रमण 
से विदित है| अतएव द्विपिड समस्या बिलकुछ ठीक-ठीक हल की जा सकती है; 
त्रिषिंड समस्या साधारणतया असाध्य है, यद्यपि वह भी एकमात्र वैशछेपिक सन्निकटन 
विधियों द्वारा हल की जा सकती है । गति के प्रकारों के बारे में अत्यन्त विभिष्ट बाते 
मान कर ही $ 32 में त्रिपिडड समस्या का समाधान बद रूप में पा सकेगे। 


$ १४. घर्षण के नियम 


जैसा कि पहले भी, प्रकरण ११, उपप्रक०४ मे, जोर देकर कह आये है, किसी 
किसी निदिष्ट प्रक्षेप-पथ पर एक सहति की गति नियत्रित करने में प्रतिक्रिया के एक 
ऐसे घटक का पथ की दिश्ञा में प्रवेश होता है जो यात्रिकी के व्यापक सिद्धातो से नही 
जाना जा सकता, वरन्‌ जिसे प्रायोगिकतया ही निर्धारित करना पड़ता है । किन्ही 
अन्य अनुसंघानकों के कुछ प्रारंभिक कार्य के अतिरिक्त, यह निर्धारण पहले पहल 
१७८५ में चाल्से ए० कूलम' के सुप्रसिद, और उस समय के लिए बहुत ही ठीक, प्रयोगों 
द्वारा किया गया था; स्मरण रहे कि ये वही कूछम हैं, जिनका नाम सदा के लिए वैद्युत- 
स्थैतिकी तया चुवक-स्वैतिकी के आधारिक नियमों के साथ संबंधित रहेगा । 

कूलम की भाँति हम भी घ॒र्पण के दो भेद करेगे-- 

(क) स्थैतिक घर्पण और 

(ख) गत्यात्मक या सर्पी घर्षण 


. बहस्श्ाहुल. 2. ए0ंकव्वार्: ३. पर. छेच्जए5 ब- एब्धोंद8 है| ए०प्री०या9 


११० लिकायों को यांजिकी रा 


(१) स्थेतिक घर्षण + 

किसी क्षैत्िज आधार पर रखे हुए एक पिंड पर विचार करिए (आ० १३)! 
यदि हम पिंड पर आघार के समांतर एक धीरे-धीरे बढ़ता हुआ कर्षण बह 2 व 
तो पहले तो किसी गति का प्रार्माव न होगा । अत्एव हमें मात लेता पड़ेगा कि एै 
घर्षेण बल #, कर्पण बछ 2? को संतुछित करता होगा । परंतु यदि 7 एक पुरे 
सीमा से अधिक हो तो त्वरण होने छूमता है। !! 





आ० १९--समतलऊ आधार पर आ० २०--अर्पेण कोण और 


स्वैतिक घर्षण । धर्षण झकु की रचना । 

यह सीमा 2९,,.. (महत्तम), कूछम (तथा उनके पूर्वगामियों) के 728 
उस,अभि॑ब दाव /५ के समानुपाती है जो, किसी क्षेतिज आधार पर विद्म ही 
में स्थित पिड के भार (7 के ठीक वरावर है। अतएव 
(0) 2२, ४७ 2. कि 
यह ॥ स्थेतिक घर्षण का गुणांक है! दोनो रपसी पदायों की अकृति और लि 
र॒पर्श्ी पृष्ठों को दशा पर बह निर्भर करता है। यदि दोनो पाये एक ही है 
४७ विश्ेषतया बढ़ा (अन्तरत्रवेश) होता है। 


२.१४ घर्षण के नियम १११ 


समीकरण-- 

(2) एछ० "पथ ९ (म्पण्या 4) 

के द्वारा एक कोण 6 का प्रवेश करा सउते है जो कि एक “घर्षण के शक (अग्रेजी 
कोन)” का झीप कोण समझा जा सकता है (दे० आ० २०) । जब तक दो बची 77 
और >४ का परिणामी' शबु के भीतर 
पड़ता है, गति वा प्रादुर्भाव गहीं हो 
सकता । गति का प्रादुर्माय तभी 
होगा जय कि परिणामी शक के पृष्ठ 
पर या उसके बाहर पड़ेगा । 





आ० २१--नत समतल पर साम्यावस्था। 
परषंण-कोण का अतनिहित अर्थ नत समतल (आ० २१) के प्रयोगो मे प्रदर्शित 


हैं, जिनका प्रारभ गलिलियो ने किया था। बिना किसी विशेष व्यास्या के हम 
लिख डालते हैं कि-- 


रच ८०५०, ०८० आंधग सत्नारी- 





आ० २२--चलनशीछ आस्तीन या दाना एक ति् घूर्णक दड 
पर। घर्षण के अधीन साम्यावस्था । 


4. 8८$प्राद्धात६ 


+433 निकायों की यांधिको ; 


अतएव अब 
सदा (,च ए्पेस्पोर 0 # | 
इन समीकरणों से विराम का प्रतिबंध प्राप्त करते हैं कि-- । 
एहााब्डदा कँ ८0४ ००७, 
इस कारण 
प्गाव्ब्टया 
या 
ब्टकै 
नत समतऊ पर पिंड तभी तक विराम दशा में रहता है जब तक हि 
घर्षण-कोण $ किसी समतल की यह नति हैं जिस पर स्खलन या सर्प ([#ग९| 
प्रारंभ हो जाय । उरी 
निम्नलिखित कुछ कम महत्त्व का उदाहरण है। एक तिरछी भुजा हा 


धुरी पर ज्र ५ से कम कोण पर लगायी हुई है। इस भुणा पर ऐर 


आस्तीन था दाना होता है (दे० आ० २२) । जब घुरी घूम न रही ही ४0 
विरामदशा में होगा या गतिशील, यह इस पर निर्भर करेगा कि «<# वा7?' 
यदि धुरी को घुमाने छूग्रे तो अपकेंद्र वछ #7«% सदिश तथा गुरुत वर हि 
जाता है। इन दोनो बलो से निकछा हुआ अभिलंव बल 7 और गहि' है 
दंड पर आरोपित क्षण बरू, 22, इन दोनों के मान, आहेति के 
निम्नलिखित होंगे--- 
रप--क [ए ८05 ०-+-१०७३ झा ०), 
4७ /:क (€ भी। &--7 ७? 605 ०)- बरौ 
2 के सामने के दोहरे चिह्न का आशय यह है कि कपेण चाहे नीचे वी है हट री 
ऊपर की ओर, उसे घनात्मक ही मानेंगे ताकि वह्‌ विचार में लिया जा सके 
रुखलन ऊपर हो या नीचे । 
(7) भोर (2) से दाना साम्यावस्था में होगा 
यदि | हे] 
फ(ह भी ६--7७१ ८05०) << पशा हु (€ ८05 बनें अं थे हार 
अब < चिह्ल को --चिह्न द्वारा प्रतिस्थापित कर देते है और इस अकार व 


रू१४ घथण के नियम श्श्श 


होने ही वाला है” इसका प्रतिवंध अर्थात्‌ साम्यावस्था की सीमा प्राप्त करते है । त्रिकोण- 
मितीय रूपांतरण द्वारा हम + की दो स्थितियों के लिए जलग-अलंग हिसाब लगावेगे । 











चिह्न | स्खलन दिल्ला हिसाब 
न | नीचे को 8 आए (+९) ४०१ ८05 («+९9) 
+- | ऊपर को & #॥ (०-$) 5-७१ ८०६ (४-$) . 





था, दोनों को एक साथ मिला कर, 
॥] 
हि ] च्द्किधि कम). 
इस प्रकार घर्षण-वरू के कारण + के लिए दो अतर 
7]<:7<:78 
मिकलते है जिनके बीच दाना साम्यावस्था में होगा। 
यदि «>$# (दाने का नीचे की ओर स्खलन जब कि ७०-+०), दोनो £ 
घनात्मक होंगे; जितना ही कम ० होगा उतना ही अधिक अतर उनके बीच होगा । 
भदि «<$ ( ७-+० के लिए, स्थैतिक घर्षण के अधीन दाना साम्यावस्था में होगा), 
तो ॥5-0 (समीकरण के अनुसार ऋणात्मक भी ) और केवल 7: ही धनात्मक होगा; 
७ के बढने से, /३ भी शून्य के पास पहुँचता है । 
(२) सर्पी या स्खहूनिक घपेण 
यहाँ जो घर्षण नियम लागू है वह है 
(4) सब्न छपरे 
सर्पो घ॒षेंण का गुणाक ७५ (स्यू) स्थूलतया देग से स्वतंत्र* है और, ४५ की भाँति, 
एक नियतांक है जो दोनों पदार्थों की प्रकृति और उनके पृष्ठतलों की दश्ाओं पर निर्भर 
करता है । यह सार्वभौम रूप से सच है कि-- 
(9) रद ७७- 
जिस पथ पर पिंड का स्खलन हो रहा हो, यदि वह (पथ) ऋजुरेखीय हो तो 7४ 
गुरुत्ववेछ (या पथ के लबवत्‌ उसके घटक) के बराबर होगा । यदि पथ वक्र हुआ, 
तो समी० (77.75) के अनुसार अपकेन्द्र बल का प्रभाव हमें जोड़ देना होगा । 


* रेलगाड़ियों के चलने का अनुभव (पहिपे और ब्रेक छू के दीच सर्पी घ्षण्प) 
जतलाता है कि बड़े बेगों ० पर गुणनखंड (८ एकंवदिशतया बढ़ते ० पर कम 
होता जाता है। 

ढ़ 


११४ निकायों की यांधिकी हरे 


समी० (5) को एक वड़े ही आदिम प्रयोग द्वारा प्रदर्शित कराते है, पसतु उप ; 
परिणाम बहुत आइचयेजनक निकलता है। अपने दायें और बायें हाथों की तयेदिश, 
एक-दूसरी से थोडी दुर रखकर, उन पर एक चिकना वेत या चिकती छडी रतिएं। 
आक्ृति ११ क से वो का वितरण निम्नलिखित होगा-- 

2 है 
4 5 सप ७5; #च 27 

अब उँगलियो को पास-पास छाइए | स्खलन पारी-पारी से दायी और वायी उंगशी 
पर होता है; अंत मे उँगलियाँ मिल जाती है । तो छड़ी पर वे कहाँ मिलती है ! 

समझिए कि आदि में 4>.8. अतएव स्खलन ही से प्रारंभ होगा। कै बागी 
उँगली तभी तक गतिशील नहीं रहती जब तक कि ८८८ हो जाय, व्‌ सं 
8, <<४ तक स्खछित होती रहेगी, जहाँ # सर्पी घर्षण 44 के स्वैतिक घर्षण के वर 
होगा । व्यापकतया प्राप्त होगा कि-- 


हे ( 
सछ,॥ 3" है ब्गा #» भी4४८5 छ० जम 


इन दोनों पदपुंजो को 5-8, के लिए वराबर रखने से प्राप्त होता है 


गिए कं 


इस क्षण, छडी 44 पर चलने लगेगी। तुरत ही चर्षण. 7##% का 


<++,0<#&,, हो जायया, जिस कारण £,, में घ्ेण 778,/ 24 पर के घर्षण 
जाता है; अर्थात्‌ 3 ठहर जाता है और 27>8,/ बदल कर #7%,/ हो जाता है। दी 
कक प्रत्येक आवर्तन स्थान पर यह प्रक्रिया बदलती रहेगी । इससे 4 और ? 

के संहति-कंद्र (जहां ००5३-००) के पास गुणोत्तर श्रेणी में आवेंगे (क्योकि 
£० प्रत्येक &: उालियों पु 
हाय त्येक बार आता है) ॥ अतिम अवस्था में छड़ी मिली हुई उँगलियों पर साां 
बस्था में संतुलित रहेगी ॥ 

अब हम फिर स्थैतिक घर्षण को लौदते है जो विश्ुद्ध लुंठन में निरचयात्मर रा 
डेता है। यह बात विरोधामासो भले ही जान पड़े, परंतु स्थैतिक पर्षण ही रेहगाए 

. किसल 

को आगे वढाता है। (यही बात मोटर कार पर लागू है और इसी प्रका: 
पाली भूमि पर पैदल चलने वाला भी स्पैतिक घर्षेण द्वारा अपने आपको आगे सी 


श्श४ड घर्षण फे नियम श्श्ष 
है।) भाष-दाव एक आतरिफ बछ है और वैसा होने के कारण गादी के सट॒ति-रेंद्र को 
कदापि आगे नहीं चछा सकता । आगे बडाने के र्िए एफ बाह्य बछठ की शवम्यझता 
होती है। यह बाह्य बल रेल की पटरी और पहिये के बीच की प्रसिभिया ? भर्या ृ्‌ 
केवल मात्र स्थैतिक घर्षण । 

४ 


(9 


( 


८ 
आकृति २३-पहियें और पटरी के बीच को प्रतिक्रिया । विद्युद्ध छुढन 
के लिए स्वैतिक धर्षण से ही रेलगाडी को आगे चलने का 
बल मिलता है । 
रेल के इजन के चलते हुए पहिये पर विचार कीजिए (आ० २३) ! एक संब- 
धक दंड की सहायता से इंजन पहिये को ऐठ 7, सचारित करता है । उसका प्राथमिक 
काम पहिये को एक धूर्णनिक त्वरण प्रदान करना है। यह समी० (77.70) के विशुद्ध 
लूंटन के प्रतिबंध 
(6) द्रच्ताछ 
से असगत है। 
मान लीजिए कि रेलगाड़ी की संहति प्रतिकायय॑ प्रवत्तित पहिया 0४ है; गति का 
प्रतिरोध 2२ है (वायु का प्रतिरोध, धुराधारों में घर्पणीय छास, इत्यादि); पहिये 
का अवस्थितित्व धूर्ण / है, और स्थैतिक घर्पण बल #? है । तो गति के समीकरण 
निम्नलिखित हो जाते हैं-- 
(गे कट का मनार; 
36 क्यू. 
स्थैतिक घर्षण # पहले से ही नही निर्धारित किया जा सकता; परन्तु उक्त 
समीकरणों द्वारा वह निम्नलिखित प्रकार से निकाला जा सकता है। पहले # का 
निरसन, (7) के तुल्यात्मक निम्नलिखित समीकरणो से करिए-- 


5444 


श्श्द् निकायों को यांत्रिकी 
(8) अं टच्मा-मर 
2,००८ करी 


70 परिमायी बल है जो ऐंठ 7, के संगत है; और 76,6% (77-65) की भाँति, 
कृत (रेडयूस्ड) सहति है जो अवस्थितित्व घूर्ण / के सगत है, अर्थात्‌ 

ए.न्फ | 7526 
हम (8) से प्राप्त करते है-- 


(9) (४+2४,८०) 27-7९ 
भौर, (8) के प्रथम समीकरण के प्रभाव से 
ड ख् ॥7+7/ ट्री 

4 प० गा जा कक 77 हा 

दालाँवेर के सिद्धात से समी० (9) सीधे ही मिल जाता । प्रधम समी* (0) ' 
हमारे इस निश्चित कथन का मात्रात्मक प्रमाण सप्निहित है कि रेलगाड़ी हि 
स्वैतिक घपेण ही चालन बल है। क्योकि एक-समान गति के लिए वह ४ रि 
प्रदान करता है। और, जैसा कि द्वितीय समीकरण (8) दर्शाता है, आर 
परिणामित परिमायी वछ 2? का केवलमात्र कार्य पटरियों पर की 
स्थंतिक बल का प्रादुर्भाव कराना है। ः 

इस बात का एक अन्य प्रमाण यह है कि जैसे-जैसे रेलगाड़ियाँ अधिकाधिक री 
गामी होती गयी है या उतमें ले जाने वाछे माल का बोझ बढ़ा है, कीं हे विवश 
भी अधिकाधिक भारी होते गये है । यह परिस्थिति सीधे कूलम के 9५ 
समीकरण (7), की ओर लक्ष्य करती है जो कहता है कि प्राप्य स्थैतिक धर्ष्ण हर द्फ 
अभिलंव दाव' 2४ की समानुपाती है। यदि पटरियाँ बहुत चिकनी हो 88४ 
के कारण किवा, उदाहरणत,, देशांतरगामी झिनगो के कुचल जाने से उतने 
के कारण) तो स्वैतिक घर्षण के असफल होने और फिसलते से हो जाने वारी क्र ह् 
चात समी० (7३) के दूसरे गुणनखड (समानुपातीयता गुणनखंड) #० क्वापप 
करती है जो, जैसा कि जोर देकर कहा जा चुका है, पटरियो के पृष्ठ को न 
निर्भर करता है | जब पटरियाँ बहुत अधिक चिकनी हो जाती है तब गुणनतर 
को इत्रिमतया वढ़ाना पड़ता है। बालू डाछ कर ऐसा किया जाता हैं। 





वैसे ही वे 


4. एल्चंफ्राव्घ्य ई076०. 2, )रठफफरशं फ़ष्डडणाढ 


तृतीय अध्याय 
दोलन समत्याएँ 


आगे दो हुई बातें यात्रिकी के सिद्धातों के बारे में हमे कोर्ट मयी चीज नहीं बता- 
येंगी । परंतु भौतिकी तथा इजीनियरी में दोछ़न की प्रक्रियाओं का इतना अधिक 
महत्त्व है कि उनका पृथक रुप से ययाक्रम विवेचन हम आवश्यक समझते है । 


६ १५. सरल छोलक 


दोछायमान पिड एक कण है जिसकी सहत्ति »/ है और जो ! दैरष्य के एक भार- 
हीन दृढ़ दंड द्वारा एक स्थिर बिंदु 6 से लगाया हुआ है । हम अवडबन-विदु पर के तया 





आकृति २४--सरल छोलक । गति की दिज्ञा की ओर गुरुत्व का घटक 
वाय के धर्षण की उपेक्षा कर सकते है, अतएवं जो बल यहाँ काम करता है वह केवल 
गुरुत्व है जिसका घटक, वढते हुए $ की दिद्या में,--/7१९ भ० ४ है (देखिए आ० २४) १ 
किसी भी पथ पर नियंत्रित गति का व्यापक समीकरण (77.74), एचन४४ (वृत्तीय 
पथ) के लिए, निम्नलिखित यथार्थ समीकरण प्रदान करता है--- 


११८ दोलन समस्याएँ ही 


(0) कु जमा शक ई 


पर्याप्त छोटे दोलनों के सिए, ४ <7, हम अंए # के स्थात पर # रख सको है। मी 
करने पर 


(2) ० 

के साथ, अब हम निम्नलिखित रैखिक लोलक समीकरण! प्राप्त करते है 
बढ़ ब- 

(3) वह 7 (०0 


यह “सरछावर्से दोलनों”' का अवकल समीकरण है जैसा कि $ ३ (४) में हे 
किया गया था। परतत्न चर राशि के नाम के अतिरिकत, मह समीर्कर्ण करे 
से स्वेस्म है। समीकरण (3.22) में परिभाषित्त वृत्तीय आवृत्ति ० मं स 
समीकरण (2) द्वारा प्रदत्त है। अतएवं हम प्राप्त करते है 


(५) क्ल्कुन 5 (()* अल (रॉ 


्् 
आप देखेगे कि 7(आवत्तं काछू) सहति # से स्वतंत्र है। वास्तव गें#तो 0) 
से ही निकल गया था । अतएव यदि छोलक-देध्ये वही, 7, रहे वो विनर सह 
(#) का आवर्त्तकाल वही होगा। 27 पूर्ण आवर्त्तकाल है भर्याव्‌ के 
उधर से इधर, पूरे एक झूलन का समय | कभी-कभी, इससे आधे समय तक 
काल या दोलन-समय कहते है । इस प्रकार एक “एक सेकंडी छोलक” होता है है 
लिए ३४' एक सेकंड के बराबर होता है। उसका दैध्ये (4) से गे नि 
रच मे भीटर 
जहाँ तक समी ० (3) वैध है वहाँ तक आव्ते काल झूछन के आवाम है री हट 
है, अर्थात्‌ छोदे-छोटे छोलक-दोलनवृद तुल्यकालिक होते हैं । 
समी० (3) के व्यापक समाधान का रूप निम्नलिखित है: 
हूँ >च्ध आग ००/--१ ८05 ७४. 


की ४ ॥॥/ 40 0 
3. गरव्या फुल्परतैजणुँणाए स्यूएग्चणणा... 2. प्रदाधयताा० ठ$८व[4#0' 


३-१५ सारऊ छोलफ ११९ 


यदि कह दें कि ९-0 जब ६५८0, और $ >> जब ल्चु तो 8550 और ८०» 


रसना पड़ेगा । अतएव 
(9) ढुरर आंत ७६. 
इस प्रकार « हुआ $ का आयाम', अर्यात्‌ कोण के मात्र. (रेडियन) में मापित, 
कण का महत्तम विस्थापन ।* 

परिमित आयाम के छिए तुल्यकालिकता नप्ट हो जाती है क्योकि समी० [7) 
अरैसिक्‌ है और इस स्थिति में वही छागरू है॥ (7) का समाकठन करने वे: छिए 

ञ में दोनो रथ 

उसके दाये और वायें दोनो पाश्यों को ् 
समीकरण से ऊर्जा-समीकरण को जाने के समान है । इसका समाकलन प्रदान करता है 


(6) (कं बू20१005 $+ 0. 


मे गुणा कर दीजिए । ऐसा करना गति- 


(८ इस प्रतित्रंध से निर्धारित किया जाता है कि $ 5» के लिए री 5-0, अर्थात्‌ 


(:५-०--2७१८०४ ८ 
एकांतरतया, हम सीधे ऊर्जा समीकरण से प्रारंभ कर सकते हूँ । आकृति २४ 
में प्रदर्शित पत्र का आशय लेकर हम प्राप्त करते है-- 


(6०) --- ५ (4 )+0७ घ््याह रर 


जहाँ ॥5(7-- ००५ ९) 
हा। म्(-८०४०) 


जो प्रकटतया (6) से सर्वंसम है। 
अब निम्नलिखित समीकरण पर विचार कीजिए 


८05 $-- ८05 «52 [ अंक >>. आए.) ँ- 
7. ०] 
इसको (6) मे प्रतिस्थापित करे तो हम प्राप्त करते हैं-- 


4- खीपाए पेड. 2. ए9छ4ट्टाल्ा 


१२० दोलन समस्याएँ री 
(६) 
(9 [ कोड -कऋडफए च्न्ध््द 
या हु 
हु 
ल््र ््‌ 5) श्र 
(9) जज छा दे बह ह्फ़ (2. 


पहुँचते + 60 
इस प्रकार एक प्रयम प्रकार के वीर्घवूत्तीय समाकल पर पहुँचे है। 
को समझने के लिए हमें प्रसंगवश “दीर्घदूत्त के चापकलन”' अर्थात के 
के चाप की लंबाई की नाप के वारे में कहना होगा ।. इसके लिए दीर्षवृर्त 
का निम्नलिखित परामितीय' रूप व्यवहार में छार्वेंगे-- 
बच्चा न (२ 
3-0 ८०5०. 
इससे निकलता है 
442र्ब.0--ब॥१ +(०१८०४१ ०+- १०? ०४० 
4 [27-- (६-8?) शाएः ०] 3५. 
अब रखते है, 
६१-- 6१ 
किस कक (<7 यदि ४०0 कि आप 
और इस प्रकार दीर्घवृत्त के लघु अक्ष के अंत-बिद्ु ०८० से दीर्षेवृत्त के 
४ तक के चाप के दैर्ष्य के लिए प्राप्त करते है 
१44 
(े ड््स्म्द है [ गन्ना ७ कक 
0 
यह एक द्वितोय प्रकार का दीर्घवृत्तीय समाकल है। 


4. मरे०ल्त#छापठत... 2. फएब्ट्शगलसेट 


३०१५ सरल सोलर श्२१ 





फलनवाद! के दृष्टिकोग से प्रबम प्रस्यर या दीपवूसीय समाकणी द्वितीय 
प्रकार मे सरलतर है । 'छियाद मानक रुप" में यह है 


हर रब 
गज ३ 
॥| | नजर ण्) थ 
0 
अपना समाकछ (8) हम दस रुप में निम्नछिसित झपरावरण द्वारा कर देगे-- 


९ 


के नं 
$]7--- 5 8॥7 न्ष्चाप 


तो प्राप्त करते हूँ 






(०) ( भएे ->+ शो ४ )! न) ् ८050, 
ढृ 
की या मी 
४ ७ 28 2 श्ल 
[ आए - - आई ) ५9४72 ( नधिज्ाएः ण्) 
जहाँ “भापाक*” | निम्नलिखित के लिए है-- 
(77) /चत्आड «. 


यदि आवत्तंकाल 7' ज्ञात करना है तो समी० (8) में 
हल्च है और 5» 
4 


रखना पड़ेगा । अतएवं, (70) के अनुसार, ०४८६ ---- मह तथोवत “प्रथम प्रकार 





का पूर्ण समाकलछ” प्रदान करता है जो अक्षर /€ द्वारा सूचित किया जाता है । अतएवं 





(2) क् । _ % 
|| (। न िडांधों 
09 

अब (2) द्वारा ७ निश्चित है, तो (8) से आवत्तेकाल के छिए 


(3) प्-4८ (२) ५ 


. फएण्पव्पंग्र पीला 2. शाप्तं८ उमश्व्ट्टप्ग ३. 304०5 





श्श्र दोलन समस्याएँ हे 


प्राप्त होता है। अब (72) से सीधे ही पढ़ा जा सकता हैं किए 
म+ --, यदि /-+0, जो कि (77) के अनुसार 


अतीव लघु आयामों « के लिए है। 
८०० यदि (-#7, जो कि (77) के अनुसार एन्नर 
अर्थात्‌ ठीक ऊपर १८०* के झूलन के लिए है। 
प्रथम स्थिति में, जैसी कि प्रत्याशा की जा सकती है, प्रुराता 
होता है। द्वितीय स्थिति में इस व्यंजक से विचलन एक चरमे 
पहुँचता है। 
व्यापकतया, एक द्विपदीय विस्तार और (72) 
निम्नलिखित मात्र पर पहुँचाता है-- 


ब्यंजक (4) 
रम सीमा (९ 


का पद-परतिनद समर 


रच दर ( ग्+ नस न्न् ) 


तदनु सार 2' के लिए निम्नलिखित प्राप्त होता है-- 
(4). 7 5-»६ (5) ([ स्क- जाए ड्र्ा द्ध ज्ञाए दर कह फ़ाते 
4 

जो कि परिमित-वि्वेप' के लिए तुल्य-कालिकता' से विचलन मात्रो्ली + 
देता है। 

खगोल निरीक्षण संबधी वडी घड़ियों का छोलडक सरल 
जिसका ० € 73९ आयाम उनके लिए (74) के कोष्ठक में 
संशौधन-पद छगभग २०,००० में एक के बराबर होता है) 

& १६, यौगिक छोलक 

यह प्रइन वस्तुत- एक दृढ पिड के किसी स्थिर अक्ष के प्रति धूर्णत 
8११ के उप प्र० १,में पहले ही दिया जा चुका है; उसमें और प्रस्तुत प्रशे 
इतना ही है कि यहाँ विशिष्टतया कह दिया जाता है कि बाह्य बल गुः मुरली (्ं 
समझ्षिए कि स्थिर अक्ष 0 (आकृति २५) से गुरुत्व केद्र (४ की दूरो 5 है। की 
“गुहत्व-केद्र” पद का जान-बूझकर व्यवह्वार किया गया है यद्यपि 3.2 हि | 
संहति-केद्र से सपाती है ।) यह भी समझिए कि जो कोण ऋणजुरेसा 0७ 


ठग से वनों होता है 
दिया हुआ * 


का हैऔ 
न में भेर 
जीव 


हे >" [0 
. क्प्मापल तल्ीलवप०क .. 2. उड०साकारड्य. 3- एक्मधवींगी 
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से बनाती है वह 6 है। संहति के वैयवितक अन्‍्पाशों हैश पर आरोपित गरत्वीय यो 
का संपूर्ण घृर्ण 7. प्रकटतया निम्नठिसित होगा-- 


(7) चत्न्आफ बा के 
यहाँ # सारी संहृति है । तो (77.4) मे गसि-समीकरण मिम्नलिसित हुआ 
(2) 329२-आाछ जया हे ि 


सरल लछोलक के गति-समीकरण (5-) से उसको 
तुलना बताती है कि एक तुल्यात्मक गरल छोलफ, 
अर्थात्‌ ऐसा सरल छोलक जिसका दोलन-काल वही हो 
जो प्रस्तुत ग्ोगरिक छोछक का, उसको छवाई / निम्न- 
लिखित होगी 
0) न दर क्‍ 
वाई 
अब 3 को तथोकत घूर्णव-त्रिज्या 6 द्वारा प्रतिस्थापित 
करिए। धघूर्णन-त्रिज्या की परिभाषा यह है कि-- 
(4) रडखवा 
मतलब यह कि घूर्णन-त्रिज्या लोलक के अवलंवन-विंदु 0 से 
बह दूरी है जहाँ सारी संहति का एकश्रीकरण करना होगा 
ताकि वास्तविक सहूतिवितरण का अवस्थितित्वपूर्ण प्राप्त हो 
जाय। ध्यान रहे कि (77:8) में दूरी # के लिए एक ऐसी 
“छघुकृत सहति” का उपयोग किया गया था जहाँ कि आदि 
में अज्ञात संहति॥/,./ रखी जाने को थी; इसके विपरीत 
यहाँ संहति % दी हुई है और ऐसी दूरी ८ मालूम +ि 
करना है जहां यह्‌ संहति रखी आ० २५--यौगिक लोलक 
जाय । अवलबन-बिंदु 0; गुरुत्व-केद्र, (5; 
(3) और (4) की तुलना . दोलन केंद्र, 2, तुल्यात्मक लोलक दैध्ये, 
दिखाती है कि ८ है; और (का. 070-; गुरुस्व केदर की दूरी, 0253; 
गुणोत्तर माध्य' अर्थात्‌ घूर्णन-त्रिज्या, 0/२5-६ यह 4 है, और 
(5) ब्श्य्ल्ः / का गुणोत्तर मध्यमान । 


। 


. 666प्रथसंट ऋाध्यत 


! 
श्र्४ दोलन समस्याएँ हे 
न 06 

भव आइए तुल्यात्मक छोलक दैध्ये / को 0 से यौगिक छोलक की ता ] 

पर लगाबे । इस प्रकार धराप्त बिंदु 7? दोलन-केंद्र कहलाता है थे 

मभा० २५ में 0, 6 और 2? के आपेक्षिक स्थान दिखछाये गये हूं। ६ 

से हम 5, ० और ! के अत: संबंधों का चित्रण भी कर सकते है। फ 
अव हम निरचयपूर्वक कहते है कि 0 और 2? के कार्य री 

तक 0 अवछबन-बिंदु रहा है, 2) दोलन-केंद्र | अब हम ४ को होलक का मौलिक गीं 

और दिखावेगे कि 0 दोलन-केद्र हो जाता है। उत्कमणीय' छोलक की 

यही है। 


संकेत दिये गये हैं; आगैवारी बाहर 
नीचे दी हुई सारणी में अवतक आये हुए संकेत दिये गये हैं; आती 


संकेतो को देकर सूची पूर्ण कर दी गयी है। क्लाक 
“जबलबन 7] कतन | तुल्वालक  अवस्थितित्त | पते | हे हुए 
विन्द्र_|_केंद्र | लोलक-दैध्यं घूर्ण _ | तिज्या, | 
0 १५ ॥॒ #4 
जप पिन एएयू]/गगझठ।खठख/ठणतगयगआ | 


हमारा निश्चित कथन है कि 
॥र्त अर्थात्‌ 0/--0 सकेतो में परत का 
प्रभाण--समीकरणों (3) और (4) का संगत नवीन संकेतो में करत 
उनसे # निकालिए तो हम प्राप्त करते हैं-- 
न 8 8 5 
(6) 45 आ-जो 7 
अब इस प्रकरण की शेपपूत्ति के समी० (70) के अनुसार, 
(6०) 4५2 ०5 (/--») 
इस कारण (6) का अंतिम अंग सत्य ही / के वरावर है हक लाई 
पृथ्वीतछ पर या उससे नीचे के भिन्न-भिन्न स्थार्नों पर बल होंगी 
निर्धारण के लिए लोछक का उपयोग किया जाता है। चूँकि व्यवहार में अवस्थित दूत 
भप्राप्य है और चूँकि यौगिक छोछक के परिकलनों में आया हुआ हप कै रण 
यथातथ नही जाना जा सकता (न केवल छोलक के गोलक' के पेचीदा 


£_ कफ 


. मेल्सताह्फीट... 2. छ09 
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वरत्‌ उसकी आंतरिक असमांगताओं के कारण भी ), इसरिशिए उन्क्रमणीय छोछफ हाय 
प्रयोगात्मक विधि से तुल्यात्मक लछोलक-दैश्य का निर्धारण वरना पड़ता हे। हमे 
कल्पना करनी पड़ेगी कि आकृति २५ के छोलक मे अवरुवन विद के लिए दो छरी की घार 
लगी हूँ, एक 0 पर और दूसरी ?? पर । दोनो घारे एफ-दूसरी की ओर होनी चाहिए 
और दोनो की त्रिकोणीय काटे रेस्ाचित्र के तछ मे । 2? बाली छुरीधार एक सूक्ष्म-मापरी 
पेंच द्वारा ऊपर-मीचे की जा सकती है । प्रेक्षण के लिए पर्याप्त समय छेने से दामों की 
संख्या बडी ही ययार्यता से गिनी जा सकती है । इस प्रकार 0 और 2? के प्रसि दोडन- 
कालो की समानता या असमानता अतीव यायातथ्य के साथ निर्धारित की जा सकती 
है और, यदि आवश्यकता हुई तो, सू्षममापी पेच द्वारा समोधित भी की जा सउती है। 
उत्कमणीय छोलक का सिद्धात भौतिकी की सभी घासाओ में बार-बार आने 
वाले एक वहुव्यापक पारस्परिकता सबंध के एक प्रकार का प्रथम उदाहरण है। 
इस भांति का एक अन्य उदाहरण ध्वानिकी' और वैद्ुत स्थैतिकी में उद्गम बिंदु और 
क्षेत्र बिंदु, की विनिमयश्ञीलता है। 
शेपपूति--अवस्थितित्व-घूर्ण संबंधी एक कायदा 
हमारे सामने समांतर अक्षो का नियम है, जो कहता है कि ॥ संहति वाले 
विड का किसी भी बिंदु 0 से जाते हुए अक्ष के प्रति अवस्थितित्व घूर्ण पिंड के संहृति 
केन्र (४ से जाते हुए उक्त अक्ष के समांतर अक्ष के प्रति के अवस्थितित्व घूर्ण और #5? 
के योग के वरावर है जहाँ 5 दिये हुए श्रक्ष और 0 के वीच की दूरी है। 
यदि दिये हुए अक्ष की दिया 9 है तथा 0 से ७ की दिल्ला & है तो 0 से जाते 
हुए अक्ष से किसी सहृति अल्पाश 6॥ की दूरी # निम्नलिखित होगी-- 
कौन एन 
यहाँ & बिंदु 0 से मापा गया है। इसके वजाय यदि «८ बिढु ८ से नापा जाय और यदि, 
आ० २५ की भांति, 05555, तो 
75-७9) + सत्य न 27 + 205 नी 
होगा । यदि सव 4 ओ को योग में छे छे तो परिणाम निकलता है कि-- 
(7) # पन्‍्यदन-कतु सकाधक 7752. 
बीच का पद शून्य हो जाता है [ मिलाइए, उदाहरणाये, समी० (73-32) ] बच्तें 
कि समतलू ४5-० संहति-केद्र से होकर जाता हो । यदि ऐसी स्थिति हुई तो 
(8) जय + एड 


. ॥०(०-च्त8८४.. 2. #ए०ए५६/८७ 


१२६ बोलन समस्याएँ | 
जैसा कि ऊपर निश्चयपुर्वक कहा था । 
तदनुसार आ० २५ से प्राप्त करते है कि-- 
(8४) उहर८+7(> शो 
परंतु (8) और (8०) से 


उ,]रचकाी-- 20, 


जो कि, (4) के विचार से, निम्नलिसित प्रकार छिखा जा सकेता है” 
(9 &0,-4 +7०-25 

या, (5) के विचार से, 

(०) क्लीन (9) 


सह वह संबंध है जिसका (64) में उपयोग किया गया था! 
$ १७ बृत्तजातीय' लोलक कि 
यह छोलक क्रिश्वियन हाइगिज की, जो दुनिया के चतुखम पीना 
जाते है, ईजाद है। इस छोलक का तांत्पयें साधारण सरल करेला 
रिकता की कमी का निरसन करना है। ऐसे संहति-विदु को वृत्तीय चा बा 
पर बृत्तजातीय चाप पर चला कर किया गया था। आगे चछकर देखेंगे कि “रे 
में इस प्रकार की गति कैसे प्राप्त की जा सकती है ) 
साधारण बृत्तजात' का परामितीय निरूपण' निम्नलिखित होता है” 
(0) तक न हक । 
4 व्न्ध्र[[-- (05 ु 7९॥ 
परामिति $ उतना कोण है जितना कि ४ त्रिज्या वाला एक पहिया + दूर 
#-अक्ष पर चलता हुआ अपने आदि के स्थान से घूमा है। पहिंगे की 
स्थित एक विंदु साधारण वृत्तजात का जनन करता है। ह 





५०5० क्र्ब्या भ्र्ण्शा 


झा० २६--साधारण बृत्तजात का जनत, आगे चलते पहिये हर 
प्रिमा यर स्थित बिंदु द्वारा । घूर्णत-कोण $ का अभेनिदेश 

्ञाकी 
4. एचणता 2, (एवण३ 3. एकश्यरालपर इध्काटएव्याप्योक्‍ण 4. एव? 


३-१७ चृत्तनातीय लोलक १२७ 


अपने लछोलक के लिए ऐसे वृनजात की आवश्यकता है जिसोर निशिताग' नीचे 
नहीं ऊपर की ओर हो (देसिए पृ० १२९ पर आ० २७) । ऐसे बृतजात बा जदन 
पहिये के अक्ष के नीचे चलने से होता है। ऐसे बक्र का & तो बडी है जा 
(7) में दिया है, परतु उसका ) (7) में दिये ) को 26 से घटाने से प्राप्त होता 
है। तो अब 
2 घस्न्व[ढ- अं] ९), 
2त्४[7+ ००05 ९) 
प्रक्षेपपथ (प्रस्तुत स्थिति में वृत्तजात) को स्पर्श रेसा की ओर का गुरुत्व #९ का 
घटक होगा 


७० --॥७ए ८०5 (5) +न२-हए ४४४ 


र्कः 
व्यापक संबंध (77.74) इसलिए देता है 
(3) काएन्न-॥ए 4. 


जहाँ, ठीक वृत्तीय छोलक की भाँति, संहति # दाये वायें दोनों ओर से कट जाती 
है। (2) का अवकलन यह देता है-- 

धरजट4 (--०059) 4६, 4)-१-व शत $ 4४. 

कं१ 6१ (2-2 ८०5 ३) 48%, #&+->24 भा! $/2 48 
इसलिए प्रस्तुत स्थिति में 








व 3 बट __ ढ़ 
(4) ए्न्त््ट ख्बञ हक पिज 4्पू 605 
और 
4) __? आए _ 

(9) के. व्कढ़ाओ . 205 
यदि (3) में (4) और (5) प्रतिस्थापित करे तो प्राप्त करते है. 

जी है; १४ 
6 3 के आान% 5: मच 
(6) क्र ता व्क्न्ट् 


यह समीकरण सरल लछोलक के समीकरण (75.3) से केवल इस वात में भिन्न 


है कि परतञ्न चर को अब $ के स्थान पर ८05 ्स कहते है। परतु इसका (6) 


. (फक्ड.. 2, ए०आाएग्गटता 


न लीन हि 
१२८ दोलन संमस्याएँ श 
के समाकलन पर कोई परिणाम नहीं होता। अतएवं पहले का समीकरा, [शी 
ज्यों का त्यों रहता है, अर्थात्‌ 


(7) प्रात" (ज्ञॉ केवल यहाँ 47५ 


क्योंकि (6) में पहले के / का स्थान 46 ने छे लिया है। 

समी० (75.3) सरक्त छोलक के केवल छोटे-छोटे विस्थापनों की ४» 
करता था और ययार्थ संबंध (75.7) से एक सन्निकटन द्वारा प्राप्त 28% 0) 
दूसरी ओर, हमारे प्रस्तुत समीकरण (6) और उसके समाकरलत से श्राप लि 
किसी भी आयाम के दोलतो के लिए बिलकुल ठीक है। तो वृत्तजात लोक खो 
तया तुल्यकालिक हुआ। उसका आवत्तंकाल दोलनों के आयाम से पूर्णतया 
है ।* है. कि 

जिस विधि का उपयोग किया गया है उसके वारे में देखते है कि 
कण की गति न तो कार्चतीय निर्देशांकों द्वार और न किसी ऐसी का 
निरूपित की गयी है जिसका वृत्तजातीय वक्र से कोई अति समीप की 
तो वक्रजात का जनन करने वाले पहिये के पूर्णन-कोण # हैं 
निरूपित है । 

परंतु हम देखते है कि यद्यपि इस परामिति' का वृत्तजात सेजरा कही है। 
है, फिर भी वह इस समस्या के पास पहुँचने की सरछतम विर्षि पदान 
उसका प्रवेश हमें पष्ठ अध्याय की उस व्यापक छाग्रॉज विधि की लक की मात 
है जो गति-समीकरणों में किसी भी (स्वेच्छ) परामिति का परतंत्र पे 
उपयोग कराने देती है। 


ग् ब्ड हवा रे 
(0४ गा 


सं है ४ 


+ दोहा 
* चुत्तजात को समफालवक भी फह सकते है (वृत्तजाते 3 छोर 
थृंद “परस्पर दुल्यकालिक” होते हे) । उसे द्रततम पात-बकऋ्र' भी कह. दि 
- बह इस प्रइन का उत्तर देता है कि/नियत गुरुत्वाकर्षणीय बल # 2 है करे हे 
से चक्र पर स्व॒लित हो ताकि दिये हुए दो अंत-बिन्दुओं के बीच की क्षो मिंहती 
(लिए वह रूघुतम-संभव समय छे ?” निकलता यह है कि दोनों बिंदुओं हेंह्‌ति 
बाली ऋजुरेखा या अन्य किसी वक्र की अपेक्षा वृत्तजात पर लक । 
समय छाती है) दृततम पातवक्र समस्या और भी अधिक लक्षणीय 
उस्ती के लिए परिणमन-कलन के प्रयम सिद्धांत विकसित किये गर्म + पे 
4, एकच्थ्यधालंला... 2- ऊछाप्फांडआए-वपण्प्रट 


३-१८ गोलीय लोलक १२९ 


वृत्तनात छोलक की तुल्यकालिकता का हाइग्रिज का आविष्कार जितना ही 
उल्लेखनीय है उतना ही उल्लेखनीय उनकी वह विधि है जिससे वे वृत्तजात पर गोलक 
की घर्षणहीन गति करा सके। उन्होने इस नियम से छाभ उठाया कि वृत्तजात का 
केद्रज' एक दूसरा वृत्तजात होता है जो जनक वृत्तजात के वराबर है । अतएव 
यदि 5-48 लवाई की डोरी आकृति २७ के विदु 0 से बाँधे (इस आकृति में 
ऊपर के दो वृत्तजातीय चाप एक निशिताग्र' बनाते है), और यदि डोरी कसम कर 
खीची हुई हो कि वह वृत्तजात के 
दाहिने भाग से सटी होकर ठहरे 
(या वायी ओर के भाग से, यदि 
विक्षेप उधर की ओर हो) तो 
डोरी का अत-विंदु 2? नीचे का 
वृत्तजातीय चाप रचता है। इस 





प्रकार से छटकाये हुए गौलक का ४ 
वृत्तजात पर चलन उतना ही आ० २७--हाइंगिज का तुल्यकालिक 
घरपेणहीन होगा जितना कि सरल वृत्तजातीय छोलक । 


छोलक के गोलक का वृत्तीय चाप पर चलना । 

वास्तव में, लोलक-घड़ियों के निर्माण के व्यापार में हाइगिज के इस विचार 
का त्याग कर दिया गया है। वेसरू' तथा अन्यों के अनुसंधानों के अनुसार, छोलक 
के ऊपरी सिरे पर एक कमानी--साधारणतया एक छोटा सा प्रत्यास्थ पटलॉ-- 
लगा देना पर्याप्त है। यदि पटछ की लंबाई और गोलक की सहति उचित प्रकार से 
निर्वाचित की जायें तो तुल्यकालिकता की पर्याप्त मात्रा प्राप्त हो जाती है। 

&$ १८. गोलीय छोलक 

यहाँ लोलक को इस प्रकार छटकाने की आवश्यकता है कि सहति बिंदु कर एक 
गोलीय पृष्ठ पर स्वच्छ॑दतापूर्वक चल सके। गोले की त्रिज्या स्|च्ज्लोलक की 
लंबाई। ऐसी परिस्थिति मे वह निम्नलिखित नियत्रण प्रतिबंध के वश्य मे होगा -- 
(0) मय +आ न -) 5०; 
जहाँ गुणनसड ३ सुविधा के लिए रूगा दिया गया है। 

३. छरणणल.. 2. एण्क ३- उध्ड्ड्टो 


4. ॥2580० [बकांत३ 
है. पु 


१३० बोलन समस्याएँ रे 


यहाँ नियंत्रण के प्रतिवंधों फी संस्या 7 एक है तया ऊँ) >रैं.07 9 दे 
अतएब प्रथम प्रकार के छाप्रॉज समीकरण (72.9) तिम्नलिद्धित हय 7 
करते हैं 
॥7६ नो, 
(2) 7) नो, 
हट चत-+ आहुऊमेट- हे 
समीकरणों (73.73) और (73-3०) के विचार से, (थेके हे 
समीकरणो से » का निरसन £-अक्ष के प्रति कोणीय घूर्ण का कम * 
कि वही बात हुई, क्षेत्रफहीय वेग का अविनाशित्व, प्रदान करता है, अर 
(3) दी 3 न चल ली #(7 (8 # प्रभावित शेर) 
दूसरी ओर, यदि लाग्राज समीकरण (2) को »&%८ से गुगा 50!) 
समीकरण प्राप्त करते है; क्योकि प्रतिबध (7) /से स्वतंत्र है (दे १ 
योग प्रदान करता है 
(५) ए(६४+३) + व्थत--हहुटड +जे धन 22) 
परंतु (7) से 
कि अतधनी३+ख20- 
दूसरी ओर, प्रकृटतया, 
02/ 3 की (तर +) चउ-क्ा' 


तो (4) का £ के लिए समाकलन प्रदान करता है 


(5) नद्रँ ज्त-7/0&--नियताक, 
जिसे नीचे दिये रूप में लिखेंगे 
(5०) चक7>ऊ, जहाँ प्रस्काएट- () 


लाग्रांज समीकरणों को अब अंततः त्रमश. &,9,८ से गुणा करिंए। 
सहायता से इस प्रकार » जान सकते हैं-- 


ड़ 


३.१८ गोलोय छोलफ ५२१ 


मेर-आह॒ट चका (+ )) +ड्ट 


या, 
(6) कै +कए-[- 7 गा (- न नः | )नः ॥ हर ) 


अब किसी गोछ के तल के &, )५ ८ विदु पर अभिवव की देशिक करोटिज्याएँ 
गज रे ट ये होती हैं, अतएवं चिह्ल को छोडकर दाहिने पाश्वे का द्वितीय पद 
गोलीय तल के ऊबबत्‌ अवम्थितित्वीय बरू 7%* है, इसी प्रकार दाहिने पार्ण्व 
का प्रथम पद, चिह्न को छोडकर, गुरत्व बल का उसी दिशा में घटक 7% है। 
दालाँवेर के अनुसार इन दोनो के योग का सतुलन गोले के तछ की परिक्रिया 2२७ 
को, अर्थात्‌, भौतिकतया, छोलक के अवछूबन के तनाव को, करना चाहिए। अतएव 
समीकरण (6) का अर्थ निम्नछिसित समीकरण द्वारा संक्षेपत: प्रकट किया जा 
सकता है 
() अ्र<-(8+म) 7७ 
देलिएु कि एक गुणनखंड | के भीतर ही भीतर, नियत्रण है जो कि 
गति पर () के प्रभाव से पडता है और यह नियत्रण गति की दिशा के लंबबत्‌ 
आरोपित होता है। व्यापक स्थितियों में, जहाँ नियत्रण के कई प्रतिबध हों और 
इसलिए कई छाग्राज गुणक विद्यमान हो, वहाँ इसी प्रकार की अभ्युक्तियाँ लागू 
होगी। 
समीकरण (5) का द्वितीय समाकलन करने के लिए निम्नलिखित गोलीय 
निर्देशाको का उपयोग करेगे-- 
जता 005 भा 9, 
3च्चं आप ढू भंत 0, 
दत्त ०050. 
इनसे निम्नलिखित बनते है-- 
अंचल 9 ८056 ८०50-69 ३ जञं० 0, 
3550 झा 6०5० +- ०0586 आग 0, 
वच्च-0 झंड् 0, 


११२ दोहन शमस्पाएँ ३.१८ 
कोणोय सवेग के अविनाक्षित्व का समीकरण (3) निम्नलछिसित हो जाता है--- 
(8) शक स्मह- 3४ क्ती वीय 0" 6० 
और ऊर्जा समीकरण (5), 
| 
(9) # _ (७ +आ0 ढें))--हह ८०४० ००7 


चर राशियों का एक और निम्नलिसित । ड़ 
परिवत्तंन-- 


ग हु 
॥55९८०$ 0; 305 । 


स्पल के 
(8) को (70) में “ रे 


(० । 
ओऔर (9) को (77) में 
धंध ९२ 
(7) क्र) नत्ए0) आहृति २८ 


2 शिज्या / के गोलीय पृष्ठ पर रे गुरत्व बल के 
_ फ्रर्सि- ने चलते हृति बिंदु # की तर 
आरिरसिंए ९ (-॥)- रू करी चलते दुए सह) 
रूपातरित कर देता है। / और # का यह सम्बन्ध हमें £ को १ के फलन की 
भाँति प्राप्त करवाता है-- 


(72) हद हि. ८ 
! एरै 
समी० (70) भी अब इसी प्रकार समाकलित रूप में लिखा जा सकता है वयोकि 
(70) और (77) से 
4.५ 4 _ ० आओ 
रधछ़ क्र (7-॥४१) ह एड 
इस कारण प्राप्त होता है 





[#३ बंड ठ 
(3) #नकाक्कि छो 


३-१८ गोलीय लोलक श्३३ 


एं, #७-८०$ 9 में तृतीय घात का फलन है। रण केवल (7>0०0 के लिए 
ही वास्तविक होगा। तो यदि समीकरण के नियताक किसी चास्तविक भौतिक 


समस्या के हो तो अंतर 
न्ज््आा<-+ 7 


में #5-॥२<:४७-७ ये दो मान होने चाहिए जिनके बीच (7 धनात्मक होगा 
(देखिए आ० २९)।॥ 

४ 5८९०६$ 0, और ॥४७००५0 ये वे दो अक्षाश है जितके बीच संहति 
बिंदु इधर-उधर दोलन करता है ॥ जब (72) या (73) का समाकलन ॥ की 


प्र 





आकृति २९--तुतीय घात का वक्र २/(४) और उसकी भुजाक्ष के 
साथ कार्टे ४०८४; और ४5-४०. ॥2<8<0 का अर्थ 
है कि प्रक्षेपपथ निचले अद्धंगोल में स्थित है। 


इस दो में से एक सीमा पर पहुँचता है तव न केदल समाकलन की दिशा में वरन्‌ 
एरै के चिह्न में भो परिवर्तन होगा ताकि समाकल वास्तविक और धनात्मक 
रहें। दो परस्परानुगामी आवत्तेन स्थानों के वीच पूरे आवत्तेकारू का चौथाई 


भाग व्यतीत होता है, अर्थात्‌ 


या दूत दंत 
(74) पा शक पा 


३४ बोलन समस्‍्याएँ झट 


देखिए कि दोलन अब आकाश में आवर्ती' नहीं रहता जैसे कि एक ही समतऊ 

में गति थाले छोलक में होता है, वरन्‌ उसमें धीरे-धीरे एक पुरःसरण होता रहता है। 
पुरःसरण कोण /५ #, का हिसाव जिससे कि संहति एक पूर्ण आवत्तंकाल 7 में 
आगे बढ़ती है (या पीछे हटती है), (73) से छगाया जा सकता है और निम्न 
लिखित निकलता है-- 

ह५ कं 
69). शन्‍्त-8# मिलकर झाजराक आ 

82 


यह पुर सरण आक्ृति ३० में रेखाकित है जो वेब्स्टर' से लिया गया है। 





आकृति ३०--गोलीय छोलक के पुर सरण पथ का “विहगम-दृष्द” अर्थात्‌ 
ऊपर से देखा दृश्य। पुरःसरण कोण/५४ है 0 से 09 और फिर थि 
को छौटने का समय अद्ध आवत्तकाल हुआ अतएवं 2$# 
पूरे चक्कर के लिए हुआ। 

समाकल (72) प्रथम प्रकार का ठीक वैसा ही दीयव॑बृत्तीय समाकल है जैसा 
कि सरल छोलक के लिए (75.8) दीर्घवृत्तीय समाकल था। यह ऐसे समाकलछों 
का जातिनाम है जिनके समाकल्यो* के हरो के समाकलन की चर राशियों में तीसरे 
या चौथे घात के बहुपदी का वर्ममूछ हो । यह वात कि समीकरण (758) इस 


. एशक०उा८ 32. #राह्ॉी2 ०6 ?72€८८55४07 ५ 

3. /-७. ज्ऊञटप, फरेख़ाब्णगांटड ० एडापलवड,ा उ,लएशं8, 7दफेाद: 
(492) 9. 54. वि 

4- खा्इप्खापे 


३.१९ विविध प्रकार के दोलन श्ह्ष 
जाति में आता है, रूपान्तरण 8 ज्ओए का प्रवेश कराने से देखा जा सकता है 


ताकि # कलन की चरराशि हो जाय। इसके अतिरिक्त यदि 65-आंछ दर रख दे तो 
(१5.8) निम्नलिखित हो जाता है-- 


वड 
हि 
[४-४१ 7-#)]* * 
विशेषतया, 7' का व्यंजक' (74), ठीक (75.72) की भाँति, प्रथम प्रकार 
है । 
का पूर्ण समाकल है। दूसरी ओर समाकर (73), जिसके हर में ४* के अति- 
रिक्‍त दो अन्य गुणनखड (7-8) है, “तृतीय प्रकार का दीर्घ वृत्तीय समाकल” है, 
और (75) “तृतीय प्रकार का पूर्ण दी्घंवृत्तीय समाकल” है। 
प्रश्न ([[, 7) दिखलछाता है कि अत्यणु' दोलनों के लिए गोलीय लोलक 
की गति को व्यवत करने वाला समीकरण प्रारशिक हो जाता है और पुर.सरण- 
कोण 8९-००. ५३१०० 3- 
8 १६. विविध प्रकार के दोलन 
स्व॒तंत्र और प्रणोदित', अवमदित' तथा अनवमंदित दोलन | 
स्वतंत्र, अनवमदित दोलनो की विवृतरि ६ ३, उपग्र० क० ४, में दी जा चुकी है। 
उन्हें सरलावत्तं दोलन कहा गया था। इस स्थान पर हम पहले-पहल 
अनवमंदित प्रणोदित दोलनवुन्द 
पर विचार करेगे। उनका अवकल समीकरण निम्नलिखित छेगे-- 


(7) #॥:८-+- ९-८ भो। ७४ 


जहाँ ७ ++ न प्रणोदक अर्थात्‌ चालन बल की वृत्तीय आवृत्ति है। 


* यहाँ हमने अवकल समीकरण को परतंत्र चरराशि « के लिए रैखिक बनाया 
है। यह अनुज्ञेय है, कम से कम रूघदोलनों के लिए। (मिलाइए, सरल लछोलक) 
यही वात इस और आगामी प्रकरण के अन्य दृष्टातीं के लिए भी छागू है। 


. फ्फुल्डअंगा 2. पाडत्रांप्दआशओ 3. ए:2०डडक्‍ं०णा बारां 
4+ रमि०7टटत.. 5. 03फएट्त 


श्श्६ दोलन समस्याएँ ३.१९ 


प्रत्यानयन'ं बछ, (3.9) की भाँति, --४४ है; समी० (7 )का ८ 
हमारे कण को दोलायमान करने वाढे चालक बल का आयाम है। 

दाहिने भंग के होने के कारण, (7) असमांग रैखिक अवकल समीकरण हो 
जाता है। बाये अंग को ० के वरावर रखने से सगी* समांग अवकछ समीकरण प्राप्त 
होता है जैसा कि पहले ही समी० (3.23) के सबंध में कहा जा चुका है। 

इस असमांग अवकल समीकरण का एक विशिष्ट हल निम्नलिखित द्वारा दिया 
जाता है -- 





5 (> आी0 ०७६ 
जहाँ (? को नीचे दिया समीकरण संतुप्ठ करना चाहिए 
((७--#०) ८ 
यदि, (3.20) के नमूने पर, हम रख लें कि-- 
&प 
(2) ७००७ ) 
तो प्राप्त करते हैं 
का. 
(3) ट्ड 


० 
समी ० (7) का व्यापक हल इस विश्ञिप्ट हुछ से और संग्री समांग समीकरण 
के व्यापक साधन (हल) से बनता है -- 
(4) &२+(० 8॥6/ -ै- ६05 ८०४ पीजी श॥ ०५ 
प्रथम पद का आयाम (2 बढ़ते हुए ७ के साथ अधिक होता है और ७७5०५ 
पर अनन्त हो जाता है। यहाँ पहुंचकर वह ऋणात्मक अनन्तराशि की तरफ चछा 
जाता है तथा निरपेक्ष मान में धीरे-धीरे कम होता रहता है और ७ के ०० को 
पहुँचने पर (७-+००) शून्य हो जाता है। 
चास्तव में जब (7 ऋणात्मक हो जाता है तव आयाम का चिह्न नही बदलता 
क्योकि आयाम परिभाषा से ही ऋणात्मक नहीं होते। अतएवं आयाम को [| 


4. ॥क्ल इंच ठितटट 2. न्‍प्राफ्ञात्प्रघट 3- 650०2वत 


३१९ विधिघ प्रकार के दोतन १३७ 


द्वारा ही सूचित करते रहेंगे और चिह्न का जो परिवर्तव होता है उसे गुणनस्तड ज्या 
में रप देंगे जहाँ वह 8-7 के कला-परिव्तन की भाँति आवेगा। 





है 





4 
जज पा वा ६०७००-००-०५- «| 
आ० ३१ के, प--अनवमदित प्रणोदित दोलनों के आयाम और कला। 


ये बाते आकृति ३१ में (४) और (8४) पर चित्राकित की गयी है जहां ७ 
के फलनों की भाँति आयाम |0| स्थान (८) पर और कला [8] स्थान (8) पर 
आलेखित किये गये है। 

भआाक्ृति ३१स में पहले से ही यह निर्णय नही कर सकते कि ७०७७ के 
लिए कछा आगे है या पीछे ; अर्थात्‌ & को +रू या -र छे। परतु हम थोडी सी 
पूर्व भावना कर लेंगे और अनवमदित कपदो को अवमदित कपनो की सीमात स्थिति 
समझ छेगे (नीचे देखिए)। यह हमे -ह के पक्ष मे निर्णय करवाता है, जिस 
कारण (4) का पहला पद निम्नलिखित प्रकार से सविस्तार लिख सकते है-- 
(4०) अच+ 2/8 ४ शत (०४-*)े (०7००) 

(3 +-०००८ 

यह बात कि ७ 5-०० होने पर आयाम अनत हो जाता है, स्वतत्र और प्रणोदित 
दोलनों के बीच अनुनाद की घटना को चित्रित करती है। यह एक ऐसी घटना है जो 
भौतिकी के सारे क्षेत्रों में अति महत्त्व के काम करतो है। (3) और (46) का 
हर, जिसके शून्य हो जाने के कारण आयाम अनंत हो जाता है, “अनुनाद हर” कहलाता 
है। यह अतज्ञानित. स्पप्ट होगा कि दोलायमान निकाय की निजी आवृत्ति जितनी 
ही चालन बल की आवृत्ति के निकट होगी उतनी ही भछी भांति निकाय इस वलू 
का अनुसरण करेगा। 


३८ दोलन समस्याएँ ३-१९ 


परंतु हमे यह सदा मन में रखना चाहिए कि अनुनाद के अनंत्त आयाम का 
निगमन करने मे हम अतीव बहिवेशन' के दोषी होते है क्योंकि प्राय: सभी स्थितियों 
में हमारा रैखिक अवकल समीकरण अत्यणु दोलनों के लिए ही लागू है। 

अब तक हमने अपना सारा ध्यान समी ० (4) के दाये अंग के प्रथम पद पर ही 
छग़ाया है। अन्य दो पद आदि के प्रतिवधों द्वारा निर्घारित किये जाते है। इनके 
लिए मान लीजिए कि-- 


/#5०० पर ४755०, ४४5०0. 


इस कारण 

4-0, ७०(०+७०४०-०, अतएव ऊ-+- 2. ८. 
परिणामते:, 2 
() खत 0 (ऑंप७ा-2. आता ७०४0: 


०७ 
इस समीकरण की अंत्वेस्तु को, आइए, आवृत्तियों ७ और ०५ के निकट 
#नुनाद की विशेष स्थिति पर विचार कर, अधिकतर स्पप्ट कर दें । इसके लिए 
हम 
७०5७५ -ी ० 


रखकर निम्नलिखित विस्तार करते है--+ 


५ ७ ९; 
इ (७----- $॥ 09/ल्‍587 ७०८ नै /६०७ ९०३ (०८६ 
0० 


8७ 


>+आ#ं॥ ०//०- ज्ञा) ०४०. 





3] 
दो अब समी० (5) प्रदान करता है 
+(६०(०७७ ((८००॥/- > भय ०, 
च 


भौर (3) के विचार से, सीमा 0०5८० पर, 


८ ५ 
(6) 2 पड (प्र ७७(--००६ ८०5 ००७/)- 


4. छडाडभएणेड्पेणा 


३.१९ विविध प्रकार फे दोलन १३९ 


इस प्रकार का दोलन, जो आकृति ३२ में चित्रित, अब आवर्नी नहीं रहता जैसा 
कि स्वतंत्र दोलन था। कयोदि (6) में / दोघकालीन पद की भाँति आता है अर्थाए 
अब वह त्रिकोणमितीय फलन में केवठमात्र आयामाऊ की भाँति ही नहीं आता। 
यहां +-»०० के लिए आयाम का मान (८८०० के निकट पहुँचता है जैसा कि 
जा० ३६१ में ७७८७७ के लिए गूचित किया गया था। 





आ० ३२-स्वतंत्र और प्रणोदित दोलनो के अनुनाद । आयाम की दीर्घकालिक वृद्धि 
स्वतंत्र, अवमंदित दोलनवृद 

इनका अवकल समीकरण निम्नछिखित होता है 
(7) हओं + (४ ६-।॥०४- 

दायें पाइवं का जो पद है बह धपंण सबंधी है और वेग का समानुपाती है । 
यह एक ऐसा अनुमान है जो घने गामी, पटलोय (अर्थात्‌ अप्रचड) बहाव ( वायव 
प्रतिरोध) की द्वव-गतिकी से समर्यनीय है ।॥ 

समी० (7) समांग रेखिक अवकल समीकरण है। पहले की भाँति हम-- 
(7णे हि 55७०१, [०८--अनवमदित निजी आवृत्ति 
रख छेते हे | निम्नलिसित सुविधा कर सकेतन-परिवत्तेंन भी कर लीजिए 


॥) 2 .0.20, 0०: 
(72) क्ऋ््िश्ल 


तो अब समी ० (7) नीचे दिया रूप धारण करता है-- 

(8) अक28 कण खितत0- 

समी० (3 23) के नीचे जिस विधि का वर्णन किया गया है वह अब अपना पूरा 
गुण प्रकट करती है | वहाँ को भांति हम (8) में 


श्ड० दोलन समस्याएँ ३.१९ 


(80) ब्च्ट्जेः 
का प्रतिस्थापन करते हैं और इस प्रकार » में 

छाक्षणिक समीकरण प्राप्त करते है अर्थात्‌ 

मै + 29) --० ५१ ८०. 
इसके मिम्नलिसित दो मूछ है--- 
१७८९+(-«०८+ न 
अतएव व्यंजक (84) को निम्नलिखित में व्याप्त कर देना चाहिए 
(80) (३९ १ै३/-+-(0,८ 2५/ 
अब दो स्थितियों को ध्यान में छाना चाहिए 
7. ९६७०३ 2. 0०७७ 
पहली स्थिति वह है जो साधारणतया व्यवहार में प्रचछित होती है। यहाँ गति 
आवर्त्ती दोलन की होती है जिसका आयाम घटता रहता है। दूसरी स्थिति तीत्र 
या “अनावर्त्ती” अवमंदन की है। दोनों स्थितियो में गति को इस प्रतिबध से विशिष्ट 
कर देंगे कि /--० पर &55०, जिससे, (88) के अनुसार, ८५5४-०८; हो 
जाता है। 
प्रथम स्थिति 9 ७७५ ै७०-?+(७०//- 20 
अम्न्20९7 ञ (७०५१ -70 
रूघू 9 के लिए आवरत्ते काल 
है /त, 7४४४ 
7 फल्न्ल् 
अनवमंदित दोलनो के आवत्तंकाल से नही के वरावर भिन्न होगा। «-:?/ अवमदन 
गुणनखंड है; 9 ४' रूघुगणकोय अपचय 
5 दूसरी स्थिति 2. 07०७५ यहाँ )५५) दोनो वास्तविक हैं और प्राप्त करते है 
&>52(९ 9 जा (४४-०४ 

जहाँ अं (घाइन ) अतिपरवछूयिक ज्या (ज्याति) है। 

अन्त में इस प्रकार के दोलन का विवरण देंगे जिसमे अब तक दिये हुए प्रकार 
के दोलन सम्मिलित हैं, अर्थात्‌ 

अवमंदित, प्रणोदित दोलनवृंद 


३१९ विविध प्रकार फे दोलन १४१ 
इनका अवकलछ समीकरण निम्नलिसित रुप में दे राकते है 

आरिेंके फन-(घचतध भो। ७६, 

या (7०, 9) में दी हुई सक्षिप्तिकाओ के साथ, 
८ 

(9) ६+29%४+थ ४ व+ 7 (%/5४8॥) 
समांग समीकरण के व्यापफ समाकछ (88) में अब नीचे दिये हुए रुप में लिसित 
एक विशिष्ट साधन का योग कर देगे। 


॥०| 
%+|५| आ। (०४+8)5 (ट (४(७००क--७ ०:५३) ) 


आइए इसे (9) में प्रवेश करावे। वाये और दाये पाश्वों के ८£ » के गुणव 
खंडों की तुलना निम्नलिखित प्रदान करती है-- 


ढ़ थे ;' € 
| | (-०१+० 77०७+ ७०५४) ++ न 


दर 
त्तवा ॥0| (--०१-2 १39 ०+ ०७३) ८१७ -« कट 
इन दो संवधो का गुणन और विभाजन प्रदान करता है, क्रमात्‌, 
पृ 
(क्र (०//--०7)१+40४०१ 
का ७१० ०१-२०७७ 

४2 ही 80, 0 ओ अल जअ८काम- कपडे मु 

और 2 जा ७०6 - ० +२०७० 
सदनुसार, 

0० ॥०६६ 777 दयः 
एवं [(००-०)+4४/०]* 
() का हल व 








परथ्शहै+] ब्क्ल्को 
७ के इन दो फलनो के आकृति ह३ में दिये हुए आलेखनो की आ० ३१ क, 
ख से तुलना कोजिए। 


आकृति ३३ दिखलाती है कि पहले का अनन्त अनुनाद-महृत्तम! अवमंदन 
के कारण एक परिमित मान के रूप में कम हो गया है। प्रसगवश यह भी देखिए कि 


, ए८३०प्क्षाट८ क्‍क्फ्राण 


श्द्रे बोलन समस्याएं ३*२०' 


महत्तम मान अब ठीक ७७-७० वाले स्थान पर नहीं आता, बरन्‌ कुछ तनिक, 
कम ७ पर। देखिए प्रश्न ता 2। ह 





3 
आ० ३३---अवमदित प्रणोदित दोलनों के आयाम तथा कछा। 

आहति ३३ यह भी दिखलाती है कि बढ़ते हुए ७ के साथ, 8 का भाव ७७5० 
पर ० होकर ऋणात्मक हो जाता है; ७०८०७ पर उसका मान ठीक --2# होता 
है और जब ७-+०० वह --ः के पास पहुँचता है। इस प्रकार हम अपने पहले के 
--४ के थीच के निर्वाचन (आ० ३१) को ठीक ठहरा देते है, जहाँ हम अनवमदित 
की स्थिति ले रहे थे। वास्तव में हम अब देखते हैं कि दोलन की कला सदैव प्रणोदक 
अर्थात्‌ चालन वछ की कला के पीछे ही रहती है। प्रणोदित दोलनो के और दुष्दांतों 
के लिए देखिए प्रइन संख्या .3 और एा.4. 

& २० सहानुभूति-जनित दोलन 

अब तक जिन प्रकारो के दोलनो का वर्णन हुआ है उनमें केवछ एक संहति बिंदु 
आता है। अब हम दोलनो के उन प्रकारो का वर्णन करेये जिनमें दो दोलनीय सहतियाँ 


३१२० सहानुभूति-जनित दोलन श्ड३ 


आती है और दोनों सहतियों में परस्पर हल्का युग्गन होता है। सहानुभूति जनित 
दोलन कई वर्षो से बैदुत मापनों में महत्त्वशाली हो गये है। वहाँ एक प्रायमिक 
परिषथ होता है और दूसरा गौण। पश्चोतत्त साधारणतया पूर्वोक्त से “प्रेरणतया” 
युम्मित होता है। प्राथमिक परिषय में दोलन उत्पन्न कराये जाते है (पथ “उत्तेजित” 
किया जाता है)। ऐसा करने पर गोण परिपथ में भी बैसा हो होने रूगता है, 
विशेषतया यदि अनुनाद तीव्रता से होने छगें। सच तो यह है कि रेडियो में बहुतायत 
से व्यवहृत “द्विगुणतया समस्वरित युग्मन मचिका”' में केवठ एक प्राथमिक और एक 
इससे समस्वरित गौण परिपथ होता है। यहाँ पर हम, स्वाभाविकतया, युग्मित यांत्रिक 
दोलनवृद को हो बात करेगे जिनका कि उपयोग बहुधा वैद्युत दोलनो के लिए नमूनो 
की भांति हुआ है। 

सहानुभूति-जनित दोलनों का एक विशेषरूप से शिक्षाप्रद दृष्टात तयोज्त 
“युग्मित लोलकद्दय” प्रस्तुत करते हैं। अनुनाद की स्थिति में दो एक-जैसे लबे और 
एक ही जैसे भारी छोलक होते है। उनका मनश्चित्रण सरल ढंग से करने के लिए 
उन्हें एक ही समतल में दोलन करते हुए समझ सकते हैं। उनका युग्मन एक सर्पाकार 
कमानी द्वारा किया जा सकता है। जैसे कि आ० ३५ में इंगित किया गया है। दोनों 
लोलकों की आपेक्षिक गति मैं यदि कमानी थोडा-सा ही प्रतिरोध डाले तो युग्मन को 
दुबेल कहते है, कमानी का तताव और अधिक होने की स्थिति में युग्मन सबछ कहलाता 
है। हम मान छेगे कि हमारे लोलको का युग्मन दुर्वल है। यदि दोनों छोलकों की 
लंबाई या उनका भार विलकुल एक-जैसा न हो तो कहेंगे कि वे “मिले हुए नही” 
हैं या “बेमेल” है । 

पहले उन बातों का वर्णन करेगे जो अनुनाद की स्थिति में होती हैं। 


बढ(व९रकआरका 





आ० ३४--युग्मित छोलक-द्य अनुनाद को स्थिति में। 
7. [0०ण७ए च्णाव्वे ८०णणॉगट्ट 5९." 


शेड दोलन समस्याएं ३० 


समझिए कि पहला छोलक उत्तेजित है, दूसरा शुरू में विराम अवस्था में है। 
आकृति ३४ में परिणामित दोलनों का चित्रण किया गया है। 
प्रत्येक छोलक के दोलन मूच्छंनागत (मॉड्यूलेटेड) होगे। 
ऊर्जा एक छोलक से दूसरे में पारी-पारी से जायेगी । जिस समय एक छोलक 
भहत्तम आयाम के साथ दोलन करता है, उस समय दुसरा विराम दशा में होता है। 


आ० ३५--अनुदान में युग्मित छोलको के दो प्रकृत दोलन-ढग । 


इसके स्थाव पर, यदि दोनों छोछक एक ही साथ एक ही अ्वलता से गतिशील 
कर दिये जायें (देखिए आ० ३५), या तो दोनो एक ही ओर (आ० ३५ बायाँ 
पार्श्य) या प्रतिकूल दिशाओं में (आ० ३५, दायाँ पाईर्व), तो ऊर्जा का विनिमय 
नही होता। हमारे दो स्वतंत्रता-संख्याओं वाले इस युग्मित निकाय के इन दो दोलन 
ढंगो को दोलन के प्रकृत ढंग कहते है। व्यापक नियम है कि # स्वतत्नता-सस्याओं 
वाले दोलनशीरू निकाय के # प्रकृत दोलन ढंग होते है । 

दूसरी ओर, यदि छोछक बेमेल हों तो निश्चय ही ऊर्जा विनिमय अब भी होता 
है; परतु विनिभग इस प्रकार का होगा कि प्रथम उत्तेजित दोलन का लूघुतम आयाम 
शून्य से भिन्न होगा। केवल वही लोलक जो आदि में विराम दशा में होगा, गति चक्र 
में फिर विराम दशा को पहुँचेगा। इस प्रकार, ठीक मिले हुए न होने के कारण दोनों 


छोछकों की “सहानुभूति” मे बाघा पड जाती है। 
अब हम पूर्ण अनुनाद के सिद्धात का स्थूल-वर्णन करेंगे। इसके लिए सरलतम 


अनुमान ही करेंगे और अवमंदन की विलकुछ उपेक्षा कर देंगे तथा गोलको के वृत्तीय 
प्रक्षेप-पथों का उनके मिम्नतम बिंदुओं पर खीची हुई स्पर्शरेखाओं द्वारा सन्चिकटन 
करेंगे, जैसा करना पर्याप्ततया लघु विस्थापनों के लिए अनुनेय है। 

समझिए कि लोछक । का दोलन आयाम 5: है, छोलक व का ४५; यह भी 
समझिए कि £ है “युग्मन गुणांक”, अर्थात्‌ बरमाती में एक मात्रक दैर्ध्य के दीर्घी- 


३-३० सहानुभूति-जनित दोलन श्थ५्‌ 


करण वगरित तनाव का किसी एक छोलक की सहति द्वारा भागफल। समस्या के 
युगपत्‌ अववाल समीकरण ये होगे। 






(7) ्रै+०७/७३००-/ ७३-०४), 
फनी ००३७- (५५-२)) 

यदि () में 

(2) दचपिन- कक 2४5५-७३, 


का उपयोग करें तो घटाने और जोइने से प्रद्ूत ढगों के लिए ये दो समीकरण 
मिलते है--- 
डक ०हैदात-२श अर्थात्‌ 8/+([०(/+२2) थ न्‍त० 
(3) और खेबकीण.र३ ० 
ऋमातू तदनुसार आवृत्तियाँ हुई 
(4) द्य्केलिए (७०-०//+20 ४० +- न्त ] 
लि के लिए. ७२२०७ 
समीकरण (3) के व्यापक हल ये है-- 
(5) आन्‍तवा 005 ७।+-8 भए ७॥, 
23554५ ८05० /+055॥ ७ 7६ 
उत्तेजन के क्षण, /१०० पर समझिए कि 
(6) 898 न्‍तमें४च२0, औीतू0, 2३5०, 
जो देते है-- 
(9) हद 


तो परिणाम निकलता है कि-- 












(8) १55४८००, 8 5०425०0 
इस कारण 
रत (2 205०6, 2३४5-९० ०05 ७ ६४ 
अंततः 
७ के ७ 
#. ९05 ई 


(9) धर 
् झा व / 








< 


१० 


श्षद दोलन समस्याएं श्स्ण 


समझिए कि यहला लोलक उत्तेजित है, दूसरा शुरू में विराम अवस्था में है। 
आकृति ३४ में परिणामित दोलनो का चित्रण किया गया है। 

प्रत्येक छोलक के दोलन मूच्छंबागत (मॉड्यूलेटेड) होगे । 

ऊर्जा एक लोलक से दूसरे में पारी-पारी से जायेगी । जिस समय एक छोलक 
महृत्तम आयाम के साथ दोलन करता है, उस समय दूसरा विराम दक्चा में होता है। 


आ० ३५--अनुदान में युग्मित लोलको के दो प्रकृत दोन-ढग | 


इसके स्थान पर, यदि दोनों छोलक एक ही साथ एक ही प्रवलता से गतिशील 
कर दिये जायें (देखिए आ० ३५), या तो दोनो एक ही ओर (आ० ३५ बायाँ 
पाश्वे) या प्रतिकूल दिशाओं में (आ० ३५, दायाँ प्राश्व), तो ऊर्जा का विनिमय 
नही होता। हमारे दो स्वतत्रता-संख्याओ वाले इस युग्मित निकाय के इन दो दोलन 
ढंगो को दोलन के प्रकृत ढंग कहते है। व्यापक नियम है कि # स्वतंत्रता-सख्याओं 
वाले दोलनशील निकाय के # भ्रकृत दोलन ढग होते है । 

दूसरी ओर, यदि लोलक बेमेल हो तो निश्चय ही ऊर्जा विनिमय अब भी होता 
है; परंतु विनिमय इस प्रकार का होगा कि प्रथम उत्तेजित दोलन का लघुतम आयाम 
शून्य से भिन्न होगा। केवल वही छोलक जो आदि में विर्यम दशा में होगा, गति चक्र 
में फिर विराम दशा को पहुँचेगा। इस प्रकार, ठीक मिले हुए न होने के कारण दोनो 
छोलकों की “सहानुभूति” में बाधा पड़ जाती है। 

अब हम पूर्ण अनुनाद के सिद्धांत का स्यूल-वर्णन करेंगे। इसके लिए सरकतम 
अनुमाव ही करेंगे और अवमंदन की बिलकुछ उपेक्षा कर देगे तथा गोलकों के वृत्तीय 
प्रक्षेप.पथों का उनके निम्नतम बिंदुओं पर खीची हुईं स्पर्शरेखाओ द्वारा सन्रिकटन 
करेगे, जैसा करना पर्याप्ततया रूघु विस्थापनो के लिए अनुज्ञेय है। 

समझिए कि लछोलक ॥ का दोलन आयाम ०० है, छोलक 78 का ७५; यह भी 
समझिए कि / है “युग्मत गुर्णांक”, अर्थात्‌ कमानी में एक मात्रक दैर्ध्य के दीर्घी- 
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करण कारित तनाव का किसी एक छोछक की सहति द्वारा भागफछ। क्मत्या के 
युगपत्‌ अवकछ समीकरण ये होगे। 
(7) कि+ण(हैंसता-घ- ००) 
बबनी ०४५ त+- (5३-००) - 
यदि ()) में 
(2 ) आनत्छयगर, 23क्‍खानीरे3, 
का उपयोग करें तो घटाने और जोड़ने से प्रकृत ढगो के लिए थे दो समीकरण 
मिलते है-. 
डा॑+-०हटातचत-अप्य अर्थात्‌ 2:+(०/नीशाियचत० 
(3) और डबत०७ 2३००० 
ऋमातू तदनुसार आवृत्तियाँ हुई 
(५) यथा के लिए (७०००/४+20०2०,- स्त री 
ट४ के लिए. ०७०७० 
समीकरण (३3) के व्यापक हल ये है-- 
(5) नव] 005 ७+9 आंग्र ०६, 
चत्व 205७ /+03आ॥ ० (६ 
उत्तेजन के क्षण, /-5० पर समझिए कि 




















(6) ३च०४३४5००, 22550, रा, 
जो देते है--.. 
७) आचचथडचत0, अआतचक्‍धघता५ 
तो परिणाम निकलता है कि-- 
(8) 0८-0३ -०, 65४६३ ८75(० 
इस कारण 
बच (2 ००४०/, 225९2 ८05 ०७ 
अतत. 
७ -- 6० ७-७ 
(9) श् प्रा ५०७५ टाप्रण £ 
४ 7, पर 
29-2८ ध्ग् . ०नी० 
चना -- न ६2: अं > >, झा ६ 








हक न्डः 5 
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(4) के अनुसार, दुर्वल युग्मन की स्थिति में, 
०-७ डः 


“प्ञा हू आ- 


अतएव (9) के दक्षिणी अंगो के प्रथम गुणनखड समय के साथ धीरे-धीरे ही 
चढ़ते है। यही वह वात है जो आ० ३४ में चित्रित दोलनों में संकरों को उत्पन्न 
करती है। 

यदि दीनो लोलकों मे समस्वरता न हो अर्थात्‌ यदि कर, या 2 और #४७&॥8 
तो वाद' इतना सरल नहीं रहता । अब मात्रक दीर्घीकरण के कारण कमानी में 
तनाव की ८ मान कर हम 








०, * गा ५ ०/भल-ी 20-६५ 
3. 


के मा 748 
'रख देते हैं और आदि के समीकरण (7) के स्थान पर निम्नलिखित प्राप्त करते है-- 
(7०) अंक णपछुना- ०); 
20 नी ०४४४३ ८ /9(59 हक श्ध) 
यहाँ फिर दो प्रकृत ढग होते हैँ जो कि (3.24) में दी हुईं विधि को बढ़ानें से 
प्राप्त किये जा सकते हैं। [समी० (7) में हम एक अधिकतर सुविधाजनक विधि 
का व्यवहार कर सके थे जो कि उस स्थिति के लिए विशेषतया उपयुक्त थी; यह 
विधि व्यापक तथा छागू नही है।] हम निम्नलिखित प्रतिस्थापन करते है-- 


(77) खत्वली , बत्फली 
और (70) से ये दो छाक्षणिक समीकरण प्राप्त करते हैं-- 
(72) 4(०१-)२+थ) धिक 


ऊ्(७०४-.०--७) +5 ५4. 
(72) से श्राप्त तथोक्त वदीधंकालिक समोकरण )? में वर्गात्मक' है, क्योकि 





के _णाः-+ाछ_ 
(3) ख्र छा ब्ज्ज्ज्यछ ! 
जिस कारण 
(. ) -+(०7न-)) ्ः (७१३ +-५)) धिड 


लूघ /3, /& के लिए (74) के ये दो सप्नमिकट मूल है 
(*) इस इाब्द का जन्म खगोलीय यांत्रिकी के स्थान-च्युति बाद में हुआ था। 
. :४%००प८ 2. (पब्तेचआ८ 
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धर 


(प) है छान धिनः 89-09 
प5 2 -- 





दीर्घकालिक समीकरण के इन दो मूठो का नामझरण ७? और ० करते 
है। अपिच, रैस्िक अवकल समीकरणों के साधनों के अध्यारोपण बाछे सिद्धात का 
उपयोग करते हुए, हम परीक्षा मूलक साधन (77) का व्यापकोकरण उसी प्रकार 
कर देते है, जैसे कि (3.248) में किया था । वास्तविक रूप में लिखा हुआ व्यापक्र 
साधन निम्नलिखित है -- 
(76) डिचचच 005 ०-१ ॥॥ ०४-६८ ८05 ७४-४४ भा ७०६ 
2२०३० ९05 ०८-३७ आए ७०/+३८ ८05 ७/+१/४/ 50. ७१, 


यहाँ और »” राशि जे के वे विशिष्ट मान हैँ जो (73) से क्रमात मैन ७* 


ओर ११-०७ ”? के लिए प्राप्त होते है । 
आइये एक बार फिर उत्तेजन के प्रतिबंध लें कि /-८० पर 
28550, ४2770; श्वोेतत१0, 5४२०. 
यह प्रदान करता है 


(पे. #४+२४/७७०, %७०४१+३/७/४/७७०, 
७३--०/॥/५-०, धर न्‍्+ (2 
जिनसे निम्नलिखित प्राप्त होते हैं-- 
॥--9 २०० 
और 


ग 
बना- 2-0, ८त- 0 


9 श्र 
यदि ये मान (6) में प्रतिस्थापित कर दे तो हम प्राप्त करते हैं 





(78) कि चर 5 (2८०६ ७४-२१ ८०५ ७ /) 
१ 4 


75 





३2 (००४ ०४--००$ ० 7). 


४५ के समीकरण में (9) में व्यवहृत त्रिकोणमितीय रूपातरण कर निम्न" 
लिखित प्राप्त कर सकते हैँ -- 


श्ड८ दोछन समस्याएं ३२० 





227 >. ... ७! > * 
(79) पतन 0" 0 | का ० | 
£ ७६५ डर 2 


तो देसवे हैँ कि दुसरा लोलक अब भी निम्नलिखित समयों वर विराम दक्षा में 
पहुँचता है -- 


ः 
७-०७ 
| / 





परल्तु प्रथम छोलक ऐसा नहीं करता। जिस समय &५ का आयाम महत्तम होता 
है उस समय « शून्य नही, कितु परिमित मान का होता है (देखिए समी० (78) 
का पहला और आकृति ३६) | दोष युवत समस्वरण (मिलाने) का परिणाम 
होता है ऊर्जा का अपूर्ण स्थानातरण । 


जरहबमटबल 4. 


.ररवर/रैपक थे. 





आ० ३६--थोड़े से बेमेल, युग्मित छोछकों का दोलन-लेख्य । 

यदि उपयुक्त वाद में बैद्युत घटनाओ्ों को छगाना चाहें तो उसे इस प्रकार बढ़ाना 
होगा कि लोलकों का अवमदन उसमें आ जाय । अवमंदन की बंश्युत सदृश-बस्तु 
ओमिक' प्रतिरोध है (हमारा त्वरण सबंधी पद आत्म-प्रेरण के और हमारा प्रत्या- 
नयन बल वेयुत धारितात्मक' प्रभावों के अनुरूप है) | और भी यह कि युग्मित परि- 
पथो में वैद्युत दोलनों का विश्लेषण अभियाचना करता है कि हम स्थानीय “युग्मन”/ 
[# और + (४४-०४) का गुणनफल ] के अतिरिक्त “त्वरण और वेग युग्मन” का 
भी प्रवेश करावें। अपनी यांतिक समस्या में केवल स्थान युग्मन को ही विचार में 
लेना पड़ा था । 

प्रश्न संख्या त-5 में प्रायोगिकतया सुविधाजनक एक ऐसी व्यवस्था की गति 
का अनुसधान करेंगे जिसमें लोलक एक नम्यतार से छोलक द्विसूत्रीतया लटकाये होंगे 
और उनका दोलन उनकी विराम दशा के समतल में नही, किन्तु उसके छंबवत्‌ होगा) 


4- 0४% 2- २८६६०शांसछ्. लिषप्ड ३. (2छबलपएट 
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एक सित्तादर्यक व्यवस्था जिसमें कि दोनो युग्मित ठो डवा, कहिए कि, एक ही 
विड में उपलब्ध हो जाते है, दोलायमान सर्वावार कमानी* की है। 

इस प्रकार की कमानी (देसिए आकृति ३७) ने केवल अपनी अक्ष की दिया में 
दोडन()) कर सकती है, वरन्‌ इसी अक्ष के प्रति घूर्णफ-दोलन (६) भी कर सवती 
है । परिमित विस्थापनों के लिए इन दो गतियो के बोच 
युग्मन कमानी स्वय उत्पन्न करती है । क्योकि जब कमानी 
ऊर्ष्वोचर नीचे की ओर सीची जाती है तव एक पाश्यिक 
बल का अनुभव होता है, और कमानी अपने को सोलने के 
लिए अपने तईं तार की दिशा की ओर सोच छेने वा यत्न 
करती है। दूसरी ओर, यदि कमानी को छपेटकर ऊपर की 
ओर करते हूँ तो वह अपने तईं $ अक्ष की दिशा में छोटा 
कर लेने का यत्न करेगी। दूसरे शब्दों में यदि दोलन )- 
दिश्या में उत्पादित किये जायें तो एक &-दोलन प्रेरित हो 
जाता है और इसका उल्दा। (जहाँ तक कि तार के द्रव्य पर 
प्रत्यास्थ प्रतिबल का संबंध है, ;-दोलन एंठनी अर्थात्‌ 
ऐडन का, & दोलन विक्षेप का। इसके बारे में व्योरों ; 
के लिए इस ग्रन्यमाला की द्वितीय पुस्तक देसिए ) । 

समंजनीय सहति 22 दारा ऊर्ष्याघर और क्षेतिज आकृति ३७-सर्पिछ 
दोलन ढीक-ठीक या पास-पास अनुनाद में छाये जा सकते कमानी के ऐठनी और 
हू | अब यदि दोनों में से कोई एक दोलन उत्तेजित कर विक्षेपी दोलन 
दिया जाय तो आ० ३४ या आ० ३६ में दिखाया आयाम-विनिमय होता है। 

$ २१. युगल लोलक 

जैसा कि पिछछे प्रकरण के प्रारभ में किया गया था, पहले प्रस्तुत विपय सबधी 

आनुभविक बातों का वर्णम करेगे । 


८ 


[५ 
धरा 


(+) व्योरों के छिए पाठक को देखना चाहिए, एपं।ल ए९४६लाचाए, 
वरध्णफदा (905): ॥,5इश्लुग०५.. प्यछुएएट5.. खाते. ॥६४०राश्माप्ड... स्टि३ 
66 08७7४ छत्रना 5छ्तेपड5: ॥म्रणर एड८ फ पा ए2चर्यगायनी०णा 
2 घा& एगं5४०० ऐ४४०, दोलायमान सर्पाकार कमानियों को छोसाजू आहृतियाँ 
और (उनके) अनुनाद प्रभाववृंद ; प्यासों अनुपात के निर्धारण में उनका 
उपयोग । 
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अंशदान करता है जिसझा स्पर्श-रेसा की ओर का घटक -झाए्‌ ८0५ ९. झा 
(४-9) जितनी मात्रा का है। इस प्रकार हम निम्नलिसित गति-समीकरणों पर 
है ह्‌ः 
पहुँचते है-- 
मन हि हज ऋ 
$ . -_ ॥- ५ 2 मन लकी 
(2) गैि+-॥ तन अ+ कह ( । 53 





शध्नत- क (5 -2), 


या, अधिकतर सुविधाजनक रूप में 


हर 8 

() 3 ( के #प + /क ) मे तक २५ 
श्ष्क चर न हट 

आगे से 7.5! रख देंगे और संक्षिप्तिका 

(4) ण्न्त्न 


का उपयोग करेंगे । तो अब हमारे समीकरणद्ववय (3) ये हो जाते हँ-- 
(5) ऊं:+ ०७७६ (7-2 ४) 25 ४००४४ 
#न-००३ #+5०८/ > 

ये गति-समीकरण कहते है कि ऊपरवाला लोलक निचले के साथ निचझे के ऊपरवाले 
की अपेक्षा, & बार कम दुर्बेहता से युग्मित है। 

समी० (5) को समाकलित करने के लिए हम (20.77 ) जैसे नीचे दिये 
प्रतिस्थापन का व्यवहार करते है 
6) . खन्‍्त्ललो। ; अ->फ्रेटलो। 
अतएव (5) से निम्नलिखित निकलता है 


निर्धारण करने के लिए हम निम्नलिखित प्रकार से तक करते हें ; हलके गोलक 
अवलंबन में तनाव गुरुत्व तया अवस्थितित््वीय बल (अपकेम्द्रीयवल) से संतुलित 
है। पश्चोवत द्वितीय कोटि की लघुराशि है और इसलिए उपेक्षणीय है। इस 
परिस्थिति में “$>-#€ ८05 $. जेसा कि ऊपर कहा गया है। 
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किसी भारी छोलक (जैसे कि फाइ-फानूस) से प्रायः उसी दोल़न काल का 
एक हलवा छोछक लटवा देते हैं । आइए भारी छोलक को एक सुनिरदिष्ट आवेग दें। 
तो हलके छीलक में अवल गति का प्रादुर्माव हो उठता है जो कि एकाएक श्वांत हो 
जाती है और थोड़ी देर के छिए शून्य ही रहती है। इस भमय देपते हैँ कि भारी 
लोलबवा, जोकि! अब तक विराम-प्राय दशा में ही रहा था, अब लक्षणीय आयाम से 
दोलन करने लगता है। परन्तु यह दोलन शीघ्य ही बद हो जाता है और अब हलका 
छोछक फिर काफी प्रवछता से चलने छूगता है; इसी तरह यह बारी-वारी से होता 
रहता है। 

जैसा कह आये है, अभियाचना यह है कि इन दो गोलकीं की संहतियाँ 2/ 
और # बहुत ही असम हों, परंतु उनके तुल्यात्मक दैध्यं, 4, और / लगभग एक 
जैसे ही हों तो समभ्ििए कि--- 

हि त्त्झ्त्द्ा 

हम भारी छोलक के विस्थापन >£ और हलके 
लोछक के विस्थापन &, दोनों को लघु राशियाँ 
सममभेंगे, ताकि यहाँ भी बृत्तों के चाष्यों का उनकी 
स्पर्श-रेखाओं द्वारा सन्निकटन कर सकें। परिणामवद्ञ, 
कोणों $ और 0 को भी छोटा रखना पड़ेगा 
(दे० आक्ृत्ति ३८, जिसमें $ आपेक्षिक विस्थापन 
४ > के लिए है) ॥ अतएवं कह सकते हैं कि--- 

४ “कट 5. आ० ३८--युगल छोलक 
“लक सट फल ५8 कप | 2 की के व्यवस्था । 











(0). और आ॥(५/--$) ५! --$ 5८ न्क्न्ह्माः 
एवं, ८०७ #5-८०६ ५५७०८०४ (8-५) 7 
ऊपर बाले लोलक पर न केवल गुरुत्त वछ का वरन्‌ निचले छोलक का भी 
प्रभाव पड़ता है। डोरी का तनाव £:#ए? ८०५ ५ भी ॥6 की गति को कुछ 
(*]) प्रस्तुत प्रारंभिक विवृति में हमें इस तनावर्छका एक वर्शनात्मक सहायक 


राशि की भाँति उपयोग करना पड़ता है । आगे चलकर जब हम यही समस्या व्यापक 
खाप्रांज विधि दारा विड्लेषित करेंगे, तो प्रस्तुत प्रक्रम निष्प्रयोजन ही जावेगा । ७ का 
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अंशदान करता है जिसका स्पर्ध-रेसा की ओर का घटक -झाए ००५ ५. धो 
(४-५७) जितनी मात्रा यंग है। इस प्रकार हम निम्भलिशित गति-समीकरणों पर 
पहुँचते हँ-- 


5 ९ दर शा शि 
(2) मैडशितज--- जज अजशए [ - 8 पक, 
हधच्न- का य(४- ओ)ः 
या, अधिकतर सुविधाजनक रूप में 
४: हू थ रः . था 
(3) हक (ई के #+क स्र)ः धा 


फ्न्+ हे हल चर 
भागे से 4.5व रख देंगे और सक्षिप्तिका 


( 4) हक लत ्ू 


का उपयोग करेंगे । तो अब हमारे समीकरणद्य (3) ये हो जाते है-- 
(5) है (2 ४) सेंफन ४००४, 
#ौजी००ा 4 5०० 

ये गति-समीकरण कहते हूँ कि ऊपरवाल्ा लोलक निचले के साथ निचले के ऊपरवाले 
की अपेक्षा, (४ बार कम दुर्बछता से युग्मित है । 

समी० (5) को समाकलित करने के लिए हम (20.77 ) जैसे नीचे दिये 
प्रतिस्थापन का व्यवहार करते है 
७6) . कच-40तेर ; अजमहीप 
अतएव (६) से निम्नलिखित निकलता है 


निर्धारण करने के लिए हम निम्नलिखित प्रकार से तर्क करते हे ; हलके गोलक 
अवलंबन में तनाव गुरुत्व तथा अवस्थितित्वीय बल (अपकेन्द्रीययल) से संतुल्िति 
है। पश्चोकत द्वितीय कोटि की लघुराशि है और इसलिए उपेक्षणीय है। इस 
परिस्थिति में ७-४६ ८०५ ७. जैसा कि ऊपर कहा गया है । 
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(7 4 (७० -मे)चग०० 
ऊ [७०७ (+530)-)] >--थ ह००*५ 
इन दो समीकरणों से प्राप्त 8/4 के दो मानों को यदि बरावर रख दें तो मे! 
में निम्नलिखित बर्गात्मक समीकरण पर पहुँचते हैं--- 
(8) (४-०८१+२ ४०३०४ (७है -मे)) <+ ४७५५५ 
इस समीकरण के दो मूलों फो ॥१-०७८१ और 23१५-७2 कहेंगे। ॥ के ऊँचे 
घातो को छोड़ देने से सुगमतापूर्वक इनके ये सप्निकट मान प्राप्त होते है--+ 


(9) ० ह 5० (7 + $/४) 
तो वास्तेविक रूप में लिखा हुआ, (5) का व्यापक हल निम्नलिखित है 
(70)... #चचब ८०0$०/+ 9 ञ्ञा] ७+-४ ८05०७/--४/ #70७ ६, 
३०४ 205०१--३७ #7 ०१+१४०८८००४ ७ (॥--३/४/ ५१ ७०१ 
8 2० की भांति, यहाँ » और >*, 5/4 के वे मान हैं जो (7) से क्रमात 
०९०१ और ११०००” के लिए निकलते हैं, अर्थात्‌ 


र डर 


(7) #ह- ४7, #२+ ४ ् 


» और इसलिए #“-५च्थ ६ » 
अब समझिए कि निकाय के उत्तेजन के समय, 77*० पर, 
(72) «ज50, & 0; अऑ ०, ऊॉ--८. 
तो परिणाम निकलता है कि-- 
वर्न-ध+ू0 स्ल्ीट 
३८+ ३८ चल0 ) बर्त्लल0, 
७9--५७ 0 ++ ) बह क & 

29249 75९ बग्छ्ज्छो बछ-आ 

अतएव हम अतिम साधन ये प्राप्त करते हैं--- 
0 7०७८ भ]०७ ४ 


कच्छ -- 


श््ड़ के 








(53) 
जंप- 





हि 
( 2 ज्रा७/-- न्त भा। ७ /) 
काल, हक 
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आदए अब एम (77) को ध्यान में स्पते हुए इनसे थेगो ५ भौर ४ को पहुँने। तो 
अंत में हम प्राप्त करते है-- 


हे (व्क ७-05 ०) ४ 


गन की 
छा 

(74) 
न ्ट (व्क 69/+८05 «/) 


अतएव यदि कला वही हो तो भारी ऊपर वाले गोलक का वेग हलके निचले 
की अपेक्षा |) बार छोटा होगा। यह भी छट्षय करिए कि (54) हमार प्रारभिक 
प्रतिबंधों (72) का पालन करते हैं। यही बात स्वय विस्थापनों वे लिए भी कटी 
जा सकती है। वेगो की भांति, ७» और ७ के मानो के पास-पास होने के कारण, 
इनमें सकर होते हैं। समीकरणों (3) और (74) को समी० (209) के रूप 
के सदृश लिखकर यह मूच्छंना स्पप्ट रूप से दिखछायी जा सकती है। 

इस अध्याय को एक ऐसा प्रश्न देकर समाप्त करेंगे जो युग्मित दोलनो की श्रेणी 
में आता है और जिसमे कि ऊपर दिये हुए दोलनो के बहुत ही सदृश् दोलन उत्पन्न 
होते हूँ। परतु तत्मवधी परिकछन के लिए एक सरलतर गणितीय विधि का 
उपयोग करेगे जो $ १९ के प्रणोदित* अवमदित दोलनों की विधि-जैसी होगी, 
ताकि दो युगपत्‌ समीकरणों के स्थान पर केवल एक ही अवकल समीकरण के 
समाकेलन का सामना करना पड़े । 

तो आइए अपनो जेबघडी एक चिकती कील पर इस प्रकार टाग दे कि घड़ी 
बिलकुल स्वच्छंद लटके और धर्षण कम से कम हो। अपनी उँगलियों से या किसी 
कपड़े के टूकडे से धीरे-धीरे छूकर घड़ी को बिलकुल विराम की अवस्था में छे आइए। 
छोड़ने पर घड़ी तुरत ही गतियुक्त हो जाती है और विराम-दशा की ऊर्ध्वाधर स्थिति 
के प्रति बढ़ते हुए दोलन करने लगती है। ये दोलन एक सरल महत्तम आयाम के 


* हम बिलकुल वध्यापकतया कह सकते है कि किसी निकाय में बाह्य बल 
द्वारा दोलनों का उत्तेजन एक ऐसे अन्य निकाय के साथ युग्मन के तुल्य है, जिस 
पर पहला निकाय कोई प्रतिक्रिया नहीं करता। जिस स्थिति का वर्णन किये जाने 
को है उसके लिए तो निवपचय ही यह सच है कि दोलन-पहिये पर लोलकीय दोलन 
की प्रतिक्षिया झून्यप्राय कम होगी १ 
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होकर कम होने'छगते हैं और एक वार फिर विरामदा में पहुँचते हैं। तत्पन्‍्चात्‌ 
पुराना प्रक्रम फिर चलता है। 
घड़ी के इन दोलनो में हमें प्रकटतया उस गति का सामना करना पड़ता है, जो 
घड़ी के दोछन-पहिये के ताछ के विरुद्ध प्रतित्रिया द्वारा बनती है, अर्थात्‌ कोणीय 
सवेग के अविनाशित्व वाले सिद्धात की अभिव्यक्ित का। दूसरी ओर, दोलन 
आयामों के उच्चाचचन' का कारण व्यतिकरण है--गुरुत्वाकर्षणीय क्षेत्र में घड़ी के 
स्वतेत्र लोलकीय दोछन और दोलन-पहिये द्वारा उत्तेजित प्रणोदित दोलनों के बीच 
ब्यतिकरण' । 
अपनी सकेतन-पद्धति में हम ६ १३, उप ग्रक० २ का अनुसरण करेंगे। 
तदनुसार समझिए कि निकाय की संपूर्ण गति का कोणीय संवेग 7 है। इसे 
हम इन दो घटकों में विघटित कर छेते है, लोलक गति का कोणीय सबेग (9) और 
दोलन-पहिये' का कोणीय संवेग (/); इस प्रकार 
(75) गध>]/, +]४५ 
7४, अवलंबन बिंदु 0 (कील) के प्रति निकाला जाता है, 7४, दोलन-पहिये 
के कोंद्र (8) के प्रति। पश्चोक्‍्त अनुज्ञेय है, क्योकि विशुद्ध कीणीय सबेय (अर्थात्‌ 
जो ऐसी गति द्वारा कारित होता है जिसमें निकाय का संहति-केंद्र स्थिद रहता है) 
ठीक बल युग्म की भाँति ($ २३, समी० ९) अपने समतल मे स्वेच्छया खिसकाया 
जा सकता है।* वास्तव में, दोलन पहिये की केंद्र 5 के श्रति समिति के कारण, 
उसकी अवस्थितित्वीय क्रिया विशुद्ध सवेग-धूर्ण की होती है। समझिए कि दोलन- 
पहिये की वृत्तीय आवृत्ति ० है, वह दोलन-कमानी के कड़ेपन द्वारा निर्धारित 
होती है। समझिए कि लछोलकीय दोलनों की शांत अर्थात्‌ निजी वृत्तीय आवृत्ति 
७, है। (77:6) और (76-4) के अनुसार हम 
. कप्रतपबत0ा 2. ग्रालईटाल्ाए९ ३. छ82978०८ ऋाव्टों 
# यह इस तथ्य का सीधा परिणाम है कि किसी दिये हुए अक्ष के प्रति किस्ली 
निकाय का कोणीय संवेग इन दो कोणोय संघेगों के योग में विघटित किया जा 
सकता है--संह॒ति-केन्द्र से जाते हुए समान्तर अक्ष के प्रति निकाय का फोणीय संवेग 
और दिये हुए अक्ष के प्रति संहति-केस्द्र का (जिसमें निकाय की सारी संहति हो) 
कोणीय संवेग । प्रस्तुत स्थिति में उत्तयुकत पद शून्य हो जाता है, क्योंकि दोलन- 
पहिये के संहत्ति-केंद्र क। वह कोणीय संबेग जो सारी घड़ी के दोलव के कारण हुआ 
था, ५ में सम्मिलित कर लिया गया था। 
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(76) औ[ नहा , 7 +#कवों 
रस देते है। #/५ घड़ी की सारी सहति है और ४ उसकी 00 से मापी हुई घर व- 
त्रिज्या है।' दोलन-पहिये के दोलनो को ट्रम स्वीकततवा ज्यावत्रीय गान छेगे, 
जिन्हें इस कारण रैचच्ल शा ०! 
द्वारा वणित करेंगे । कोण ५५ का थीप 8 है। तो दोलन-पहिसे का कोणीय 
सवेग होगा 
(7) मै 5०४४७ ७१६ ८05 ७(, 
जहां 2५ दोलन-पहिये की संहति है और 8 उसकी, # से मापी गयी, पर्नन 
त्रिज्या 

जैसे कि यौगिक छोलक मे [समी० (76*7), बाह्य बल का घूर्ण है-- 
(8) 7.---#५ 55%, 
जहाँ, साधारण प्रथानुमार, छोटे # केः लिए सन्निकटन कर दिया है। यहाँ & घड़ी 
के गुरत्वकेद्र की 0 से दूरी है और $ बह कोण है जो 00 पर गुरुत्ववेद्र से जाती 
हुई रेखा ऊर्ध्वाधर मे बनाती हैं। अब हम' (73*9) कय अनुप्रयोग करते हैं, उसमे 
(75), (76), (77) और (8) में दिये हुए मानो का उपयोग करते है, और 
अपने निकाय के लिए निम्मछिखित गति-समीकरण भ्राप्त करते है-- 
(09) 2१ ) &% ८०६ आ। ७६ 

|, 

यह समीकरण उस प्रकार के दोलन को निरूपित करता है जिसकी विवृत्ति 

$ १९ में अनवमदित प्रणोदित दोलन की भाँति की गयी थी। हम फिर 


ह] 
8... ७ 


रज़ लेंगे जहाँ, याद होगा, ७०७ लोलकीय गति की निजी आवृत्ति है। इसके अति- 
रिक्त निम्नलिखित सक्षेप भी कर लीजिए-- 


8 ( ) ० 


तो अब समीकरण (9) हो जाता है 
(20) $+- ७०-४८ भी ७६ 


4. पेबताए५ 66 छुएस्क्रमेंगा 2. 5म05०ंका 


१५६ बदोलन समस्याएँ झ्न्श्१ृ 


मादि के प्रतिबंधो को सतुप्ट करनेबाां साधन कि /55० पर ६5८०, 

5०० निम्नजिशित 
डी 

(23) कपूज़र्ग $9०७/ - जा ००) 
नियतांक ८ इतना छोटा है (गुणन्ंड ॥/५/०४५) कि दोलन दृश्य परिमाण का केवल 
तभी होगा जब कि सबंध ७००७ का सप्निकटन होता हो, अर्थातु जब बाह्य 
लोछकीय दोलनो और दोलन-पहिये के आतरिक दोलनों के बीच छगमग अनुनाद 
विद्यमान हो। आइचर्य की बात यह प्रकट होती है कि यह अनुनाद न्यूनाधिकतया 
तभी होता है जबकि जेबघडी का आकार बहुत छोटा न हो (रमणियों की घड़ियाँ 
इस काम के छिए ठीक नहीं होती) । 

समीकरण (27) और भी बतछाता है कि आयाम की मूच्छेता और अनुनाद 
को पहुँचना (७-»७०५) दोनो साथ ही साथ चलते है। सकरो का आवर्तकाल 77 
इस अभियाचना द्वारा निर्धारित होता है कि 





(22) ७ ५२००२ + 27६, 
और इसलिए उसका मान होगा 
(22०) ग्ल्ल््ब 


संकरो' के दो निष्पदोः के बीच होनेवाछे छोलकीय दोलनों को गरिनकर वह बहुत ही 
ठीक-ठीक निकाला जा सकता है और इसलिए वह अनुताद के अंश की सुलभ 
और यथार्थ मात्रा उपलब्ध कराता है। इस बारे में हम आकृति ३२ को देख सकते 
हैं जो, जैसा कि कह आये है, वैसा ही अवकल समीकरण को प्रदर्शित करती है, 
जैप्ता कि समी० (20)। परंतु यह याद रखना चाहिए कि रेखाकृति में हमने पूर्ण 
अनुनाद अर्थात्‌ 7-०० मान लिया था। 

भ्रदि घड़ी को थोड़ी देर के लिए अपने आप पर छोड़ दें तो देखेंगे कि सेंकर 
समाप्त हो जाते है। इसका कारण प्रकटतया घर्षण है (अवलूंबन-स्थान पर और चायु 
का घर्षण), जिनकी अब तक उपेक्षा हुई है। यह घर्षण घड़ी की गति में स्वतश्र लोल- 
कीय दोलनो के अशदात को अवमदित कर देता है, केवल दोलन-पहिया-प्रणोदित 
दोलन रह जाते है; केवल इस, उत्तर्युक्त, अशदान के आयाम मे घर्पण के कारण 
कुछ कमी हो जाती है (मिलाइए, उदाहरणत, आकृति ३३ )। हम इसका 
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३-२१ युगल छोलफ १७ 


कारण यों बता सकते है--आदि में प्रणोदित दोलन अपनी पूरी मात्रा में विद्यमाव 
होता है और स्व॒तत्र लोलकीय दोलन इतनी मात्रा में उत्तेजित होता है कि /-७ 
पर वह प्रणोदित दोलन को घून्यीझत गर कर देता है, जो कि आदि के प्रतियधों 
से सहमत है कि 6-९ '--0 वास्तव में, घड़ी की आदि की गतिह्ीन दशा एक ऐसे 
आवेग के कारण समझी जा सकती है जो कि दोछ्न-पहिया-कारित दोलनो को ठीक 
शून्यीकृत कर देता है। इस आवेग के प्रभाव को घर्पण धीरे-धीरे नप्ट कर दता है, 
जिस कारण दोलन-पहिया-कारित केवल प्रणोदित दोलत ही रह जाते हैं । 

घड़ी का दृष्टांत इन बातो के साहित्य में पहले-पहल सन्‌ १९०४ के " एलेबट्रो 
टेकनीश जाइटशिफ्ट”' में, तुल्यकालिक यत्रजात के “आखेट” की घटना के 
सबंध में, प्रकाशित किया गया था। यह बात उन दिनों के लिए समयानुरुप एवं 
आइचयंजनक थी। दो तुल्यकालिक प्रत्यावत्तंक एक ही विद्युतूपथ को समातरतया 
विद्युत्‌-शक्ति पहुँचाते हुए, अनुनाद होने के समय, अपनी गतियों तथा धाराओं में 
अवाछित उच्चावचन दिखलाते है। हमारी घडीके संकरो का तथा जिन युग्मित 
दोलनों का हम अभी विश्लेषण कर चुके है, उनके युग्मन और अनुनाद का वे वहुत 
ही आवधित चित्र प्रस्तुत करते है। 


. *पञथतग्प्व्यापांइसाट- 2>लसछथाए! 


चतुर्थ अध्याय 
दृढ़ पिड 


$ २२. दृढ़ विंडों की चल-गतिकी . 

प्रकरण ७ के प्रारंभ में हमने देखा था कि दृढ़ पिंड छः स्वतंत्रता-संख्याओं से संपन्न 
हैं; इन्हें हम स्थानांतरण की तीन और घूर्णन की तौन संख्याओं में उपविभाजित 
करेगे। 

पहले हम पिड की दो विभिन्न अवस्थाओं पर विचार करें---“आदि स्थान” और 
“अंतिम स्थान” की अवस्थाओं पर। पिंड के किसी भी एक बिंदु को “अभिदेश 
बिंदु” 0 निर्वाचित कर छेते है, और उसके चारों ओर (कहिए कि मात्रक भिज्या' 
का) एक अभिदेश गोल' खीच लेते है। इस गोल पर दो बिंदु 4 और # चिंह्नित 
कर लेते हूँ । एक वार ये तीन बिंदु, 0, 4, 8 अपने आदि स्थानों से अंतिम स्थानों 
को छे जाये गये तो दृढ पिंड के अन्य सभी बिंदु उसी प्रकार अपने-अपने अंतिम ठिकानों 
पर पहुँच गये। 

पहले हम बिंदु 0 को उसके आदि स्थान 0) से उसके अतिम स्थान (0: को 
ले जाते हैं। समझिए कि यह एक समांतर विस्थापन अर्थात्‌ स्थानांतरण द्वारा प्राप्त 
किया जाता है, जिसमे पिड का प्रत्येक बिंदु उसी ऋजुरेखीय विस्थापन (0,-+ 0, 
के वश होता है। इस प्रकार स्थानांतरण की तीनों स्वतत्रता-सख्याएं हो ययी। 

गोला 3८, जो 0), के चारो ओर खीचा गया था, अब 00, के चारो ओर 
रचित सगत गोले #, से सपात में है | परतु, व्यापकतया, 44, # बिदुओ के 
स्थानों के लिए ऐसा नही होगा। गोले 70 पर इनके स्थानों को <,, 8, कहेगे, 
भोले 45, पर /,, 8, | अब दिखायेंगे कि बिंढु 0,550, के प्रति एक ऐसा 
निश्चित घूर्णन है जो 4५, कै, विंदुओं को 4५, 8, तक पहुँचा देगा। इस घूर्णन 
का अक्ष और कोण, घूर्णन की तीनों स्वतत्ता-संख्याएँ देते है जो स्थानोतरण की 
तीन स्वतंत्रता-सख्याओ से जोड़नी होगी। 

4. ए9्र: इब्पपड 2. 5एग्थट ता इटट्पथाण्ट 


३. ॥6 €ठंग्रतवक्क०्ट, 


घन्श्रे दुढ़ विड्ों की घढ्-गतिरी श्प्‌९ 


पूर्णन-अश की रघबना के शिए, अर्थात्‌ उस बिंदु है ऐ निर्षारण थे लिए जो 
अद्त मात्रक गोरे को काटता है, सै को .ॉ॥ से तथा 2, को 2, में बूटस बला 
के घापो द्वारा मिझा दोजिए। इस चापों के बेंठ़ो .4 और 3 पर उन चापा के 
दो रबवत्‌ द्वियडझ' से करिए ॥ इन दोनों को काट ही उशा दिदु है), हूँ। 
पघूर्णन-फोण, जिसे 8, भी गहेंगे, निम्नलिखित होगा" 
(/) ६०-4:/, 8 4,5-4: 8, 8, 0. 

इन दो कोणों की समता, आइझूति ३९ में रेशान्यित स्थान द्वारा दिसाये ग्रये 
गोछीय भिकोणों (प्रिभुजों), ४, 8. 8,2, 80, 0, की सर्वागसमता का परिणाम हे। 





आ० ३९--विंदु 88 के छिए रचना। 


एक स्थिर बिंदु 0 के प्रति धूर्णण करते हुए दृढ़ पिड के लिए घूर्णन-अक्ष 
बिंदु 80 ही निर्धारित करता है। यह रेसाचित्र यह भी इग्रित करता है 
कि दो परिमित घूर्णनो का परिणामी कैसे निकाला जा सकता है। 


इन दोनों त्रिकोणों की संगत भुजाएँ परस्पर वरावर है । इससे निकलता है कि आ० 


. एक्रुथ्णती०्णोंब्रर छा5९८०६०:५ 


१६० द्ढ़ विंड ४-२२ 


३९ में » द्वारा दिप्नलाये हुए दो कोण एक दूसरे के बराबर है। इन दोनों कोणों 
के किसी एक को यदि पूरे कोण 4, 6४8 8, से घटायें तो समी० (7) का दाहिना 
था बिचला अग प्राप्त होता है। यह समीकरण प्रकटवया कहता है कि वही घूर्णन 
& ने केवल विदु 4, को <, पर पहुँचाता है, वरन्‌ बिंदु 3, को भी 58, पर 
पहुँचा देता है। 

यहाँ तक स्थानातरण के परिणाम और दिश्वा काफी दूरस्थ सीमाओं के बीच 
में रहते हुए अभी कुछ भी# हो सकते है, क्योंकि अभिदेश्व विदु' 0 के निर्वाचन में 
हमें पूर्ण स्वतंत्रता है। दूसरी ओर, धूर्णण का परिमाण और अक्ष अभिदेश बिंदु के 
निर्वाचन से स्वतंत्र है । क्योकि समझिए 0 के स्थान पर किसी अन्य अभिदेश बिंदु 
(0' का निर्वाचन कर छेते है। दृढ़ पिड के किसी दिये हुए पूर्ण विस्थापन के लिए 
0 और (0 से किये हुए स्थानान्तरणो का अतर भी स्थानांतरण ही होगा । 
परंतु यह उत्तरोक्‍्त स्थानातरण #, और /५ ग्रोलो पर 4, 8 बिंदुओ के 'स्थानों 
पर कोई प्रभाव नही डालता। इसका परिणाम यह निकला कि आ० ३९ की रचना 
विना किसी परिवतंन के प्रस्तुत स्थिति के छिए भी छागू है और न केवल वही 
पहले का धूर्णन कोण 8) प्रदात करती है, वरन्‌ अभिदेश विंदु ०” से जाता हुआ 
एक घूर्णन-अक्ष भी, जो पहले प्राप्त किये हुए अक्ष के समांतर होगा। 

बृढ़ पिड के परिमित विस्थापनों से कही अधिक महत्त्व के उसके वे अत्यणु' 
विस्थापन है, जो किसी परिमित गति के होने के लिए, एक के बाद दूसरे, अनवरत 
होते रहते है। इस लिए अब हम यह मान लेंगे कि स्थानातरण का परिमाण 0:0, 
और घूर्णन कोण 5) स्वेच्छया छोटे है। उनको तदनुसार छोटे कालातर <4४ 
से भाग दे दीजिए। इस प्रकार हम स्थानातरण का वेग ०४ और घूर्णन का कोणीय 
बैग ७ प्राप्त करते है-- 


ज--++ 
">> > _डि 
(2) धत्ल्लना कल्कि यरर 


#- प्रकरण २३ को शेबयूर्ति में देखेंगे कि हम, विशेषत॒या, स्थानांतरण की 
दिल्ला को घूर्णन अक्ष के समांतर कर सकते है। इसको “पेच विस्थापन” (स्क्रू डिसप्लेस- 
मेण्ट) कहते हे । 

. फेटलाल्यारड छठांचा 

2- ॥द्शाद्संणनों 3. शाएणंड उलेग्साए 


डर्र दृढ़ विडों को चलन्गतिकी श्द१ 


पहले की भाँति, कोणीय वेग अभिदेश विदु 0 के निर्वाचन में स्यनत्र है. परतु छे 
इस निर्वाचन पर निर्भर करता हैं। मोटा दाश्प यह सूचित करता है कि ७ को 
भी सदिश समझना होगा, जो न केबल कोणीय वेग का परिमाण, वरन्‌ धूर्णन की अक्षीय 
दिशा भी व्यक्त करता है। 

हम यह सहज ही दिखा सकते है कि ७ में सदिश के ठक्षण अवश्य हीते 
हैं। पृष्ठ ९६ की आ० १५ और समी ० (४3 4) में आभागी घूर्णन पर विचार- 
आलोचना करते हुए हमने यह संवंध व्युत्पन्न किया था किं-- 
6) 88-58 % भा 
यदि अब हम आभमासी घूर्णन' 8 7 से कोणीय वेग डी को जा पहुँचे और 


घूर्णन कारित आभासती विस्थापन 85 से वेग ए४र| रा को, तो (3) से प्राध्त 
करते है कि-- 
(4) शए5०००३८८ 
जैसे कि आ० १५ में ॥, घूर्णन अक्ष पर स्थित अभिदेश बिंदु 0 से बिंदु ?? तक की 
सदिश् भिज्या है, जिसका वेग ४४ निर्धारित करना है 

अव दृढ़ पड के बिंदु 7? की गति पर दो परस्परानुगामी अत्यणु घूर्णनों ७५ वा 
और ७) ४ के पूरे प्रभाव पर विचार कौजिए। यहाँ अभिदेश बिंदु ० दोनो ० 
और ७३ के अक्षों के लिए उभयनिष्ठ है। हम निम्नलिखित आप्त करते हैं-+- 
(4४०) आएत्तणारूर , शऋ४ताण०३2त५ 

ऋण नी आउततणा पे ०शेखाए 

इन समीकरणो के सबसे पिछछे में बायाँ जंग वह वेग ४७ है जो ४० और ४५ 
से बनता है। (५) से तुलमा करने पर देखते हैं कि-- 
(5) ७ह१5०,नै- ०३ 

उसी भांति परिणामी कोणीय बेग है जो दृढ़ पिड पर अपने प्रभाव में दो घूर्णनों 
७) // और «७५ 6 के तुल्य है। इससे परिणाम निकलता है कि कोणीय वेगों 
का योग सदिश्ी की भांति होता है। जैसा कि सदिश्यों में होता है, मोग में उनका 
कैम निष्प्रयोजनोय है अर्थात्‌ उनका योग ऋधिनिमयजशील' है, वपोकि--८ 
(७) ७०३जु०४१०४नीण्य 


3. प्राक्तण्बाँ इ0बरतं०ा 2. (कगाएपॉशरएल 


११ 


श्र बूढ़े विड ४२२ 


इन दोनों नियमों में में कोई भी परिमित प्ूर्णनों के छिए बैध नहीं है। उनका 
संमोजन गदिश-यीजगणशित के सरस नियमी का अनुसरण नहीं करना, डिलु हैमिक्टन 
द्वारा आविप्टत घमु्दशांधनोय यीजगणित' का । जोर भी यह कि दो परिमित प्ूर्णनों 
फा प्रभाव उनसे परम पर निर्भर करता है। इस प्रकार के दो धूर्णनों का क्रमविनिमय 
नही होता || 

दस स्थान पर धुयीय और अक्षीय सदिशों के भेद पर विचार-आलोचना करना 
सुविधाजनक है। 

प्रुवीय सदिशो फे उदाहरण हँ--वेग, त्वरण, बछ, मदिश श्रिज्या, इत्यादि) 
ये तोराग्रयुयत निर्देशित सड़ो द्वारा निरूपित किये जा सकते है। निर्देधाक प्रणाली 
के घूर्णन में उनके समफोणिक धटको' का रुपातरण निर्देशांकों को ही भाँति होता 
है, अर्थात्‌ +- सारणिक' केः ऊबकोणोय रूपांतरण की व्यवस्था के अनुसार निद्दे- 
थांक प्रणाली के मूल बिंदु से होफर किये हुए प्रतिछोमीकरण में, जिसमें «, 9», ८ 
क्रमातु “२, “८9, “४८ द्वारा प्रतिस्थापित किये जाते है, और रुपान्तरण का 
सारणिवः ---4 होता है, छुवीय सदिश्ञों के भटको के चिह्न वदल जाते है) 

कोणीय वेग, कोणीय त्वरण, ऐंठ और कोणीय सवेग अक्षीय सदिश्यों के उदा- 
हरण हैं । अपनी-अपनी प्रकृति के अनुसार वे एक अक्ष द्वारा निरूषित किये जाते है, 
जिस पर घूर्णन का परिमाण और उसकी दिशा सूचित होती है (उदाहरणत., एक 
बक्र तीर और एक सख्या द्वारा) । इसके स्थान पर यदि उन्हें अक्ष पर लगाये हुए एक 
संगत परिमाण के तीर द्वारा निरूपित करे सो तीर की दिशा के बारे मे कोई कैसा 
भी समझौता कर छेना होगा, जैसे कि दक्षिणावर्त पेच” का कायदा। निर्देश्ांक 
प्रणाली के शुद्ध घूर्णन में अक्षीय सदिज्ञों के समकोणिक घटक अपने सगी तीरो के 
घटकों की भाँति रूपातरित होते है, अर्थात्‌ लवकोणीयतया। १रतु निर्देशाकों के 
मूलबिंदु से होकर किये हुए भ्रतिकोमोकरण'" में ये समकोणिक घटक चिह्न नहीं 
धदलते। इस प्रकार के रूपातरण में दक्षिणावर्त पेच के कायदे के स्थान पर वामावर्त 
पेच का कायदा छेना होगा। यह इस बात के अनुरूप है कि मूलवबिदु से होनेवाले 
प्रतिल्लोमीकरण में दक्षिणावर्त निर्देशांक प्रणाली वामावर्त हो जाती है। 


१3. +'ह००५३ ० घुण्श्धि्रणा5 
2. #टलक्राहुपोंबर ०007ण7९७७ ३. ऐलल्य्पंपथाप 
ब- अएग: विभ्कातेध्त इटाल्जा 5. वरलाअंगा 
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दो ध्रुवीय सदिशों का सदिश-गुणनफल एक अक्षीय सदिश होता है (उदाहर- 
घत:, बल का घूर्ण)। अक्षीय सदिश और श्रुवीय सदिश का सदिश गुणनफल 
भ्रुवीय सदिश होता है [यथा, समी० (४) में वेग 5४]। निर्देशांको के प्रतिलोमी- 
करण के अधीन इन गुणनफलों के आचरण को पड़ताल कर, पाठक सहज ही इस 
वात में अपना निश्चय कर सकता हैझ । 

इन अप्रासगिक बातों के बाद हम दृढ़ पिड की चछ-गतिकी को लौटते हैं। उसके 
प्रत्येक विदु की गति समी० (3) के स्थानातरण सवधी वेग घ और घूर्णत सबधी 
समी० (4) के वेग %छ, इन दो बेगो की वनी होती है। अतएुव दृढ़ पिड के किसी 
भी बिंदु का वेग ७ होगा-- 


(7) फन्न्प्र्न-०३८४५ 
अभिदेश विदु 00 का निर्वाचन पूर्णतया हमारे हाथो मे है। उसके लिए 
(7०) श्च्च्प 


होता है। वहुत-सी बातों के लिए 0 को संहति' केन्द्र ५ पर रख लेना छाम- 
कारी होता है। यह्‌ प्रकट हो जायगा यदि, उदाहरणतः, हम विंड की गतिज' ऊर्जा 
निकालना चाहे। यहां 


(0) 7७ टिल: 

इसके लिए. (7) की सहायता से निम्नलिखित समीकरण बनाते है-- 
(84) शज्च्पा--(७३८*+2प. (७०>८८) 

और तदनुसार 7' को तीन भागो मे तोड़ देते है-- 

(9) पर 7॥कआरक करन 2,५ 


कि नीए | करी ] 
स्थानात घूर्णन मिश्रित | ? 


# इससे आगे हम्न केवल मात्र ऐँठ 7, और कोणोय वेग ० का उल्लेस करेंगे, 
पहां पाठक को याद रखना चाहिए कि इससे क्रमात्‌ ऐंठ और फोणीय वेग फे निश्पक 
सक्षीय सदियों का मतलब है । दूसरी ओर, जब ऐंठ के समतल और कोणीय येग 
फे समतल का उल्लेख होगा तव उनसे, स्वभावतः, अक्षौय सदियों, फमात्‌ 7, और 
० के लंबवत्‌ समतलों का मतलब होगा। 

. पागरक्चंणा 0 ए०-गप्तांपट5... 2. 355 प्टमटर 


श्ध्ड दुड़ पिड़ ड३२ 
५ हे “मिश्चित” ऊर्जा है जो स्थार्नातरण और पघूर्णन के मेल से निर्धारित 


कारण कि धर का मान सभी विदुओ /9 के छिए वही है, हम प्रकटतया 
प्राप्त करते हैं -- 


(7०) परवान 4० लत 
7, निकालने के लिए हम निम्नलिखित स्पांतरण करते हैं -- 
(77) पनन है प्र, ७>९ए बंक 


स्न्ध, ०३८ $ ग वीश 


हे च्ञ्ञाप्र ०>पपर, 
जहाँ पर विंदु 0 से सहति-केद्र ७ तक का निर्देशित खड है -- 


(गे घेरा ड्बंक 

हे 0 (73.30) में । अब यदि 0 को ७ से सपाती कर दे, तो २-50 और, 
है % ६ 

(78) 


7),50, 
तो अब गतिज ऊर्जा 2' केवल-मात्र स्थानांतरण कारित ऊर्जा 7ककज 
और धूर्णन कारित ऊर्जा 7,,/ का योग हो जाती है। चलछते-चलते, यह भी लक्ष्य 
कीजिए कि यदि पिंड किसी स्थिर बिंदु के भ्रति धूर्णणन करता है और यदि यही विदु 
अभिदेश बिंदु 00 निर्वाचित कर लिया जाय तो न केवल 2, बेरन्‌ 7+कज 
भी शून्य हो जाता है (क्योकि दोनों स्थितियों में ४:50), अतएवं 
(77८ ) प्५- 7५७ 

अब गतिज ऊर्जा के घूर्णनीय अश्दान पर हम ध्यान केंद्रित करेंगे। यदि 
७+८४ के घटको का वर्ग करे तो (8४) के मध्यपद से प्राप्त करते है --- 


(72) 2 4,७७०, $ (-++्रबंकन-० 2-2१ 4#& 
ऋण्त $ (अनए )87० 
--०२ ०,०, | )६4/7--2०,०५ ६ डवैक्-- 2०, ७, ह॒ मऊ बैड, 
निम्नलिखित सकेतन 
(722) ॥५त5 है (#न-४)०% . . 
रत आहट ० ५ « 
के साथ, (32) देता है 
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(728) 27077, ,७०-/--,, ०४ +२, ०, 
-आं,.0,०,-२2/.,०,०,--27,,९०२०५- 


(77.3) में प्रविष्ट परिभाषा के अनुसार, 7... है सहति-वितरण का अब> 
स्थितित्व धूर्ण &-अक्ष के प्रति। 7,, और 7,, के लिए भी सगत बात लागू है। 
2... 7,., .. को हम अवस्थितित्व गुणनफल कहेंगे (कभी-कभी इनके लिए 
“अपकेन्द्र घृर्ण” नाम का पर्यायतया व्यवहार किया जाता है)। 2., को भी विना 
किसी दश्र्थकता के हम 2. में सक्षिप्त कर सकते हैं। 

(77.5) के अनुसार (72) के वाये अग को 7७१ रख देते है और सक्षिप्तिफाओं 

० ५), के ५ पं 
(3) हज मरा कान ४6 
के साथ प्राप्त करते है -- 
(53०) रच 7««-,,3१ के 77 बह 2,,87 मल थे, 25 5 ६ 5 हि 
«, 3, # सदिश ७ की देशिक कोज्याएँ हें और ७ का अक्ष दृढ पिड में कही-भी 
स्थापित कर दिया जाता है । (734) से परिणाम निकलता है कि एक वार छः 
परिमाण 7, दे दिये जायें तो किसी अक्ष के प्रति अवस्थितित्व घूर्ण पूर्णतया निर्धारित 
हो जाता है । 

हमारे 2॥६ के प्रकार के परिमाण-पप्ठक' को टेन्सर (7८50 तानक) या, 
अधिक ठीक तरह से, समित या ससमित देंसर कहते हूँ | इस नाम का जन्म 
प्रत्यास्थतावाद में हुआ था जहाँ प्रतिबल्ल और कर्ष' के टेन्सर प्रधान भाग छेते है । 
व्यापकतया, देसर अति उपयुकक्‍्ततया एक वर्ग अनुसूची की भांति लिखा जाता है! 
प्रस्तुत स्थिति में यह निम्नलिखित होगा-- 

हित 3] न 
(730) य्फ्र. (5८ ७ नारी ) 


फु् २५ हर ५ 332 ड्ड 


जहाँ 4, , स्तर, - « « 

प्रारभिक दृष्टिकोण से टेन्सरों का गणित सदिश्वों के मणित से कम साकार और 
सुबोध है । सदिश को रेखाखड द्वारा निरूपित करते है, परंतु टेन्सर के ज्यामितीय 
निरूपण के लिए हमें द्वितीय घात के तल की भरण छेनी पडेगी | प्रस्तुत स्थिति में 
यह “टेन्सर तल” इस प्रकार प्राप्त होता है कि हम -- 


. 2 $९डा८६ 0 ग्रावहुम्रापठेट५. 2, 5६655 ठ4 50 €75075 
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से भिन्न निर्देशाक प्रणाली मे रचा जाय तव मन ही मन मे मुख्य अक्षो वी तीन दैंशिक 
परामितियाँ जोड़ लेनी चाहिए । इस प्रकार फिर समित टेसर के छूक्षण बतानेबाएे 
छ; परिमाणों पर पहुंचते है । 

सहूति वितरण के प्रत्येक समिति-समतद स्वभावतया पघूर्णीय दीर॑बृत्तन के भी 
समिति-समतल होते हूँ) घूर्णनीय समित्रि बाछे सहति वितरण का एक घृणींय 
परिक्रमण-दीर्घवृत्तन होता है, अर्थात्‌ “आइलोय अक्ष” की ओर मुख्य अक्ष होन 
के अतिरिवत उसके अनन्ततया अनेझ अन्य “निरक्षीय'” मुख्य अक्षयून्द होते रह 
दृष्टांत की भाँति हम दो प्रकार के छटदुओ का जिक कर सकते हू--एक तो शक के 
आकार का, जो खिलौने की भांति काम में आता है, और दूसरा गतिवालक चक्र के 
रूप का, जो बहुधा निदर्शनकार्यों के लिए व्यवहार मे लाया जाता है (आ० ४० ए 
और बी) | प्रथम प्रकार में, पिंड के अक्ष के प्रति का अवस्थितित्व घूर्ण लबुतम 
होता है। अतएवं सगत मुख्य अक्ष निरक्षीय अक्षो ग्रे अधिक छवा होता है (सव्र 
९ तय रै के विचार से) । यहाँ एक उच्चाक्ष उपगोल' प्राप्त होता है। दूसरे प्रकार 
में आकृतीय अश्ष के प्रति का अवस्थितित्व घूर्ण महत्तम होता है। अतएवं संगत 
मुख्य अक्ष, उसी कारणबश, निरक्षीय अक्षों से छोटा होता है और परिणाम होता 
है निम्नाक्ष उपगोल (* 

प्रसंगवश, घूर्णीय दीर्ववृत्तज परिक्रमण दी॑वृत्तज हो जाता है, न केवछ घूर्णनीय 
समिति वाले सहति वितरण के लिए, अपि च जब फभी भी दो से अधिक समिति-समतल 
किसी अक्ष से होकर जाते है, यथा उदाहरणार्थ, वर्ग या पड्भुजीय समपाइ्द" में । 

इसी प्रकार दीधध॑वृत्तज भ्रप्ट होकर गो वन जाता है, न केवल गोलीयतया 
संमिति वितरण में, वरन्‌, उदाहरणार्य, घनात्मक वितरण जैसी स्थितियों में भी, क्योकि 
यहाँ टेसर तल के दीवंबृत्तनीय रूप से सगत जितने समतल हो सकते हैं, उनसे अधिक 
समितिसमतल विद्यमान होते है । ऐसी स्थिति में हम “गोछीय छट्ूटू” की बात 
करते हूँ । मोलीय लट्दू (दे० आ० ४० सी) में कोई भी अक्ष मुख्य अक्ष है । 

६ २३ दृढ़ पिडों की स्थेतिकी 

यह विवय निर्माण संबंधी यात्रिकी के सपूर्ण क्षेत्र, अर्थात्‌ सेतुओं, पुश्तों, मेह- 

राबों आदि की रचना का सैद्धांतिक आधार है । अतएव यांत्रिक इजीनियरी की 


. $श्राशापत्य 2. सषण्भठपंओ 
३. ए7००१८८ धभाल्ूगंत 4. 0छागढ उछमच्वगंत... 5. एक 
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(74) सन हा ह कप कटे 
रख देते हैं जहाँ ६ १, ६ से कार्तीय निर्देशांकों का मतलव है। अतएव 
5 (क_कबा+ 6) 

को विदु 0 से सदिश तिज्या समझना चाहिए । 9 को अब गा के वरावर रख देते 
हैं और 0 होकर जाते हुए प्रत्येक अक्ष पर 4 नही, वरन्‌ का ब्युत्कम जितना दैर्ध्य 
लगा देते है (नही तो द्वितौष घात का तल न प्राप्त होगा)। इस प्रकार (736) से 
प्राप्त करते है-- 
(75) 35/+»६+7,, २१५7.. ६?--27,,3(--२7.०/६--2/:६५ 
संभावित भ्रप्टवाओं को छोडकर यह दीघंवृत्तत का समीकरण है,क्योंकि परिमित' 
संहृति वित्तरण के लिए आपका शून्य से अधिक होता है। समी० (75) द्वारा 
निरूपित तल घूर्णोष दीर्घवृत्तजां कहाता है। 

यदि निर्देशाकों का रूपातरण इस भाँति कर दें कि वे दीर्घवृत्तज के मुस्य अक्षों 
से संपाती हो जायें तो इस रूप का समीकरण प्राप्त होता है-- 
(75०) चल्‍व67+ 79 ६8-7४ 
जहाँ 7,, 4५, /3 तीन मुण्य अवस्थितित्व धूर्ण है । मुख्य अक्षों के लिए अवस्थितित्व 
गुणनफल शून्य हो जाते है, और इसे मुख्य अक्षों की एक परिभाषा समझ सकते हूं । 
(739) की टेन्सर अनुसूची विकर्ण' के रूप की रह जाती है | जब टेंसर मुख्य अक्षों 





् 
आ० ४० ए-सो---(ए) खेल के लटडू का घूर्णीय दीधंवृत्तज; (बी) 
गतिपालक चक्र लट्टू का घूर्णीय दीवृत्तज; (सी )गोलछीय लट्टू का एक उद्यहरण। 


4. #6णाव्यागे ढछडठंत 2. बछण्ख्गा 
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से भिन्न निर्देशाक प्रणाडी में रत्रा जाय तव मन ही मन में मुस्य अक्षों की तीन देशिक 
परामितियाँ जोड़ लेनी चाहिए । इस प्रकार फिर समित' टेसर के लक्षण बतानेवारि 
छः परिमार्णो पर पहुँचते है । 

संहति वितरण के प्रत्येक सम्तिति-समतत्म स्वभावतया घूर्णीय दी्ध॑वृत्तज के भी 
समिति-समतल होते हँ। धूर्णनीय समिति वाले सहति वितरण का एक घूर्णीय 
परिक्रमण-दीघंवृत्तन होता है, अर्थात्‌ “आह्ृतीय अक्ष” की ओर मुरय अक्ष होते 
के अतिरिवित उसके अनन्ततया अनेक अन्य “निरक्षीय”' मुख्य अक्षवुन्द होते हैँ । 
दृष्ठात की भाँति हम दो प्रकार के लद्दुओ का जिक्र कर सकते हँ--एक तो बकु बे 
आकार का, जो खिलौने की भाँति काम में आता है, और दूसरा गतिचालक चक्र के 
रूप का, जो बहुधा निदर्शनकार्यो के लिए व्यवहार में लाया जाता है (आ० ४० ए 
और बी) । प्रथम प्रकार में, पिड के अक्ष के प्रति का अवस्थितित्व घूर्ण लघुतम 
होता है। अतएवं सगत मुख्य अक्ष मिरक्षीय अक्षो से अधिक लबा होता है (सब 
शत 77 के विचार से )॥ यहाँ एक उच्चाक्ष उपगोल" प्राप्त होता है। दूसरे प्रकार 
में आकृतीय अक्ष के प्रति का अवस्थितित्य घृर्ण महत्तम होना है। अतएवं संगत 
मुख्य अक्ष, उसी कारणवच्य, निरक्षीय अक्षों से छोटा होता है और परिणाम होता 
है निम्नाक्ष उपयोल ।* 

प्रसगवश, घूर्णीय दीघंबृत्तज परिक्रमण दीर्घबृत्तज हो जाता है, न केवल घूर्णनीय 
संभिति वाले सहति वितरण के छिए, अपि च जब कभी भी दो से अधिक समिति-समतलू 
किसी कक्ष से होकर जाते है, यथा उदाहरणायं, वर्ग या पदभुजीय समपाइ्य' में । 

इसी प्रकार दीघं॑बृत्तज श्रप्ट होकर गोल बन जाता है, न केवल गोलीपतया 
समिति वितरण मे, बरन्‌, उदाहरणायं, घनात्मक वितरण जैसी स्थितियों में भी, वयोकि 
यहाँ टेसर तऊ के दीचंव॒ुत्तजीय रूप से सगत जितने समतल हो सकते है, उनसे अधिक 
समितिसमतलछ विद्यमान होते हैँ । ऐसी स्थिति मे हम “गोलीय छट्दू” की बात 
करते है । मोलीय लट्टू (दे० आ० ४० सी) में कोई भी अक्ष मुख्य अक्ष है । 

६ २३ दृढ़ पिडों की स्थैतिको 

यह वियय निर्माण सबंधी यात्रिकी के स॒पूर्ण क्षेत्र, अर्थात्‌ सेतुओ, पुश्तो, मेह- 

राबों आदि की रचना का सैँद्धातिक आधार है ३ अतएव यात्रिक इजीनियरी की 





. $क््ममलपंव्यों 2. एछवुणशफएवों 
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पादूय पुस्तकों में गणितीयतया एवं छेसाचित्रीयतया दोनों भाँति, उसकी अतीव 
व्यौरेवार विवृत्ति होती है। यहाँ हम वियय की केवल व्यापक बाते ही छेंगे 
(१) साम्यावस्था के प्रतिबंध 
साम्यावस्था के सभी प्रश्नों की भाँति ये प्रतिबंध भी आभासी कर्म के सिद्धांत के 
अंतर्गत है । कारण कि यह सिद्धांत दालाँवेर सिद्धांत की एक विशेष स्थिति समझा जा 
सकता है जिसमें अवस्थितित्व बल शन्य है, इसलिए हमारा प्रस्तुत विश्लेषण $ १३ 
के रेखीय और कोगीय संवेगों के सिद्ध तत्वों के नमूने पर किया जा सकता है। 
वास्तव में जिन आभापती विस्थापनों (स्थानान्‍्तरण और घूर्णन) का वहाँ व्यवहार 
किया गया है वे प्रकदतया दुढ पिंड के आंतरिक सबंधों से संगत हैं और पिछले 
प्रकरण में विचारे हुए दृढ़ पिड को व्यापक गति के दो घटक भागों के अनुरूप है ! 
समीकरणों (3-3) और (33.9) में अवस्थित्तित्व बलो को हटा देने से हम 
दु्डपिड की साम्यावस्था के व्यापक प्रतिबंधों को निम्नलिखित रुप में प्राप्त करते है-- 
( 29850, 2..5«0. 
ये &, दुढ पिंड के किन्ही भी बिदुओ 2% पर आरोपित वाह्य वलवृन्द हूँ। प्रथम समी- 
करण () हमसे वछ सदिश्षों को, उनके अनुप्रयोग-बिंदुओं पर ध्यान दिये बिता ही, 
सिरे से सिरा लगाकर किसी भी क्रम में रखने को, और पारिणामिक बल बहुभुज' पर 
विचार करने को कहता है। समीकरण (7) के अनुसार साम्यावस्था के लिए 
बलों के बहुभुज को बंद होना चाहिए । 
॥. इन ४, के एक ऐसे अभिदेश बिंदु 0 के प्रति के घूर्ण हैं जिसका निर्वाचन 
कुछ भी हो सकता है, परतु जो सभी पे; के लिए वही हो । इंसरा समीकरण (7) 
हमसे इन 7., ओ को उनके (अक्षीय) सदिश निरूपकों द्वारा प्रतिस्थापित करने को 
(देखिए पू ० ४९) और ऐदें के उस वलूभुज पर विचार करने को कहता है जो इन 
संदिशों का संदिक्‌ योग करने से बनता है। द्वितीय समीकरण (7) के अनुसार, 
ऐठ-बहुभुज भो, साम्पावस्था प्राप्त करने के लिए, बंद होना चाहिए । 
समीकरणों (7332) और (73-73) के सादुश्य में, हम (7) के दो समी- 
करणों से निम्नलिखित छ, घटक समीकरणों को पहुँच सकते हँ-- 
25, 27,5- २2,50० 


हे 476 2 6 डॉफजि:-बटथ) 
( ड सत्ट (52% »ख,) 0. 


4. ऋ07०6 #णए8०० 
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ये निर्देशांक अक्षों पर सदिश समीकरणों (7) के प्रक्षेपों को निरूपित करते है । थे 
&%)७८७ बिंदु 0 को मूल बिंदु मान कर, वहाँ से मापे हुए अनुप्रयोग बिदुओ के 
निर्देशांक हैँ । 
(२) सामथ्य-तुल्यता; बल निकायों का रलूघुकरण 

यदि बाह्य बलवृ द (या ऐठे) साम्यावस्था न उत्पन्न करते हों तो हम पूछ सकते 
हैँ कि क्या कोई ऐसे गुणों का एकाकी वल (या एकाकी ऐठ ) हो सकता (या सकती ) 
है कि केवल उसी के कारण दृढ पिड उसी प्रकार चले जैसे कि दिये हुए बलो (या 
ऐंठों) के निकाय की क्रिया के अघीन चलता है ? 

यह प्रश्न उठाना, अन्य बातों के साथ-साथ, इस बात के लिए भी उपयोगी है 
(यद्यपि व्यापफतया वह उसके लिए पर्याप्त न भी हो) कि यदि दृढ़ पिंड पर ऐसे 
बलो का तिकाय आरोपित हो जो स्वय साम्यावस्था नही उत्पन्न करा सकते, तो 
उन बलों का निर्धारण किया जा सके जो दृढ़ पिड़ पर उसके आधारो द्वारा 
डाछे जाते हूँ । ह 


प्रस्तुत स्थिति में “खुले हुए” बहुभुज 
8,,8,,...9, (आ० ४१) को बद 
करने थाले खड़ को एक बार उस 
दिशा में जिसमें कि बहुभुज बनाया 
गया था (8,,9) और एक बार इससे 
विपरीत दिशा में खीचने में, #, 2 हक 
परिणामी बल, हमे उक्त प्रश्न का 8 कि 
उत्तर मिलता है। इसमे, (अर्थात्‌ 
विपरीत दिद्याओं में एक ही खड की आकृति '४१.--एक “खुले हुए” बलों के बहु 
रचना से स्थिति में) कोई भी परि> भुज का परिणामी बल निकालने 
वत्तेन नहीं होता । अब हमारे पास के लिए रचना । 
एक बद बल वहुभुज, 20... 8५.3, और एक एकाकी बल 7४ है । इन दोनो को साथ- 
साथ लेना “खुले हुए” वल-बहुमुज 7, ..-7 के सामथ्ये-तुल्य' है | परतु वल वृन्द 
फ...४५ ७ साम्यावस्था में हैं और उनकी उपेक्षा की जा सकती है । अतएवं एकाकी 
चल छ, दिये हुए वलो 7५...9, के निकाय के सामर्थ्यतुल्य है। गणितीयतया, 


रा 


. ए८५६एॉ७४४६ 2, छपृर्णएणालाह 
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१८४ 
0) छ्त्ल्यफ्नड 
लटक 
इसी प्रकार का तक “खुले हुए” ऐंट-वहुभुज के साथ भी किया जा सकता 
है । इससे एक परिणामी बल-घूर्ण ]. प्राप्त होता है जो दिये हुए घूर्णो 4 ... ...].५ 
के निकाय के सामर्थ्यतुल्य है, अर्यात्‌ 
१4 


(4) 2 व... 
न्त्ता 

चलते-चलते यह भी कह देना चाहिए कि एकाकी वल 7, के उसी बिंदु 0 पर 
आरोपित करने में हमे कोई रोक नही है जो धूर्णो 7.६ का हिसाव करने के लिए 
अभिदेश बिंदु लिया गया था। यह निर्वाचन आ० ४१ में इंग्रित है। 
(३) अभिदेश बिंदु का परिवर्तन 

समी० (3) तुरत ही दिखला देता है कि छ, अभिदेश विदु 0 के निर्वाचन से 
बिछकुल स्वतंत्र है। अतएव यदि किमी दूसरे अभिदेश बिंदु 0" के लिए एकाकी परि- 
णामी ॥ हो तो 
(5) रा 
दूसरी ओर, समी० (4) से, ./, के तदनुसार अर्य॑ होते हुए, हमें प्राप्त होता है 


के 
(0... 7/चडे 774 जहाँ ए/ तीज: 
ना 


यहाँ ४ बिंदु 0' से 7ै के अनुप्रयोग-बिंदु 20; तक मापी हुई सदिश तिज्या है। सम- 
झिए कि (2 से 0 तक की सदिश टूरी & है । तो, 

(65) हकतत्9--72,. 3, २०२९७ -+-॥++८म ८०३८४ नी 

अतएव 


(60). एच ४० फन॑-ओ व 
जया ज्ज्ला 
बत्व८ % फेक 

मज्डा 

परंतु (3) के विचार से 


छह 5) एन्‍्ल्‍्मन्‍्फे,. 
औैज्ल्य 


ड.र३ इृढ़ पिडों की स्थेतिको १७१ 
अतएव हम प्राप्त करते हैं-- 

(गे 7, ,>दाजटए,. 

४--घल-गतिकी और स्थैतिकी की तुलना 


जैसा कि समी० (22.2) के सवध में कहा गया था, चलगतिकी में ७ अभिदेश 
बिदु के निर्वाचन से स्वतत्र होता है, परतु थे उस निर्वाचन पर निर्भर करता है । हम 
लिखते है कि-- 


(8) बज 
और, (22.7) से, ४5-एछ' तथा ४5-०७ रझकर 
(9) प्र/हस्पघ+ ०३८०. 


इस समीकरण की वही वनावट है जो (7) की, बशतें कि संदिशीय गुणनफल में गुणन- 
खडों के क्रम पर ध्यान न दे | यदि समीकरणों ($) और (6) को भी विचार में ले 
तो स्थैतिकी और चलगतिकी के बीच हम एक विलक्षण पारस्परिकता पर पहुँचते है 
जो नीचे दिये हुए ढग से व्यक्त की जा सकती है-- 


जज 
हक 


४ अभिदेश बिन्दु. ६ 
२ 
पर निर्भर से स्वतंत्र 
यह कैचीवत्‌ पारस्परिकता' वलू-युग्स और घूर्णन-यरुग्म को धारणाओं के बीच भी होती 
है जिसका वर्णन अब किया जायगा। 


. (5055575९ इच्संए॥०लाफ 


श्र दृढ़ पिड डश्३ 


बल-पुस्म (या, संक्षेप में, “युग्म”) प्रारंभिक स्थैतिकी में एक मौलिक तत्त्व है। 
जैसा कि भली भाँति ज्ञात है, एक युग्म में दो समातर तथा प्रतिकूछ, एक ही परिमाण 
के बल, -+ पं, होते है जिनको क्रिया की रेखाएँ एक दूसरे से परिमित दूरी, कहिए कि 
4, पर होती है । यदि इस प्रकार के युग्म का छूघुकरण उपप्रकरण (2) के भाव में 
करें तो हमें प्राप्त होता है -- 


न क्र 
(7०) ए, ०; उच्च; | 7: [| छ& |, 
न्‍्+ 


जहाँ सदिश 2, को दोनों बलो के समतल से लंबवत्‌ दिल्ञा में समझना चाहिए । 
परतु जहाँ, पहले का ., अभिदेश विंदु 00 से, कहना चाहिए कि, लगा हुआ था, तहाँ 
न्न्नीः 


हमारा प्रस्तुत /, सभी अभिदेश बिंदुओं के लिए वही होगा और आकाश्न में चलने के 
लिए पूर्णतया स्वतंत्र होगा; अर्थात्‌ दो दिये हुए युग्म समितीयतया जोड़े जा सकते हैं 
और एक तीसरा युग्म प्रदान करते है; दो सम तथा प्रतिकूल घूर्णो के, समांतर समतरों 
में आरोपित, युग्म कट जाते हूँ, इत्यादि। 

आइए, घूर्णन-युग्स की परिभाषा कर अपनी उक्त विधि द्वारा इंग्रित केचीवत्‌ 
पारस्परिकता का कुछ और अध्ययन करें। घूर्णन-युग्म से मतलब है दो सम और प्रति- 
कूल घूर्णमकारी वेगो -६०, का जिनके अक्ष परस्पर समांतर पर कुछ दूरी, , परहों । 
जोडने के कायदे (22.5) के अनुसार, घूर्णन-युग्म के लबुकरण से एक परिणामी धूर्णन- 
कारी वेग ७,5८०, प्राप्त होता है । अतएंव हमारा दोनों घूर्णन-युग्म घूर्णन अक्षों के 
समतल के लंबवत्‌ एक शुद्ध स्थानांतरण को जन्म देता है। इस स्थानांतरण के 


बेग का परिमाण सहज ही [| ल्‍5०४ पाया जाता है । अतएवं अपनी पारस्परिकता 
विधि के भाव में समीकरणों (70) से सादृइ्य विलकुल पूरा ही गया ॥ हमारा पहले का 
४ तो अभिदेश विंदु 00 के निर्वाचन पर निर्भर करवा था, परंतु घूर्णन-युग्म के तुल्य का 


॥ अभिदेश बिंदु से स्वतत्र है और अपने त्ईं समातर रखते हुए आकाश में किसी भी 
प्रकार स्थानातरित किया जा सकता है। इससे यह निकलता है कि दो स्वेच्छया 


-+ 
स्थित घूर्णन-पुग्म, ठीक अपने स्थानांतरण वेग # की भाँति, सदिश्ञीयतया जुड़ते 
है; दो समान और प्रतिकूल घूर्णों के, समांतर समतडों में स्थित, घूर्णन-युग्म कट जाते 
हूँ, इत्यादि । 


ड२३ इृढ़ विड्यों की स्थेतिकी १७३ 
शेपपूति : रिच' और पेच-विस्थापन 


समी० (7) से देसते हूँ कि [.... अभिदेश विदु पर निर्भर करता है। अलएव 
इस विदु का निर्वाचन इस तरह करने को मन होता है कि !., और 7, समातर हो जायें । 
तब हम रिय नामक बलनिकाय का एफ विशेषतया सरल चित्र प्राप्त करते है, अर्थात्‌ 
एक एकाकी बल और दस बल के प्रति काम करता हुआ एक घूर्ण या, तुल्यात्मकतया, 
उमर वल के छबवत्‌ समतल्‍्द में स्थित एक युग्म । यदि आदि का अभिदेशब्रिदु हो 0, तो 
रिच के लिए आवश्यक 00 का स्थान इस प्रवार प्राप्त किया जाता है ! समी ० (7) 
में हम 7,, को [॥ के समातर ॥.,॥ तथा उसके छबवत्‌ 7.,, में विघटित कर लेते है और 
द को निम्नलिखित समीकरण से निर्यारित करते हू -- 
(77) प,, 55-9१, 
सो अब (5) और (7) से अभिदेश विदु 0” के लिए प्राप्त करते हैँ -- 

7४,७४8, ॥/ 98 

जैसा कि रिच की परिभाषा वी अभियाचना है । समी० (77 ) कहता है कि इस काम 
के छिए अभिदेश बिंदु 0 को निम्नलिखित दूरी (४) से ॥+ और 79 के लंववत्‌ 
विस्थापित करना होगा-- 











००- 2]. 
| & | 

पिछली विवृत्ति के भाव का, पर उसका ठीक अनुल्योम, तक॑ पेच-विस्थापन 
को पहुँचाता है । समी० (9) को प्रारभ-स्थल लेकर हम घ को ० के समातर घ/ 
और उसके छववत्‌ घर में विघटित कर छेते हूँ | पेंच के लिए अभिदेशविंदु का जो 
विस्थापन » चाहिए वह निम्नलिखित समीकरण निर्वारित करता है -- 
(72) शक तन“ ०२८४- 
तो अब (8) और (9) से निम्नलिखित अभिदेश विदु 0' प्राप्त करते हैं -- 
(3)... ४७, ४-४ || ०, 
जो, वास्तव मे, एक पेंच-विस्थापन समीकरण निरूपित करता है ! समीकरण (72) 


कहता है कि यहाँ अभिदेश बिंदु 0 कुछ दूरी द्वारा ७ और घक से लववत्‌ विस्थापित 
होना चाहिए। 


4. ए्रााध्शलारड 


दृढ़ विड डर 


श्छड 'यापन की धारणा चित्ताकक तो है, परंतु घूर्णन संबंधी विशिष्ट 
+ में उसका कोई बड़ा व्यावहारिक मान नही है । इसीछिए उनकी 
रिच और डह छोड दी गयी थी। 
22% के उपचा' है रंखिक तथां कोणीय संवेग | रेखिक और फोणीय 
बात शेपपूर्ति' के छि। हा री 
वेग से उनका संबंध 


8 २४. दृढ़ पिड 
कि किसी दृढ़ पिंड को एक स्थानातरण-संवेग (रैखिक सवेग, 
'ह घूर्णन संवेग (सवेग-घूर्ण, आवेगी ऐ5) दे दिये गये है। इन में 
कल्पना कीजिए! 9 और पश्चोक्‍त को )// कहिए । 
आवेगी बल) और एववेगों ध0--एव# के योग से निकाला जाता है, अर्यात्‌ 
से प्रथमोकत को अक्षर _ | कल (२८ 
9सारेरैखिकस 7 
ही सहायता से प्राप्त करते हं--- 
(2) हा बं॥न- ७३८४ वंश; 
तो समी० (22.7) व | ।] | 
क की सदिश श्रिज्या का प्रवेश कराकर [ देसिए (22.77) |, 
ए?चचहघ+-॥०>८े.. 
यथा, 0 से संदृति केंद्र व. ८ निर्वाचित करे तो ३९50 और प्राप्त करते है -- 
(2 ) छच्शाध- 
विशेषतया, यदि 0व॑ंदड का कोगीय सवेग /४ उन सव रैसिक सवेगों के अत्पांशों 
(3) ऐ सार्व अभिदेश बिंदु' 0 के प्रति लिये जाते हैं । अतएव हम 
दूसरी ओर, दृढ़ | 
के घू्णों से 0] है्‌ यु ज्स्धए कस (करपटणे, 
प्राप्त करते हैं-- के कारण, 
(22.74) के कारण, 
(४) 9 रे 
>एछ) ने $ बैक 2८( ०७३८०) सत्कोरेजटघ $ दंध 72( ०१८४. 
इसमें, (22.7) और क्षाः के लिए भी हे 
मपद 0050 वे रण तथा घरर0 ये छिए भी घूस्य हो. जाया 
0 औ्| तह हाय में 


दक्षियों पार का प्रय करन का उर्द[८३८०)- 
है। अताएय इन दोनो 
(०) २. (एक्हड्मण्ठ 


3. 5८ुपीव्नध्णा 


डर४ दृइ्ठ विड के रंविश तथा शोनोय सादेग १७५ 


इस समाज बा माल सियाएने के वि! 7>म प्राय उसे 
+3,0 के लिए बंध बिर्गा 
का स्मरण कराने हूँ वि-- 
(7) ३६ (050) 5.38(0. 2) -0(6. 98) 
शुसमगे परिणाम नियठा है वि -- 
२०८(९३८०) ₹+छ-- ए(छ 7 
धौर इसलिए, &-पटकफ़ यो उद्यटस्प के 
3, -5 ( (>6(छ+0)], ढंए 
(8) च्कज( +)7+ <२)6॥- ५ भा 


७ ' २)पंश- ०, ६ (० / 
(22.24) में अवसम्यितित के घूणों और गुणनफरों पृ उपयोग कराफर हंस भर 
(6) को निम्नलिखित रुप में दे सफते हैँ-- 
व च्य,००-५,०५-३,,०,, 
(9) मै चत-ई:०७+-५४०,--३, ,?,५ 


मै धि मच त+ *ि कि णा व, जी १ ब्टिड 





दी भी तीन सब्मित 
शातर में.सी-युशनकार के निम्नन्धिखत संदिशों के कायदे 
























हुए, 


इस प्रकार हम गत्यात्मद सदिश कस और चदात्मक सदिश ० के बीच एक रैपघिक 
संबंध को पहुँचते हूं । यह सप्प्र समीकरण (22-30) के ठेसर / द्वारा प्राप्त हुआ है । 
अनएव कहते है कि | हैं ७ का “रैसिक सदिश फलन” । दस प्रकार के रेसिक सदिश 
फलन टेंसर कलन-गणित के सभी जगो में महत्त्वपूर्ण भाग छेते हैं, विशेषतया प्रत्यास्थता 
वाद में (देखिए इस ग्रन्यावली की द्वितीय पुस्तक) । 

घूर्णन की गतिज ऊर्जा के व्यजक (72.728) के उपयोग से समीकरण (9) 
विक्षाप्रद रूप में रखे जा सकते हूँ । क्योकि तव हम केवल निम्नलिखित प्राप्त 
करते हूँ -- 





__ 277७४ न 
(7०) बीवी ल5 हम! चियल- 
और भी देखिए कि यह पद-पुज न केवछ (9) में पहले से ही मान ली हुई स्थिति 
05५ या ध्रर0 के छिए बरन्‌ घ:0 तथा 0 के किसी भी स्थान के लिए भी 


चेध है । क्योंकि अधिकतर व्यापक स्थिति में केवल इस बात की आवश्यकता है कि 


न्‍१७६ डुढ़ पिड हर४ 


[4 पूर्णन] के छिए जो पदपुंज (22.20) है वह 7,, के व्यंजक (22.77) को 
जोड़ देने से पूरा कर दिया जाय | तो पद 
शा 
प्ञ 
समी० (70) के दायें ओर जुड़ जाता है । परतु यह # यही पद है जो )/( के समीकरण 
($) के दाहिनी ओर आता है जब कभी भी 0 और (7 सपाती नहीं होते । अंत में, 
सप्रूर्ण गतिज ऊर्ना ४' और 7,,+ २, में केवल पद 7,,७,॥ [/' स्थानांत] भर का 
भेद है जो० से स्वतंत्र है दिखिए (229) और (22.0) ], इसलिए (70) को 
निम्नलिसित रूप में ध्यापकीकृत कर सकते हँ--- 


न्््[रिजटण) 


(2००) न 2... 4++>० 
० 


जो 00 के किसी भी स्थान के लिए वध है। 

जो कुछ कोणीय संवेग 6 के लिए कहा गया है वह रेखिक संबेग छ के लिए 
भी वैध है। यहाँ सीधे ही व्यापक स्थिति (2-0 पर विचार करते हैं और समी- 
फरणों (22.9), (22.70) तथा (22-77) से निम्नलिखित संबंध 


ध्पः नू+॥॥॥--/४(०/८२): 
भप 


बना लेते हैं जो 9 के समीकरण (2) से सहमत है । अतएवं (704) का पूरक समीकरण 
होगा-- 


है 52 

(77) श्च््य्या ई75०,३,८५ 
समीकरण (708) और (77) किसी भी यांत्रिक निकाय के सवेग और वेग 
निर्देशाकों के संबंधक बहुत ही अधिकतर व्यापक संबंध की विद्येप स्थितियाँ हैँ। 
इसका प्रमाण अध्याय ६, $ ३६ तक स्थंग्रित करना पड़ेगा! यहाँ केवछ समी० 
(70) का ज्यामितीय अथे ही बतावेंगे जो हमें प्वेमों' को विश्यात ज्यामितीय 
रुचना को पहुँचा देता है। प्वैसो की विधि हमें यह बताती है कि किसी दिये हुए 
अक्ष के सबंध में कोगीय संवेग 7 का अक्ष किस प्रकार जाना जाय । इस विधि 
के बारे में वही कहा जा सकता है जो ऊपर आये हुए समीकरण के बारे में कि वह 


जु. एका5त: 


डर४ड दृढ़ विडों के रंखिक तथा कोणोय संवेग १७७ 


केवल दृढ़ पिंड के लिए ही नही, वरन्‌ जहाँ भी समित टेन्सर आये वहाँ भी छागू है। 
यह टेन्सर एक द्वितीय घात के टेन्सर तल द्वारा निरूपित किया जाता है और फिर 
इस टेन्सर द्वारा दिये हुए रेखिक सदिश फलन को निकालना पड़ता है। 

प्यसो रचना इस प्रकार की जाती है--घूर्णीय दीघंवृत्तज के केद्र 0 से (भा० 
४२) कोणीय वेग का सदिश ०७, खीच ग्या जाता है और जहाँ ७ इस दीघं॑- 
चृत्तज के पृष्ठ को काठता है वहाँ दीघंवृत्तज के स्पर्श ममतल की रचना की जाती है। 
(0 से इस स्पर्श समतलू पर डाला हुआ ठब, | की दिद्या देता है। प्रमाण के लिए 
केवल यह स्मरण करने की आवश्यकता है कि किसी भी तल, / (£, १, £)5-नियत, 
के लिए, उसके स्पर्श समतल के अभिल॒व की देशिक फकोज्याएँ 

(2) रथ हु रण हि श्र 

१६ 79१ ०9८६ 

के समानुषाती होती है। हमारे लिए / (६, 9, ८) नियत, घूर्णीय दीर्षवृत्तज का 
समीफरण (22-5) है और ६, ३, ६ के छिए उसके अवकलज सचमुच ही समी- 
करण (9) के 2४ के घटको के समानुपाती है । 

प्वैसो रचना को हम समौकरण (0) का साक्षात्‌ ज्यामितीय व्यजन समझ 


सकते हूँ, वयोकि पूर्णीय दीर्षवृत्तज आर 

ली प्ज 
सारत. तल 7,८5८ नियत के तक कं 
सर्वसम है। 7 


धूर्णीय दीघंवृत्तन की वह स्थिति 
निरूपित करती है जहाँ ०, ? 
और संमिति अक्ष (“आकृति का 
अक्ष") £ एक ही समतल मे है । 9) 
अतएव स्पर्श समतल दीघ्घंवुत्तज आकृति ४२--प्वैन्सो रचना। 
के उक्त तल के अनुप्रस्थ काट. दो स्थितियों में जहाँ धूर्णीय दीर्घवृत्तन (८) 
वाले दीर्घवृत्त की स्पर्भरेखा ढ्रा. उच्चाक्ष उपगोल और (8) निम्वाक्ष उपगोल 
निरूपित होगा । आकृति ४२ वी... में भ्रष्ट हो जाता है। कोणीय वेग ० और 
के उच्चाक्ष परिक्रमण-दी्घवृत्तन कोणीय सवेग 7 / की आपेक्षिक स्थितियाँ 
(अर्यात्‌ उच्चाक्ष उपगोल) में यहाँ दिखलायी गयी हूँ । 

श्र 


आकइृतियाँ ४२ एं, वी संमित कि बे 


०) 


१७८ दृढ़ पिड डर५ 


और ६, अर्थात्‌ अक्ष, ७ के इधर उबर स्थित है। आकृति ४२ ए के निम्नाक्ष 
उपगोल में 7 की स्थिति ७ और ई के बीच में है। दीर्घवृत्तज, जिसमें तीनों अक्ष 
असम हो, एक अधिकतर कठिन छेखाचित्रीय समस्या प्रस्तुत करता है। 

यह प्रकरण समाप्त करते हुए हम जोर देकर कहते हैँ कि इस प्रकूरण में विवेचित 
संबंध सारत: दृढपिड को पहुँचायी हुई इस न्यूटनीय परिभाषा के अतिरिवत और कुछ 
नही कि “गति की मात्रा ही उसकी माप है, जो वेग और द्रव्य की मात्रा के मिलाव 
से उत्पन्न होती है।” हमारे प्रस्तुत सवंधो के, एक एकाकी कण के वेग और 
संवेग के वीच के संबंध से, कही अधिक जटिल होने का कारण यह है कि कण- 
यात्रिकी में द्रव्य की मात्रा” अर्थात्‌ सहृति अदिश्य है, परंतु दुढ पिंड की स्थिति में 
सहति के स्थान में आनेवाछा अवस्थितित्वघूर्ण टेन्सर है। 

$ २५. दृढ़ पिड का गतिविज्ञान, उसकी गतियों के रूपों का सर्वेक्षण 

आइए, पहले आकाञ में स्वतत्रतापूर्वक चलते हुए दृढ पिंड पर विचार करें। 
अभिदेश बिंदु के लिए उसके सहति-केन्द्र को निश्चित करेंगे और, $ 23 के प्रदेशन से 
सहमत होते हुए, जो सव बलवृन्द पिंड पर आरोपित हों उनका, इस बिंदु पर आरीपित 
होने के लिए, लघूकरण करेंगे। तव हमे केवल एक एकाकी परिणामी वल की और 
एक एकाकी परिणामी ऐठ ॥, से ही काम करने की आवश्यकता होगी। गति- 
समीकरण ६ १३ के सवेग के और सवेग-घूर्ण के समीकरण होंगे, जो ये हँ-- 


(7) 9-ए&, 
तथा 
(2, कच्चा. 


यत, एक दुढ पिंड की केवल छः स्वतंत्रता-मख्याएँ होती हैं, अतः ये दो सदिश समीकरण 
ही पिंड की गति की दक्षा को पूर्णतया निश्चित करने के लिए पर्याप्त होंगे। 

जब कभी भी के कोणीय वेग से स्वतंत्र हो और 7, स्थानातरणीय वेग से 
स्वतंत्र हो, तब समीकरणों (7) और (2) को अलग-अलग छे सकते है) उदाहरणाथे, 
्षेप्पो के विज्ञान में ऐसा नही होता | यदि ऐसा होता हो तो (7) शुद्ध कण" 
याँत्रिकी की और (2) एक स्थिर विंदु के प्रति घूर्णण की समस्या हो जाती है, 


+ था. 


या, जैसा कि हम सक्षिप्तता के लिए कहेंगे, 'नचाने के छट्टू वाली समस्या” की। 


4. फ्गाएइप८5 


को दुइ पिड का गति-वज्ञान श्७९ 


इस स्थान पर हमारा कुतूहल मुस्यतया पश्चोजत में होगा । अभिदेश विदु का 
उपर्पुकत प्रकार से निर्वाचन कर छेने पर, हम गुरुत्व बल की उपेक्षा कर सकते है, क्योकि 
उसका संदति-केन्द्र के प्रति कोई घूर्ण नही होता। वरन्‌, यदि वायु-प्रतिरोव, घंण 
और ऐसी बातों की भी उपेक्षा कर दे तो हमे बिना फिन्‍्हीं दलों के अधीम नचाने के रूट्टू 
वाली समस्या का सामना करना पडता है। इस प्रकार कार्टन अवल्यन में सपा 
घूर्णक्षस्थायी (दे० आगे आ० ४७) विना क्रिन्ही बलो के अवीन लट्टू होगा, वच्नर्तें 
कि गतिपालक चक्र की सहति की तुलना में जिम्बछो' (लटकाने के छललों आदि 
की युक्ति) की संहृति की उपेक्षा कर दी जाय, जैसा कि साधारण रचनाओ में होता 
है। अन्यथा बहुत अधिक जदिल गणितीय समस्या का सामना करना पडेगा। 
संहृति-केंद्र के अतिरिक्त किसी अन्य स्थिर विदु के प्रति के घूर्णन को भी हम 
लेगे। जैसा कि पृ० १६४ पर कहा था, उस स्थिति में इस स्थिर विदु को अभिदेश- 
विदु 0 बना देना और उसके प्रति आरोपित गुरत्वाकपंणीय घूर्ण 7, का प्रवेश करा 
देना युक्तिपूर्ण होगा । ऐसी स्थिति में उसे भारी लद्‌दू कहते हैँ। उसकी विवेचना 
उपश्रकरण ४ और ५ में की गयी है। 
बिना बलों के अथीन लट्दू की पूरी विशलेपणीय विवृति आगामी प्रकरण के लिए 
स्थग्रित कर दी जायगी। वहाँ हम यूलर के समोकरणों द्वारा प्रस्तुत करण से परिचित 
होंगे। भारी रूट्दू की पूरी विवृति को, जहाँ तक कि वह की जा सकती है, और 
भी स्थगित करना पड़ेगा, अर्थात्‌ $ ३५ तक । वहां व्यापकीकृत छाग्रांच समीकरणो 
की झवितिमती विधि हमारे अधिकार में आ जायगी। 
बिना बलों के अधीन लट्दू के लिए समी० (2) प्रदान करता है, /(-०0। 
यह तुरंत ही समाकलित किया जा सकता है, जिससे प्राप्त होता है 
(3) (-नियत । 
बिना बलों के अवीन लटूदू का कोगीय सबेग परिमाण मे एवं आकाग्मीय दिग्या में 
नियत रहता है। यह अम्युक्ति गैछिलियो के अवस्थितित्व नियम के पूर्णतया समातर 
है, परंतु व्यापकतया, वेग तथा आकामीय स्थान के लिए उतना सरल व्यजन नही 
प्रदान करती जितना कि अन्य स्थिति में मिलता है। 


(१) विना बलों के अधीन गोलीय लट्दू 
केवछ गोलीय घूर्णीय दीवंवृत्तन की स्थिति में 2ध--7० होता है, जिससे 


4. (डक्‍तेका.. 2, ठाफ्ओ5ड 


१८० दृढ़ पिड हि 


नर नियत से ७5८० नियत निकलता है। धूर्णन अक्ष कोगीय सवेग के स्थिर 

थषक्ष से नित्य संपाती रहता है। पिड का प्रत्येक विदु, पिंड का रूप कुछ भी क्यों न हो 
(देखिए, उदाहरणार्थ पृष्ठ १६६, आ० ४०सी), इस अक्ष के चारों ओर नियत वेग 
से एक वृत्त बनाता हैं। 
(२) बिना वलों के अधीन संमित छटदू 

यहाँ सरल घूर्णन गति तभी होती है जब 7४ की दिशा मुख्य अक्षों में से किसी 
एक से, भर्याव्‌ या तो पिंड के अक्ष से या किसी निरक्षीय अक्ष से संपाती होती है ! 
बिता बलों के अधीन संमित लटूटू की व्यापक गति तथोक्त सम-पुरश्सरणपुक्ता 
होती है। 

इस प्रकार की गति को हम आ० ४३ की सहायता से समझाते है। घूर्णीय संवेग 
का अक्ष, जो आकाश में स्थिर रहता है, ऊर्घ्वाघरत ऊपर की ओर खीचा गया है। 
चूर्णीय दी्घ॑वृत्तज के केंद्र के चारों ओर रचे हुए मात्रक त्रिज्या के गोल के तल को 





आ० ४३--विना वछों के अधीन ससमिति लट्दू का सम-पुर.सरण | 
जहाँ यह अक्ष काटता है, वह बिंदु समझिए कि 2४ है। इस गोल को जिन बिंदुओं 
पर घूर्णन के तथा किसी भी क्षण की समिति के अक्ष काठते हू, उन्हें 2९ और 77 
कहिए। प्वैसो विधि से ये तीनों अक्ष # से जाते हुए एक श्ुववृत्तीय समतलय में 
होगे। अतएव तीनों बिंदु 0४, /: और # एक वृहत्‌ वृत्त पर होंगे जो विदु है/ 


4. एल्ठुणेबट एाल्ट्टडजेण्प. 2- केव्येंगेंबए छोर 
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से जाता होगा। निश्चिति के लिए मान लेगे कि घूर्णीय दी्घवृत्तन निम्नाक्ष उप- 
गौल है, इस स्थिति मे 8/ अन्य दो बिंदुओं ही और 3२ के बीच में होगा। 
किसी क्षण, गति 07९ के चारो ओर के घूर्णन की है। इस प्रक्रिया में £ अभी 
कहे हुए बृहत्‌ वृत्त के छम्बबतू आगे वडता है। ऐसा करने में ह? और /7 के 
बीच की कोणीय दूरी में परिवत्तेन नहीं होता। अतएवं # का क्षणिक पथ /४ के 
चारो ओर के अक्षांशवृत्त का एक छोटा-सा चाप होगा (आ० ४३ में वायी ओर 
का वाण) । अब 3२ भी अपना स्थान बदलेगा। वह है/ और # के नये स्थान 
से जाते हुए बृहत्‌ वृत्त को जायया। इस गति में 2/ और 2२ के बीच की कोणीय 
दूरी अपरिवॉत्तित रहती है। क्योकि वह प्वेसो रचना द्वारा निर्वास्ति होती है। 
अतएव 3९ भी 3४ के इधर-उधर के अक्षाशवृत्त के चाप पर आगे बढ़ता है (आ० 
४३ में दायी ओर का वाण) । बिंदुओं #, 3ै/ और 7९ का आपेक्षिक स्थान अब 
वही होगा जो आदि में था। अतएव हमारे मुक्तितर्क॑ की प्रक्रिया दोहरायी जा सकती 
है। परिणाम यह निकलता है कि संमिति-अक्ष और घूर्णन अक्ष, प्रत्येक आकाश में 
स्थिर कोणीय संबेग के चारों ओर एक-एक वृत्तीय शंकु की रचना करते है और प्रत्येक 
जंकु एक नियत कोणीय वेग से बनाया जाता है। पश्चोकत इसलिए कि वेग / के 
परिमाण और घूर्णीय दीर्घवृत्तज के सवध में उसकी स्थिति द्वारा पूर्णतया निर्धारित 
दवीता है। इस प्रकार अब समपुर.सरण' के लक्षणों और स्वरूप का पूरा विवरण दे 
दिया गया। 
केवल एक भेद के साथ यही बाते घूर्णीय उच्चाक्ष उपगोल' के लिए भी लाग्‌ 
है। भेद यह है कि इस स्थिति मे 2९ का स्थान है/ और # के बीच होगा (दे० 
आ०» ४२ बी, पृ० १७७) । 


(३) बिना बलों के अधीन अ-संमित लट्दू 


सर्समिति छट्दू की गति का रूप जो अभी-अभी व्युत्पन्न किया गया है, निम्न- 
लिखित भाँति संक्षेप में, परंतु व्यौरे को उतनी स्पष्टता बिना, बर्णित किया जा 
सकता था--कोणीय सवेग सदिशय श के अत से, !/ के लववत्‌ “निश्चर समतल” 
€ (दे०पूृ० ९८) से होकर हम जाते है! 2५ के मूल बिंदु के चारों ओर दिगुणित 
गरतिज ऊर्जा के दीर्षेवत्तज (“प्वैसो दीर्षेवृत्तज”) की रचना करते हे जो धूर्णीय 


. पट्छटणैडर छाट०ढइअंग्प 2, फेपिपव्यॉबो एम्णं4० लाफष्णंत 


१८० दृढ़ पिड ४.२५ 


)७> नियत से ७८ नियत निकलता है। घूर्णन अक्ष कोगीय संवेग के स्थिर 
थक्ष से नित्य संपाती रहता है। पिंड का प्रत्येक बिंदु, पिंड का रूप कुछ भी क्यों न हो 
(देखिए, उदाहरणाय पृष्ठ १६६, आ० ४०सी), इस अक्ष के चारो ओर नियत वेग 
से एक वृत्त बनाता है। 
(२) विना बलों के अधीन संमित लट्टू 

यहाँ सरल घूर्णन गति तभी होती है जब ॥( की दिश्या मुख्य अक्षों में से किसी 
एक से, अर्थात्‌ या तो पिंड के अक्ष से या किसी निरक्षीय अक्ष से सपाती होती है। 
बिना बलों के अधीन संमित छट्दू की व्यापक गति तथोकत सम-पुरःसरणपुवर्ता 
होती है। 

इस प्रकार की गति को हम आ० ४३ की सहायता से समझौते हूँ। धूर्णीय सवेग 
का अक्ष, जो आकाश में स्थिर रहता है, ऊर्ध्वाधरतः ऊपर की ओर खीचा गया है। 
चूर्णीय दीघेवृत्तज के केंद्र के चारों ओर रचे हुए मात्रक त्रिज्या के गोल के तक की 





आ० ४३--बिना बलों के अधीन ससमिति लट्दू का सम-पुर.सरण । 
जहाँ यह अक्ष काटता है, वह विंदु समझिए कि 2 है। इस गोल को जिन विदुओं 
पर घूर्णन के तथा किसी भी क्षण की समिति के अक्ष काटते हैँ, उन्हें ॥२ और 7 
कहिए। प्वेस्ो विधि से ये तीनों अक्ष ” से जाते हुए एक धुववृत्तीय समतल में 
होंगे। अतएवं तीनो बिंदु 27, 2९ और _# एक वृहत्‌ वृत्त पर होगे जो विदु है 


4- एलटणे४४ एश०ललडऑ०एम. 2- फस्सपींदया फोशार 


श्थर दूड विड रद 


दीर्घवृत्ततन के सदृश है। प्वंसों दीघंवृत्तन ८ के स्पर्शीय है* और स्पशंता का 
बिंदु कोणीय वेग ७ का अतिम बिंदु है। छट्दू की क्षणिक गति इस दीर्घ॑वृत्तज के, 
७ के चारों ओर के, घूर्णन से बनी है। इस प्रक्रिया में दीघ॑वृत्तज बिना फिम्रके 
समत्ेल्ल € पर लुढ़कता है।॥ यदि प्वैसो दीघंवृत्तन परिक्रमण का हो तो स्पर्श॑ता 
के ब्रिदु का वक्र ४ के चारो ओर एक वृत्त हो जाता है। अतएवं ७ रचित झंकु 
(“आकाथ शंकु”) और आकति-अक्ष द्वारा रचित थंकु वृत्तीय शंकु हो जाते है। 
इस प्रकार हम फिर छटदू का सम पुरःसरण प्राप्त करते है । 

यही रचना अब तीन विभिन्न अवस्थितित्वधूर्णों वाले बल-स्वतंत्र एक व्यापक 
(“संमिति हीन” ) लद्टू की गति के प्वैसो चित्र को पहुंचाती है। फिर प्वैसो दीर्ष- 
वृत्तज को निइचर समतल & पर लुढ़काते हूँ (देखिए टिप्पणी *) | अब स्पर्शता 
का वक्र' वृत्त नही रहता कितु एक बीजातीत' वक्त हो जाता है, जो व्यापकतया बंद 
नहीं होता। इसी भाँति घूर्णन-अक्ष तथा “पिड-अक्ष” की आकाश में गति के वर्णन 
करनेवाले शंकु भी अब बीजातीत हो जाते है। असमित लदूदू का विश्लेषण बिता 
बलों के अधीन भी दीर्घवृत्तीय समाकलो को ले आता है [देखिए $ २६, (३)]॥। 
बिना बलों के अथीन समित लद्टू के विश्छेषण में केवछ प्रारभिक फलन ही आते 
है। परतु हाँ, समितिहीन लद्टू के लिए भी, तीन मुख्य अक्षों के चारों ओर का विशुद्ध 
घूर्णन एक स्थिर भाव का घूर्णन होता है, जिसका निरूपण प्रार॒भिक है। 
(४) भारी सम्मित लट्टू 

यहाँ गोलीय छट्दू को अलग न लेंगे क्योकि उसकी गति सम्मिता रूटूदू की 
गति से कुछ अधिक सरल नही होती । 

भारी संमित लद्टू के लिए स्थिर विदु 0 (कोटर--सॉकेट में आधार बिंदु) 
सहति-केन्द्र (४ (संमित अक्ष पर स्थित) का अब संपाती नही होता। दूरी 0७ 
को 5 कहिए, तो गुरुत्वाकर्यणीय ऐँंठ का परिमाण होगा 


+ यह (पृ० १७६ को) प्वेसो रचना और श्ञोघ्य ही आगे आनेवाके समीकरण 
(26.776) का परिणाम है। 
+ अये में 'बिना फिसले लुढ़कना' आकाश से और पिड से प्रेक्षित कोणीय बेग 
सदिश ७ की समता के तुल्य है। इस बारे में समो० (26.8०) देखिए, जहाँ इस 
समता का भमाण दिया गया है । 


4. पप्रर एपफएड ता <णाध्वन.. 24. वस्थायषटलातेट्याओ. 3. $्राणरधांध्य 


डर५ दृढ़ पिड बग गति-विज्ञान श्टरे 


(4) [| न््कछु आंग्र0, 
जहाँ 0 ऊर््वाधर और आहति-अक्ष के बीच का कोग है। 7 ऊर्ध्वाधर और 
समिति-अक्ष, दोनों के छववत्‌ है, अर्थात्‌ दूसरे झब्दों में, वह क्षैतिज समतल् और 
घूर्णीय दीधंवृत्तन के निरक्ष समतऊ की वागट पर होगा। काट की यह रेसा / प्ातों 
की रेखा" कहलाती है। यह झब्द यगोछझ विज्ञान से रिया गया है। चिह्नो की 
अधिकतर यथातय व्याख्या के लिए पृ० १८७-८८ देखिर। 

व्यापक समीकरण (2) अब तुरत ही समाकलित नही किया जा सकता यैसा 
कि विना बलों के अथीन लद्दू के सवध में किया जा सका था । क्योंकि अब तो कोघीय 
संवेग में निम्नलिखित नियम (समी० 5) के अनुसार निरतर परिवतंन होगा 
रहता है। 
(5) बी॥>प.0/ 
इस प्रकार किसी समय / के 7४ के साथ अत्यणु सदिश ॥, 6 को जोड देने से 
/+74/ का कोमीय सवेग प्राप्त होता है। 'श| का अत विदु' क्षणिक पात-रेपा 
की दिश्या में, अर्थात्‌ ऊर्ध्वावर और समिति-अक्ष के लववतू, आगे वढता है। इससे 
यह परिणाम निकलता है कि ऊर्ध्वाधर पर एवं इस अक्ष पर भी ४ के प्रक्षेप नियत 
रहेंगे। इन दो नियताकों को 
(6) 2 +]/,0 (ऊब्ब) और 7/"/-3॥69 
कहिए। ये दो राशियाँ 07” और 2/” स्वेच्छया प्रदेशित'ं की जा सकती हूँ 
भर गति समीकरणों के दो समाकलनाक नियताक है । 

एक तीसरा नियतांक पूर्ण ऊर्जा 5 का है। समी० (6.78) के संगत हमें 
गुरत्वाकपंणीय स्थैतिक ऊर्जा 77 प्राप्त होती है, जहाँ 


(6०) ॥/-#॥65 ८०5 9. 
अतएव 
(7) प्+आाए5 ८05 0 नूख. 


गति के बैड्डेपणिक विवरण पर पहुँचने के लिए हमे 7" और (6) में कथित 
// के प्रक्षेपों को लट्‌दू के उपयुक्त स्थानीय परामितियो' (यूलेरीय कोगो) के पदो 
में व्ययत्त करमा होगा। यह $ ३५ में किया जायगा | वहाँ देखेंगे कि प्रस्तुत गति 
के हिसाव लगाने में हम दीष॑बृत्तीय समाकछों की पाते हूं 


4. 7८5 2. ए:८5०पंँथत ३. एब्च्कगाटाटाड 


श्ट३ बृद्ठ पिड़ घर५ 


दीप॑युत्तन के सदुध है। प्यंसो दीपंबूत्तन ८ के रप्ोय है* और स्पर्मता का 
घिदु फोधीय बैग ७ गये अंतिम बिंदु है। छटुदू को क्षणिक गति इस दीर्प॑बुत्तज वे, 
७ के भारों ओर के, धूर्णन से बनी है। इस प्रक्रिया में दीपबुत्तन बिना फिगछे 
समतल ८ पर छुदकता है। पं यदि प्यैमो दीप॑वृत्तज परिक्रमण का हो तो रपर्शता 
के बिंदु का यक्र ६ के भारों ओर एक यृत्त हो जाता है। अतएवं ७ रचित थंकु 
(“आफाय घडु") और आउत्ति-अश्ष द्वारा रचित शकु वृत्तीय घांकु हो जाते है। 
धस प्रकार हम फिर छट्दू पा सम पुर'मरण प्राप्त करने है । 

यही रचना अब तीन विभिन्न अवम्यितित्वपूर्णों वाले बल-स्वतंत्र एफ ब्यापक 
(“संमिति हीन” ) छट॒ुटू की गति के प्यंसो चित्र को पहुंचाती है। फिर प्वँसो दीर्ष- 
बृत्तन को निश्चर समतल ७ पर लुड़काते हूँ (देशिए टिप्पणी *)। अब स्पर्शता 
का वक्र' वृत्त नही रहता कितु एक बीजातीत' चक्र हो जाता है, जो व्यापकतया वद 
नहीं होता। इसी भाँति धूर्णन-अद्ष तवा “पिंड-अक्ष” की आकाश में गत्ति के वर्णन 
फरनेवाले घंकु भी अब वीजातीत हो जाते हूँ। असंमित छद्दू का विश्लेषण विता 
बलों के अधीन भी दीर्धवृत्तीय समाकलों को छे आता है [देसिए $ २६, (३)]। 
बिना बलों के अधीन समित छद्टू के विश्लेषण में केवल प्रारंभिक फलन ही आते 
है । परतु हाँ, समितिहीन छद्टू के लिए भी, तीन मुख्य अक्षो के चारों ओर का विशुद्ध 
घूर्णव एक स्थिर भाव का घूर्णन होता है, जिसका निरूषण प्रारभिक है। 


(४) भारी सम्मित छद्टू 
यहाँ गोलीय लद्दू को अछग न लेंगे बयोकि उसकी गति सम्मित' लद्दू की 


गति से कुछ अधिक सरलछ नही होती । 

भारी संमित झूट्दू के लिए स्थिर बिंदु 0 (कौटर--सॉकेंट में आधार विद) 
संहति-केन्द्र (ः (समित अक्ष पर स्थित) का अब संपाती नहीं होता। दूरी 0७ 
को 5 कहिए, तो गुरुत्वाकर्षणीय ऐँठ का परिमाण होगा 





+ यह (पु० १७६ की) प्वेसो रचना और शीष्य हो आगे आनेवाले समीकरण 
(26.778) फा परिणाम है। 
| अर्थ में “बिना फिसले लुढ़कना' आकाश से और पिड से प्रेक्षित कोणीय वेग 
सदिश ७ की समता के तुल्य है। इस बारे में समी० (26.8०) देखिए, जहाँ इस 
समता का प्रमाण दिया गया है । 


4. परफरा& वपचए० 6 वराडल.. 2. ध्ब३०व्यवेक्ाजो. 3. $फ्ाएदसतांप्ध 


४.२६ थूछर के समीकरण बलों फे अनधोद छट्दू को मात्रात्मक विवृति १८५ 


आधारित है। निम्सदेट, ऊर्जा-ममारड (7) व्यापक घूर्णीय दीप॑उृत्तण वे छिए 
भी वेब होगा । 
समस्या की सायनीय विशेष स्थितियों में मान ठेते है कि या तो सहलि-विनरण 
एक विशेष प्रकार का हूँ या गति एक विशेष रुप की है। 
सबसे अधिएः जानी हुई स्थिति कोबालेटस्की' प्रदत्त है। यहाँ घूर्णीय दी्- 
बृत्तन सम्मित मान छिया जाता है, सहति-फंद्ध अब पिंड के अक्ष पर नहीं बरन्‌ 
निरक्षीय ममतल में होगा, जहाँ निरक्षीव समतल की परिभाषा है वह समतल जो 
स्थिर बिंदु से जाते हुए अक्ष के छबवत्‌ हो। इन बातों के अतिरिक्त यह भी अभि- 
याचित है कि पिड के अक्ष के प्रति का अवम्यितित्व पूर्ण निरक्षीय अवस्थिनित्य पूर्ण का 
आधा हो। उस स्थित्ति में गति के रूप पर किसी निरोव की आवश्ययता नहीं है। 
स्टाउड' बणित स्थिति में इस बात से मतलब है कि स्थिर भाव से घूर्णन के 
कौन-कौन अक्ष ऊर्ध्वाघर दिशा में रहने हुए उपयुक्त होगे। मिकलछता यह है कि ये 
अक्ष पिंड में एक दितीय घात के शंकु पर होते हूँ । इस शकु पर तीनो मुस्य अक्षो के 
होने के अतिरिवत सहति-कंद्र मे जाता हुआ अक्ष भी होता है। प्रत्येक अक्ष के लिए 
(एक चिह्न के भीतर ही भीतर) एक निश्चित कोगीय वेग होता है। इस स्थिति 
: में न तो संहृति-वितरण और न ही संहति-कैल्द्र के स्थान को निर्दिप्द करने की 
आवश्यकता होती है। 
अंत में, हेसे-बणित स्थिति में लोक (गोलीय छोलक या विशेषतया सामान्य 
लोलक) की सरल गति से सादृश्य से मतलूब है। ऐसी गति के लिए सहति-केस्द्र 
घूर्णीय दीघंबृत्तज के एक विद्येप अक्ष पर होना चाहिए और आदि का उत्तेजन उचित 
प्रकार का होना चाहिए, ठीक वेसे ही जैसे कि सम्मित छट्टू की स्थिति में, जिसका 
सहति-केन्द्र शुद्ध छोडक गति से केवछ तभी चलता है जब आदि के कोणीय संवेग 
का समिति-अक्ष पर कोई घटक न हो। 
$ २६. यूलर के समीकरण बलों के अनघीन लट्टू की मात्रात्मक विवृति 
(१) यूलर के गति-समीकरण 
दो विभिन्न अभिदेश-पद्धतियाँ छेते हँ--एक वो », 9, & जो आकाश में 
स्थित है और दूसरी ऊँ,ए,ट, जो पिड में स्थित है। (»,)८) पद्धति में 
बिना बलों के अधीन गति के कोणीय संवेग के लिए एक निश्चर स्थान होता 





३. ०छश०फडत 2. हग्पत८ 3३- फतवा 
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सम पुर सरण अब गति का व्यापक रूप नही रहता, जैसा कि विना बढों के 
अबीन छटूटू की स्थिति में था; वरन्‌ केवल 22“ 3/” और # के विश्येपतया 
निर्वाचित मानों के छिए ही होता है। पुरःसरणीय गति जो प्रचलित रीति से उत्ते- 
जित भारी लट्दू की गति में होती है, वह जान तो सम पड़ती है, परंतु वास्तव में सम 
नही होती। उसे छद्म-सम पुर:सरण' कह सकते हूँ। अंत में, ऊर्घ्वाधर दिद्या में 
लूद््य करते हुए आकृति-अक्ष के चारों ओर शुद्ध घूर्णण भी गति का एक समाव्य 
(स्थायी किवा अस्थायी) रूप है, ७ का परिमाण चाहे कुछ भी हो। 

अब तक हमने केवछ कोणीय सवेग के समीकरण (2) पर विचार किया है। 
अव रैखिक सवेग के समीकरण (7) पर भी सरसरी निग्राह डाल छेनी चाहिए ) 
उसका दायाँ अंग स्थिर विंदु 0 पर आरोपित वकू 7 है। यह दो बलों से संघटित 
है; एक तो ऊर्धष्वाधरतया नीचे की ओर आरोपित गुरुत्व बल #28, और दूसरा 
आधार की प्रतिक्रिया £०७ (आधा) । वाये अंग में संवेग परिवर्तन, समी० 
(24.2) से, धन्‍-+(0 रख कर, 

फ्र्च्त्क रक (०श+दरे) <-करए 
होगा, जहाँ # संहति-केन्द्र का वेग है। तो अब समी० (7) यह सरल अभ्युवित 
करता है--- 
उ7%७नचका (ए-8) - 

दूसरे शब्दों में, रेखिक सवेग के नियम की अभियाचना है कि किसी भी 
क्षण आधार को लट्टू की सहति »< (संहति-केंद्र का त्वरण ऋण गुरुत्वीय त्वरण) 
जितना बलू प्रदान करना होगा । 
(५) भारी असंमित्त लट्टू 

चहुतेरे महान्‌ गणितज्ञों के अनेक प्रयत्त करने पर भी इस समस्या सवधी 
अवकल समीकरणों का व्यापकतम रूप में समाकछन अभी तक नहीं हो सका है। 
कोणीय सवेग (6) के समाकछों में पहछा तो निश्चय ही प्रमाव में रहता है, क्योकि 
यहाँ भी गुएत्वीय ऐंठ एक क्षैतिज अक्ष के प्रति काम करती है, अतएवं सदिद्य 7 का 
अतिम मिरा भाकाश में स्थिर एक क्षैतिज समतरू पर रहता है। परंतु दुसरा समाकल 
(6) अब अवैधीकृत हो जाता है, क्योंकि वह घूर्णीय दीर्घवृत्तन की समिति पर 


4. एः€प्रव०-१८8ए३६ एः९८८०३ञं०घ 
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है-ौैजजनियत (समी० 25.3)4 पिंड की दृष्टि से /४ का स्थान निरंतर बदरूता 
रहता है। इस परिवर्तन के नियम का हमें अध्ययन करना है । 

अतएय पिंड में स्थित ए-बिंदु ?2? पर और आकाश में स्थित बिदु (2 पर 
अपना ध्यान एकत्र कीजिए और समझिद कि दोनो बिंदु क्षण भर के लिए संपाती 
हैं। समझिए कि ४? का येग आवाश में ७ है और 0 का पिंड में ७ । चलात्मक 
समी० (22.4) के अनुमार ७+-७०८४। पिड की दृष्टि में 0 का बेग 2? के आकाश 
से दृष्ट बेंग के बराबर पर प्रतिकूल दिय्या में होगा। अतझब 

श्‌८5- -+०३८४5-४३९८७०. 





सारणी के रूप में-- 
साझा 
आकाध से दुष्ट पिंड मे दुष्ट 
वन - “7-5 
् ही 4 ४-० 
॥३। झनतच0 प्र्‌--7१८७ 


सदिण 7४ के आकाण में स्थिर अतविदु को बिंदु (2 निर्वाचित करते हूं और 


इसलिए लिखते है--- 
बज 
कच्ची , फप्ज्क्ू- 


बा पि में परिवर्तन" पर रिर्तन 
इस प्रकार -कूए का अर्थ हुआ “पिड में प| ” (आकाश में हुए परिवर्तः 


को | कहा गया था जो यहाँ शून्य है ) ॥ 

तो सारणी की द्वित्तीय पक्ति से पढ़ लिया जाता है--- 

बा 

(0) जद्भल तध३८०- 

यह बलों के अनघीन घूर्णनयुक्त विड के यूलर-समीकरणों की व्युत्पत्ति को 
पूरा कर देता है। 

(2,९,2)--अ्रणाली में उनके घटकों के पदों में हम उनका पुनलेखन करेगे। 
७ के घटकों को ७५, ०७५ ०३ और 7४ के घटकों को 7४, क,, )श, कहेंगे। 
समी० (7) प्रदान करता है-- 


४-२६ यूछर के समोरुरण बसों यो अनपीन छडदू को माप्रात्मर विवृति. १८७ 


40, 
कह नी त्व- नै4ि०: 
४.४६ 

(2) कं 3५०१- ./, 03. 
44. 
पक 0, ७०:- -.९३- 


यहां तक >५४,2 की पद्लि मितात सोच्छ रही है। जब यदि 2४ 
की दिशाएँ समी० (22.5 ८) हे मुस्य अवस्थितित्य-पणों वी थोर ठे जौर उन्हें 
2,, 7:, , बह, तो ब्यापफ़ सबंध (24.9) थे! बिचार से, प्राप्त करने हैं 








(3) कै, कं ७३, 0. ७7.७३. 335 4०9: 
और (2) निम्नशिरित सर रूप धारण करता है-- 
() ॥ न ([.-73)0३०५, 
मा र((3-7)03०५ 
9 रू(-२:) ०१०३ 


हम जब कभी यू छर-समीकरणों की बात करते हैँ तव इन्ही विलक्षण रूप से मम्मित 
और सुरूप समीकरणो का ध्यान करते हद! 

आइए, इन्हें अब ऐसा बढाये कि एक बाह्य ऐठ 3, के प्रभाव की स्थिति 
सम्मिलिय हो जाय। ऐसी स्थिति में /( का अतविंदु आकाश में स्थिर नही रहता, 
बरन्‌ (25.2) के अनुसार उसका बेग ७ज-]., 

पिंड की दुष्टि से, बिंद (३ अब ऐसे वेग से चलता है जो शच्तों, और ५८ 
7० से सघटित होता है। इसका परिणाम यह होता है कि समी० (7) को 
9) या ३८० + 

बदल देना चाहिए और (2) तथा (३) के दक्षिणी अगो से >,श,ट स्वधी ॥« 
> पढकों को जोड देना चाहिए। इससे एक स्थिर बिंदु वाले दृड पिड के यूलर 
के गति-समीकरण प्राप्त हो जाते हैं। 

हम ये समीकरण स्पप्ट रूप से केवल भारी समित छट्टू की स्थिति के लिए ही 
लिखेंगे, जहाँ 7, पातो की रेया के प्रत्ति काम करता है और, (25.4) से उसका 
परिमाण [7 | उचएछुए भाव 0. होता है। 
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है--/४--नियत (सम्री० 25.3)॥ पिड की दृष्टि से )8 का स्थान निरंतर बदछता 
रहता है। इस परिवर्तन के नियम का हमें अध्ययन करना हैं । 

अताएव पिंड में स्थित ए-विंदु [? पर और जाकात्न में स्थित बिंढु ९ पर 
अपना ध्यान एकत्र कीजिए और समझिए कि दोनो विदु क्षण भर के लिए सपाती 
है । समझिए कि ?? का बेग आकाश में ७ है और (0 का पिंड में ए। चलात्मक 
सभी ० (22.4) के अनुसार ए-७>»६४४ । पिंड की दृष्टि में (2 का वेग ? के आकाग 
से दृष्ट वेग के बरावर पर प्रतिकूल दिद्ला में होगा। अतएव 








न “7 (9०२८४--॥72८०. 
सारणी के रूप में-- 
5 सना5 
आकाश से दुष्ट पिंड से दुष्ट 
दिलकश व 2 वेट 
हि अन्क््०टए 5० 
९ ऋ्चल0 जए-29० 


उ>पाता ऊन भर 
सदिश 7७ के आकाश में स्थिर अतविदु को विढु (2 निर्वाचित करते हूँ अं 


इसलिए लिखते है-- 





(002॥ 
च्य््श , ४ क्- 


बा 
इस प्रकार “हू का अर्थ हुआ “पिंड में परिवर्तन” (आकाझ में हुए परिवर्तन 


को 6 कहा गया था जो यहाँ शून्य है) । 

तो सारणी की द्वितीय पकित से पढ़ लिया जाता है-- 

बा 

(7) कं क्‍र्चेन्‍८० 

यह बलों के अनधीन घूर्णनयुक्‍त्त पिड़ के यूलर-समौकरणों की व्युतत्ति की 
पूरा कर देता है। 

(>,9९,2)--अ्रणाली में उनके घटकों के पदों में हम उनका पुतर्ँखत करेंगे। 
७ के घटकों को ०५, ०», ०७ और 7४ के घटकों को 7७,, 7४, 7३ कहेग। 
समी० (7) प्रदान करता है--- 


४-२६ यूलर के समीकरण बलों के अनधीन लद्दू को मात्रात्मक विवृति १८७ 








420, 

कु + -- 0, ७३- 25०५, 
4). 

(2) -क्नी क्‍रैकिण-28०७ 
420 

न तती०४-३ण- 


यहाँ तक >,ए,2 की पद्धति नितात स्वेच्छ रही है। अब यदि ऊश्पट 
की दिल्ञाएँ समी० (22.75 ८) के मुख्य अवस्थितित्व-घू्णों की ओर ले और उन्हें 
2, 70, 78 कहे, तो व्यापक सवध (24.9) के विचार से, प्राप्त करते हूँ 





(3) 4, नयी, ०३, 205०7: ७०, 235573०३: 
और (2) निम्नछिखित सरल रूप धारण करता है-- 
्चं 
(9) 7-क् १(४-7)०००७ 
धरं७३ 
लीं चिपक 
धर ७५ 


78 वार नत(:-72) ०१ ७2० 

हम जब कभी यू लर-समीकरणों की वात करते हूँ तव इन्ही विलक्षण रूप से सम्मित 
और सुरूप समीकरणों का ध्यान करते है । 

आइए, इन्हें अब ऐसा बढ़ाये कि एक बाह्म ऐठ . के प्रभाव की स्थिति 
सम्मिलित हो जाय। ऐसी स्थिति में ' का अतविदु आकाश में स्थिर नही रहता, 
वरन्‌ (25.2) के अनुसार उसका वेग शत्ना.. 

पिंड की दृष्टि से, बिदु (2 अब ऐसे वेग से चलता है जो चलो, और ए४+- 
7०८७ से संघटित होता है। इसका परिणाम यह होता है कि समी० (7) को 
(5) न )४३८०+], 
में बदल देना चाहिए और (2) तथा (4) के दक्षिणी अगों से ऊ,शट सर्वेधी ॥« 
के घटकों को जोड़ देना चाहिए। इससे एक स्थिर बिढु वाले दृड विड के मूलर 

फे गति-समीकरण प्राप्त हो जाते हैँ । 

हम ये समीकरण स्प॒प्ट रूप से केवल भारी संमित छट्दू की स्थिति के लिए दी 
लिखेंगे, जहाँ 7, पातों को रेणा के प्रति काम करता है और, (25-4) से उम्चका 
परिमाण |, | कचऋछू को 0 होता है। 


66 दृढ़ पिड धर 


ऊर्ष्वाधर, समिति-अक्ष, पात-रेखा, इन शब्दों में जो कुछ भी दच्रर्यकता है उसे 
दूर करने के लिए हम मान छेगे कि 

आकाश में स्थित 2-अक्ष की घनात्मक दिशा ऊपर की ओर है और ऊर्ष्बाधर 

दिश्ञा निश्चित करती है-- 

ट-अक्ष की धनात्मक दिशा संहति-केन्द्र से होकर जाती है और संमिति- 
अक्ष निश्चित करती है, ऊर्घ्वांधर दिज्ञा से वह एक कोण 0 बनाती है ; 

पातों की रेखा (पात-रेखा)' वह अर्ध-अनंत रेखा है, जो धनात्मक ४- 
तथा 2-अक्षो के लंबवत्‌ है और जो 9 के अधिक होने में दक्षिणावर्त पेच के 
आगे बढने की दिशा में है । 

हम यह भी विश्वेषतया कह देते हैँ कि दूरी 5 एक घनात्मक राशि है। जो 
कोण-पातो की रेखा घनात्मक >-अक्ष से बनाती है उसे $ कहिए, वो झट 
संबंधी ॥., के घटक होगे-- 
(5 ») हुए भा 0 ०05 #, >मए5 आग 0 आं। $,._ 0, 
क्रमातू ; और 4,557 के साथ समीकरण बूंद (4) निम्नलिखित हो जाते हैं 
(6) फ्ड ज-((2--73)०३०५-- ४४ झंए 0 ०658 

् सत(--7)05७४- १6 थी 0 झंपई 
धं०३ 
शक ब््न्छे, 

पिछला समीकरण दिखाता है कि भारी संमित लद॒टू के लिए (और इसलिए, और 
भी अधिक पुष्ट प्रमाण के साथ, वल्हों के अनधीन लद्दू के लिए) हम श्राप्त करते हँ--- 
(7) 7५ ७०३०5२५७००७शा८ ( नियत ), 
जिसे हम पहले से ही जानते थे ॥ साथ ही साथ यह भी देखते हे कि भारी लदूदू 
के लिए यूकर-समीकरण और अधिक समाकलन के लिए उपयुक्त नही है, क्योकि 
अब तक हमें ७५, ७५ के वीच के एवं 0, $ के बीच के संबंधों का पता नही है। 

इन ०।, ०३,७७३ के बारे में हम जोर देकर यह कहना चाहते हूँ कि वे सामान्य अर्य 
में वेग नही है, अर्थात्‌ वे किसी प्रकार की आकाशीय माप के समय संबंधी अवकलज' 


4. उग्ञ& ०0(ग00०5. 2- एल्संएबपए८३ 
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एक सम्मिश्न चर राशि का प्रयोग कर, इतको एक में मिला लेना सुविधाजनक 
है। द्वितीय समीकरण को 4 से गुणा कर प्रथम से जोड़ देने से बनता है-- 


(0) का नयं(३-77) 5७३७, ३८८०३--०३५ 


इसका सक्षेप निम्न लिखित प्रतिस्थापन द्वारा कर लीजिए-- 
(00) क््व्ट श्र ७३. 
तो (70) का समाकलन प्रदान करता है 
(72) 55२3५८४४,. 5&5अनुकलन का नियतांक। 5 लट्टू के निरक्षीव 
समतल पर कोणीय सवेग सदिश ७ का प्रक्षेप है, यदि इस समतल का 5 के सम्मिश्र- 
तल की भाँति उपयोग करे । समीकरण (72) कहता है कि यह प्रक्षेप नियत कोणीय 
वेग « से शिज्या $ का एंक वृत्त बनाता है। साथ ही साथ संपूर्ण कोणीय वेग 
सदिश ७० आकति-अक्ष के चारो ओर एक वृत्तीय शकु की रचना करता है। इस 
शंकु का ज्षीप॑ कोण 8 ऐसा होता है कि 
(720) धैशा 3 स्पिज्या 2] (पोती ०४ ् 

यह उस सम पुर.सरण का चित्र है जो दे पर स्थित प्रेक्षक देखता है। 
(आकाश मे स्थित प्रेक्षक की दृष्टि मे लट्दू का अक्ष निसदेह क्षणिक घूर्णन-अक्ष के 
चारो ओर घूर्णन कर्ता है। यह अक्ष, जैसा कि पहले ही जान चुके हूँ, अपनी पारी 
में आकाश-स्थित कोणीय सवेग सदिश 7४ के चारो ओर एक वृत्तीय शकु बनाता 
है।) कारण कि हमारा विचार ऊपर कही बाते पृथिवी पर छागरू करने का है, अत. 
आकाश-स्थित प्रेक्षक का नही वरन्‌ छट्टू पर स्थित प्रेक्षक का दृष्टिकोण अधिक उप- 
योगी होगा, क्योकि वही पुथिवी पर स्थित मनुप्य के दृष्टिकोग से संगत होगा । 

पृथिवी एक ऐसा छट्टू है जिसका घूर्णीय दीर्धवृत्तज निम्नाक्ष उपगोल' है। 
जिस स्थान पर समिति-अक्ष पुथिवीतल को कादता है उसे ज्यामितीय उत्तरी झ्रुव 
कहते हूँ । व्यापकतया, वह खग्ोलीय उत्तरी ध्रुव से भिन्न होता है। पश्चोकत ध्रुव 
बह विद्रु है जहाँ कोगीय वेय सदिश पृथिवीतल को काठता है। ऊपर दिये हुए 
यूलर-बाद के अनुसार, खगोडीय उत्तरी झुव ज्यामितीय उत्तरी छुव के चारों ओर 
एक वृत्त वनाता है। इस दृगूविषय (घटना) को यूलरीय गति कहते है। धूर्णनीय 


4. 0फ्राश 2. $छाटएंद 


४.२६ यूलर के समोकरण बलों के जनधोन लट्टू को मात्रात्मक विदृति १९१ 
ध्रुव का पथ होने के कारण दस वृत्त को ध्रुवषथ (अग्रेजी में पॉलहोड अर्थात्‌ ध्रुवमार्ग ) 
भी कहते हे । 
पृथिवी के चपठेषत की उपयुक्त माप तथोक््त दीर्घबृत्तीयता हे, जिसका 
परिमाण है 
है आ ( पर 
(73) न मर सनननम 
(१ ३300 
पृथिवी का कोमीय वेग दिन के दैध्यं से निर्धारित किया जाता है-- 





( 2० 4) 603 ४-५ (0 -+ 2 न 


दिन 
जिससे (77) के अनुसार 








__ 7,  _ 2क् ध्य 
(5) हैलर न ३० न ठ (चित) * 


इस प्रकार पुर सरण के लिए यूलर का आवर्तंकाल (यूलर काल) निकलता है 
2 


(76) +-- 5३०० दिन5-70 मास । 


पट 


हम पृथिवी के घूर्णन-अक्ष को पृथिवी-गोल (ग्लोब) में स्थिर और ज्यामितीय 
श्रुवो से जाते हुए समझने के अभ्यस्त हो गये हैं । यह्‌ पूर्ण रूप से ठीक नही है । 
पृथिवी पर किसी रेखाश के समातर किसी सहति का संचलन अवश्यमेव घूर्णन-अक्ष 
के स्थान में परिवर्तन कर देता हे; और अक्षाश वृत्त पर सहित-सचछन अवश्यमेव 
कोणीय वेग अर्थात्‌ दिन के देर्ध्य में परिवत्तंन कर देता है ।* ये दोनों परिवर्तन 
कोणीय सवेग के अविनाशित्व वाले नियम के परिणाम हे। हम यह मान के कि उक्त 
प्रकार के सचलन वद हो चुके हैं; और यह कि खगोछीय प्लुव ज्यामितीय ध्रुव से 
विचलित है। इस स्थिति में यूलरीय गति के प्रभाव से घूर्णन अक्ष ज्यामितीय 
ध्रुव के चारो ओर एक बृत्तीय गति प्रारभ कर देगा। 


* इस प्रभाव के लिए जो पाथिव संहति-परिवहन सबसे अधिक महत्त्व का 
है, बह्‌ एशिया महाद्वीप और प्रशान्त महासागर के बीच, यहाँ से वहाँ भौर यहाँ से 
यहाँ होनेवाला वायु का वापिक अभिप्नचारण है 
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अब आइए, अपने सैद्धान्तिक परिणामों की ध्रुवीय उच्चावचनों के प्रेक्षणो से 
तुलना करे, जो अन्तर्राष्ट्रीय सहयोग से इकटूठे किये गये हैं । 

आ० ४४ में सन्‌ १८९५ और सन्‌ १९०० के वीज प्राप्त श्रुपथ का स्थूले 
लेख्य किया गया है। 





076/ल्द्ाव्मबक * 


आकृति ४४ड--भ्रुवीय उच्चावचन, १८९५ और १९०० 
यर्षों के बीच के चादलर के आवर्तकाल का पुष्टीकरण। 


खुगोलीय छुव का जौसत विचलन, अर्थात्‌ यूठर-बृत्त की माध्य विम्गा, ईगे 
बर्षों के प्रेक्षणों के अनुसार, कोई ट सेकड चाप के या पृथ्वीतक पर ४४ मीदर क्री 
है। परतु १० मास के काल के स्थान पर, आ० ४४ के जनुमार, सन्‌ १९९६ स्व 
१९०० तक के चार वर्षो में ३३ पूरे परिक्रमण हुए, जिसके अनुसार काल हैं४ 
मास का हुआ। 


४.२६ पूलर के समीकरण बलों फे अनधोन उट्दू को माप्रात्मक वियुति १९२ 






यह चोरह मास वा आवत्तंकाल, उसके जन्पेयक़ के नाम पर, 
कहलाता है। इसका स्पष्टीझरण उन प्रत्यास्थ बिद्धतियों से होता है 





॥ ध्रुवीय 
उच्चायचन द्वारा परिवत्तित प्पहेन्द्र प्रभाव के परिणामस्वरूप पृथिवी में होती है । 
रुविवी की प्रत्यास्थता के मापाक्त का प्रमाण फीलाद के मापाक की बराबरी 






करना है। 

जाऊति ४४ में खीचा हुआ प्रक्षित धुवपव निम्नलिखित तीन प्रभावों के 
जध्यारोपग द्वारा समझा जा सकता है--(2) चंण्डरूर-हाल से हुए उच्चावचन , 
(२) बाविक उच्चावचनस, जिनका जन्म प्रकटतया अनरिक्षीय है, और (३) असम 
काछातरो पर होनेवाले विचल्तन जो पृथकू-पृथकू जसबधित सहतिपर्बिहनों की 
घोर लक्ष्य कार सकते है। यूलर के उस दस-मासिक काल का कोई भी चिह्न नहीं 
मिलता, जो पूथिवी को एक जादर्श दृढ़ पिड मानकर व्युत्पन्न किया गया था। 





पूर्णाक्ष स्थापफीयवाद की प्रथा के अनुरूप हमने पृथिवी के अक्ष की गति का 
चण्णन किया, जिसका पहुले-पहल यूलर ने "बलो के अनवीन पुर सरण” की भाति अनु- 
साल किया था। इस प्रकार हमने एक ऐसा शब्द अपना लिया है जो सगोल विज्ञान 
के प्रधानुसार एक बिलकुल दूसरे ही अर्थ में व्यवहृत होता है। वहाँ “पुर सरण” 
से, फ्रातिवृत्त' के अभिलव के चारों ओर पृथिवी के अक्ष के उस झरने घूर्णण से मतलब 
है, जिसके कारण थियुवर्विदु' ५०” प्रति वर्ष की दर से आगे बढ़ते रहते हूँ । 

० 

विपुवो' के इस पुरः:सरण का आवसंकाल- उ5२६००० वर्षों का है। “विपुबो 

स्‍ु् दर ३ 
के पुर सरण” के स्थान पर “पातों की रेखा का आगे बढ़ना” भी कह सकते हूँ। 
[कऋ्रातिवृत्तीय समतल जिस रेखा पर पृथिवी के निरक्षीय समतल" को काठत्ता है, 
उसे पातो की रेखा” या पातरेखा' कहते है ।] जँसा पहले कह चुके है, हमारा “पातों 
की रेखा” वाला नाम खंगोल विद्या से लिया गया था। 

विपुवो का पुर.सरण कोई स्वतत्र गति नही है, वरन्‌ सुर्य और चद्र के आकर्यणों 

के सयुकक्‍त प्रभाव द्वारा भूमण्डलीय छट्टू पर प्रणोदित गति है । 


4, एफब्ागठ]९९ 2- छाएपर ३. एबृणाएलांगं छजंए05 
ब- छिचृर्णाग०: 5- सिवृषभा0पंबर छोर 
श्र 
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इस प्रभाव का स्पष्टीकरण हम आ० ४५ द्वारा फरेंगे, जहाँ हमने भारी संमित 
लदूठ के सिद्धातवाद की पूर्व कल्पना, कम से कम गुपात्मक दृष्टि से, कर छी है। 


औकात 
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आकृति ४५--/विपुवों का पुरसरण” नामक 
पृथिवी के अक्ष का पुर सरण। 

रेखाचित्र में ऋतिवृत्त को समतलू दिखलाया गया है जिस पर एक वृत्त खीच 
दिया गया है। हमे समझना चाहिए कि इस वृत्त की परिधि समभाव से भूये 0 
और चंद्र 3) की सहत्ियों से “लीए” दी गयी है। [वास्तव में हमे दो वृत्त खीचने 
चाहिए, एक सूर्य के लिए और एक चद्र के लिए | हमने इन दोनों बृत्तों को एक 
में ही मिला दिया है।] एक समान सहति-वितरण सूर्य और चढद्र के (गाउसीय 
स्थानच्युति की विधि के भाव में) उनके परिम्रमणों मे उनके पृथिवी सबधी क्षणिक 
स्थानों का समय-औसत मिरूपित करते है। इस प्रकार का समय-भीसत लेना इस 
प्रयोगात्मक तथ्य द्वारा ठीक ठहराते हे कि पुरुमरण के उल्लिखित आवतंकाल की 
तुलना मे सूर्य और चन्द्र के आवतेकाल बहुत ही छोटे है, अवएव यह पुर.सरण किसी 
भंति भी सूर्य और चद्र के क्षणिक स्थानों पर निर्भर नही-कर सकता 6)-+- 2 कृत 
के केंद्र पर, भूमध्यरेखा पर अपने दो उभारों के सहित पूृथिवी की एक अनुप्रस्थ 
* काट दिखायी गयी है। ये उभार ही प्रस्तुत घटना में भाग लेते है, क्योंकि ७+ 2 
बलय दोनो उभारों को क्राति-वृत्त के समतल में खीच छाना चाहते हैं। यह एक ऐसा 
प्रभाव है जो अन्तर्जञानतः प्रत्यक्ष जैसा जान पड़ता है। अतएवं पात-रेखा 7४ के 


# बात तो यह है कि चंद्र पृथिवों के इतना पास है कि उसका प्रभाव सु्य- 
के प्रभाव से लगभग दुगुना है । 
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चारों ओर एक ऐंठ प्राप्त होती है जो 7४ के चारों ओर दिखलायी तीर की दिशा 
में होती है। यह ऐंठ उसी प्रकार की है जैसी कि एक ऐसे लटूदू पर आरोपित 
गुरुत्वाकर्पणीव ऐड, जिसका सहति-केन्द्र उसके स्थिर आधार विदु के नीचे हीता है। 
अतएव परिणाम भी वैसा ही होता है जेसा कि छट॒टू वाली स्थिति में। लट््‌दू अपने 
को ऐठ को तो नही सौप देता, कितु उसका आक्ृति-अक्ष उससे “बचकर” एक 
लबवत्‌ दिल्ला में चला जाता है और ऊर्श्वाधर के चारो ओर एक पुर सरण का शकु 
बनाने लगता है। ऊर्घ्वांधर यहाँ ऋतिवृत्त का अभिलबा है। 
निश्चय ही, समर पुर.सरण भारी लद्‌दू की गति का एक विश्येप प्रकार है (दे० 
पृ० १८३) । अतव प्रस्तुत परिस्थितियों में अधिकतर व्यापक छद म -सम्र पुर सरण 
की प्रत्याशा करनी चाहिए, जिसमे सम पुर सरण पर छोटे-छोटे “अक्ष-विचलत* 
अध्यारोपित होगे। ये छोटे-छोढे अक्ष-विचलन और कुछ नही, 'केवल बलो के अन- 
धीन आकहृति-अक्ष के ध्क्वाकार दोलन-बृंद, अतएव, प्रस्तुत स्थिति में, भुवीय 
उच्चावचन है जो यूलर के आवत्तंकाल में होते हैँ [या चेण्डलर काल मे, जो भूमड- 
लोय विकृत्ति द्वारा पूर्वोक्त से प्राप्त होते हे ]। जिन छद्म-सम पुर सरणों की प्रत्याशा 
थी वे इस प्रकार बलों की अनुपस्थिति में होनेवाले यूलरीय अक्ष-विचलन को जोड़ 
देने से विपुवो के पुर सरण से प्राप्त होते हेँ। 
यहाँ पर एक वार फिर हम एक पद के द्वचर्थक व्यवहार के लिए क्षमायाचना 

करते हूँ। खगोल विज्ञान में अक्ष-विचलन से पृथिवी के अक्ष का स्वतंत्र उच्चावचन 
नही समझा जाता, वरन्‌ वह, जो उस पर चन्द्र की गति से प्रणोदित होता है। आकृति 
४५ में हमारे उल्लिखित अनुमानो के प्रतिकूछ, चन्द्र का कक्षा-समतल क्राति-वृत्त 
से सपाती नही है, वरन्‌ उससे कोई ५? के कोण पर झुका हुआ है। सूर्य और पूृथिवी 
की सयुकत क्रिया के अवीन उसका अभिलव भी क्रातिवृत्त के अभिलब के चारो ओर 
(एक पुर.सरण शकु की रचना करता है | यह पुर सरण चन्द्रीय पातों के पशचसरण' 
के समान है। [ चद्रीय कक्षा की ऋतिवृत्त से काट को “चद्रीय पाता कहते है ।] 
प्रतु यह पश्चसरण पृथिवी की पातरेखा के आगे बढने की अपेक्षा बहुत ही थी प्रता 
से, केवल १८ | वर्षो में, होता है। यह समझने में कोई कठिनाई न होनी चाहिए 
कि इस पुर सरण में अपनी बारी से पुथिवी का अक्ष भी जावा है। चद्धीय पावों के 
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पश्चसरण का परिणाम होता है पृथिदरी-अक्ष का खगोर विज्ञान में आया अक्ष- 
विचलन, जिसका आवत्तंकाल वही है जो चद्र-पातों के पश्चसरण का है । 
(३) बलों के अनघीन अ-संमित लद॒दू की गति। स्थायित्व के विचार 
से उसके घूर्णनों की परीक्षा । 

अब हम समीकरणों (4) के समाकलन की ओर चलते है, उस स्थिति में जब 


नर ०८४ 5. इन समीकरणों को क्रमान्‌ ०,, ०४, ७३ से युणा कर उतका योग 
निम्नलिखित प्रदान करता है-- 


बैछ बैछ, १ 
मप्य न्क्र न 4५ ब्न्ज्ञ नी43 ०३ का न्0 


या, समाकलन करने पर, 
(77) है (०११+7५७४/+7३०४१)--नियत+-म. 

 ऊर्जाक (ऊर्जा नियतांक) है और वायाँ अग गतिज ऊर्जा है। यह समी० 
(22-720) से सहमत है यदि उसे मुख्य अक्षोंके लिए विभिष्टीकृत कर ले। स्पप्ट 
है कि (77) के स्थान पर हम निम्नलिखित भी लिख सकते हैँ-- 
(ए्रणे #0७ [ झ गतिज ]चड्डे 0४, ७. 

इसके स्थान पर हम समीकरणों (4) को 7, ७,, 79०७३, 78०७ से गुणा कर 
सकते हँ। जोड़ते से एक वार फिर दायी ओर झून्य मिलता है। समाकलन का 
फल इस प्रकार लिखा जा सकता है-- 
(8) (7,०)१+ 7४०५)१+(7४०५)१०-नियत * ])थ| १. ० 
बायी ओर कोणीय सवेग घटको के वर्गफलों का योग है। जैसा कि जानते है, बलों 
की अनुपस्थिति मे यह योग निशचर रहता है, गति के मध्य में घटक भले ही बदले । 

(77) और (8) में हमे ७;१, ०५१, ०४? के लिए दो रँखिक समधात 
समीकरण मिलते है, जिनको, उदाहरणार्थ, ७५१ और ७४१ के लिए ०४१ के पदो 
में हल कर सकते हूँ, 
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७०,०३ के दन मानों को यदि (३) के प्रथम समोकरण में प्रतिस्थापित करे तो 
मिम्नलिखित प्राप्त होता ऐु-- 


बंग 4, -35 रवः 


(2०) [ (8,-9:०7) (9४: »»०१ ) ] 5 डा 


अतएव ॥, ७, मे, प्रथम प्रकार का दीर्घयूत्तीय समाप्त है (मिल्लाइए, पृ० १३८) । 
फलनवाद हमे इसका उलठा कहने की अनुमति देता है कि ०। समय का दीघ- 
वृत्तीय समाकल है। निःमदेह यही ७, भौर ७३ के स्िए भी लागू है। 

समीकरणो (77) सौर (38) से यह और भी निकलता है कि ध्रुपथ-णकु 
या पिड-भकु अब वृत्तीय झकु नही रहता, जेसा कि समित छटुट के स्थि! वह होता 
है, बरन्‌ चतुर्थ घात का भकु हो जाता है । 

अंत में अपने तीन मुख्य अक्षों में से किसी एक के चारो ओर अ-समित लट्टू के 
पूर्णन पर विचार करेगे। हम जानते हूँ (मिलाइए, $ २५, उप प्र० (३) की 
समाप्ति की ओर) कि वे स्थिर भाव के घूर्णव होंगे। निश्चितता के लिए हम 
समझ छेगे कि-- 

+>72>५. 

हम देखेंगे कि महत्तम और लूपुतम अवस्थितित्व घूर्ण के अक्षो के प्रति के घूर्णन 
स्थायी होगे, अतरवर्त्ती मुख्य घूर्ण के अक्ष के प्रति के अस्थायी। हम समीकरणों 
(77) और (78) से आरभ करना ठीक समझते हैँ । आगे दिये हुए रेखाचित्रो 
(आकृतियाँ ४६, १ ० १९८) के सवध में सुविधाजनक होगा कि इन्हें कोणीय सवेग- 
घटको 23/,, )/५, 0 के पदों में छिख लछे-- 
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समी० (270) एक ग्रोंल का समीकरण है जिसकी भिज्या [४| है; (24) दीन 
प्‌थक्‌ अक्षो के दीघंवृत्तन (“अम्रप्ट” दीघंवृत्तज) का है। 

स्थिति १--दीघंवृत्तन (24) के दीर्घतम अक्ष के चारो ओर पघूर्णन । शुद्ध 
धूर्णन में गोला बाहर से दीघंवृत्तज को बिंदु 4 (आ० ४६क) पर स्पर्ण करता है। 
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व्यापकतया, एक हलका-सः झटका गोले और दीर्घवृत्तज दोनों में ही परिवर्तन कर 
देगा। स्पर्शता का बिंदु 4 एक छोदे-से प्रतिच्छेद-वक्र' में परिवर्तित हो जायगा, 


आकृति ४६ क--असमित लद्टू का घूर्णाय दीघेवृत्तज के दीघंतम 
अक्ष के चारों ओर स्थायी घूर्णन 
परंतु यह 4 के आस-पास ही रहेगा। परिणाम होगा एक सँकरा पिंड-पंतरु ! 
प्रारभ का घूर्णन स्थायी सिद्ध होता है। 


2५2 


आकृति ४६ ख--असमित लद्दू का घूर्णोय दीरवृत्तज के 
अतरवर्ती अक्ष के चारो ओर अस्थावी घूर्णन 


]. (ए7ए८ ०0९ वंप्राल्कट्दताणा 
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यही बात स्थिति ३ में भी होती हे जिसमे घूर्णन दीघं॑वृत्तन (28) लघुतम 
अक्ष पर होता है। इस स्थिति में गोला दीघघंवृत्तज के भीतर होता है और इसलिए 
स्पर्शता भीतर से होती है । हलका-सा झटका यहाँ भी स्पर्शतार-यिदु को आस-पास के 
बक्र में रूपांतरित कर देगा। आरभ का घूर्णन यहाँ भी स्थायी होगा । 
स्थिति २--भतरवर्ची अक्ष के चारो ओर घूर्णन। यहाँ गोल दीर्घवृत्तन को 
एक चतुर्थ घात के वक्र में प्रतिच्छेद करता है। उसका अपूर्व बिंदु 3 (आ०४६- 
ख में सबसे आगे का विदु) प्रारभ के धूर्णन को निरूपित करता है। यदि लदूदू को 
एक छोठा-सा आवेग दिया जाय तो प्रतिच्छेद वक्त फटकर दो शाखाओ म हो जाता 
है। घूर्णन अक्ष इनमे की एक शाखा पर चल निकलता है और पिड में उमके आदि 
के स्थाव से उसकी दूरी बढती रहती है। घूर्णन अस्थायी होगा। 
इन बातों को वैश्छेपिकतया सिद्ध करना शिक्षाप्रद होगा। वैसा करने के लिए 
अवकल समी० (4) से आरभ करते है । यह दिखलाया जा सकता है ( प्रइ्न [५. 3) 
कि आरभ के घूर्णन के छोटी-सी स्थानच्युति द्वारा उत्पादित पाइ्वीय घटकगण प्रथम 
घात के दो युगपत्‌ झवकल समीकरणो को सतुप्ट करते है। प्रथम और तृतीय स्थित्तियों 
में तो इनके साधन त्रिकोगमितीयात्मक होते हूं परंतु द्वितीय स्थिति में घाती- 
यात्मक' (स्थायित्व की कमौदी के लिए अत्यणु दोलनों की विधि) । 
आइए, निम्नलिखित प्रयोग दियासछाई की (भरी हुई) डिबिया के साथ 
करें--उसके सबसे छोटे एक किनारे को आमने-सामने आँगूठे और तर्जनी से पकड 
कर डिबिया को झटका देकर छोड दीजिए (कि डिविया लघुतम किनारे पर 
.फलावाजियाँ करती हुई गिरे)। इस प्रकार उसे इस लघुतम किनारे के प्रति पर्याप्त 
बडा कोगीय संवेग दे देते हैँ । हम देखेगे कि यदि प्रारभ में डिबिया का ऊपर का लेबल 
वाला पार्ण्य दिखलाई देता हो तो सारी गति भर वही पाश्य दिखलाई देता रहेगा। 
यदि दीर्वृतम किनारे को उसी प्रकार पकड़ कर छोडे तो बसी ही घटना होगी यद्यपि 
उतनी स्पष्टता से नही। परतु यदि अतरवर्त्ती किनारे को आमने-सामने से पकडे कि 
सलाई लगाने वाला पृष्ठ दिखाई दे और अब पहले जैसी प्रक्रिया करें तो सारी गति 
भर हम यह पृष्ठ न देखेंगे, वरन्‌ रग-परिवत्तंन होता रहेगा। 
गति की दक्शा के अस्थायीपन का एक दूसरा उदाहरण निम्नलिखित है-- 
कभी-कभी प्रकृति में घिसकर चिकने हुए पृष्ठो वाली चपटी बटियाँ या छोटे-छोटे पत्थर 
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के टुकड़े मिलते हें। किती चौरस आधार पर रख कर यदि उन्हें अपने ऊध्वाधिर 
अक्ष के चारों ओर नचावे तो घूर्णन की केवल एक ही दिशा के लिए वह गति स्था- 
पित्व दिखायेगी। यदि इसकी प्रतिकूल दिल्ला में नचाया जाय तो अधिकाधिक लड़- 
खड़ाने लगेगी और अत में स्थायी दिल्या मे, प्रारंभ की दिश्वा से प्रतिकूल दिशा मे, 
नाचने लगेगी। यही बात बहुवा छोटे-छोटे जेबी (पेसिक बनाने के) चाकुओं के 
साथ भी होती दीख पड़ेगी, यदि हम चाकू के फल वद कर, उसे किनारे पर रख 
कर हलका-प्ता आवेग दे दे ॥ 
इस संवध में हम ज्यामितीय दृष्टि से सुस्पष्ट शिक्षाप्रद प्रयोग भी कर सकते हैं । 
एक अभ्रप्ट', चपटा, मुख्य अक्ष 6 8, ८ वाला (4>0:>८ तथा 2 और / 
का दैर्ध्य ८ से बहुत अधिक), छकड़ी का बना दीधघंवृत्तज का प्रतिमानं छीजिए। 
इस पर एक धातविक भारी पट्टी छूगा दीजिए जो कि प्रारंभ में दीघंवृत्तज के तल से 
(०, ८) काट में सटी हुई रहे। पट्टी को छोटे “अक्ष के चारों ओर धुमा फिरा 
सकते है, परंतु प्रत्येक प्रयोग मे जकडी हुई रखी जाती है। ८८ स्थिति में पट्टी 
संहति-वितरण की समिति में गड़बड़ी नही डाछती। ८ के चारों ओर का घूर्णन 
दोनो दिशाओं में एक-सा स्थायी होगा | अब पट्टी को इस स्थिति से छोटे-से कोण द्वारा 
घुमा दीजिए। तो दोनो अवस्थितित्व के मुख्य अक्ष 4 और £ में का प्रत्येक एक 
छोदे-से कोण » द्वारा विस्थापित हो जावेगा। समतल आधार के सामने के 
दीवंवृत्तनज के निचले तल की समिति ८८ और 8८ समतलों की दो मुख्य वर्करता 
ब्रिज्याओं द्वारा निर्धारित होती है। अतएवं इन समतलों की समिति अपरिवर्तित 
रहती है। न्यूनकोण १ में नचाने की दिशा अब प्रतिकूल दिश्ला से ज्यामितीयतया« 
“पहुचानी” जा सकती है। वास्तव मे पूर्वोक्त स्थायी है, उत्तरोक्त अस्थायी क्योकि 
उस स्थिति में लुँठन (लुढ़कने) की गतियाँ होती है जो समय के साथ और भी अधिक 
हो जाती है। 
इस प्रयोग का एक अधिक सुदर, यद्यपि कम सुलभता से श्राप्य, रूप निम्नलिखित 
है (जी० दी० वाकर ने उसका निदर्श्षन हमें सन्‌ १८९९ मे ट्रिनिटी काछेज, केम्किज 
में कराया था )--अश्नप्द दीर्पेवृत्तन पीतल की चादर का वना हुआ है। आधार 
खिदु के चारो ओर के कुछ वृत्तीय प्रदेश पर ठप्पा डाछा हुआ है। झोप के दीर्घवृत्तजीय 
ढचे पर यह चलाया जा सकता है। इस डाट के एक छोटे-से कोगीय विस्थापन 
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द्वारा आधार विदु के पास के निचले तलछ के व्ता-सवंध, ढाँचे के अवस्थिचीय 
वितरण के लिए, बदल जाते हूँ यद्यपि यह वितरण गोचरतया जपरिबत्तित रहता 
है । यह परिवत्तंन इतना कम है कि यदि दीर्घवृत्तज की परीक्षा करे तो बहू 
अनलज्षित ही रहता है। फिर भी नचाने की एक दिशा अभी भी दूसरी की अपेक्षा 
अधिमान्य है। 

अश्नष्ट दीघंवृत्तज के ये प्रयोग, स्वयमेव ज्ञानप्रद, इस घटना की वेश्लेपिक 
विवृतति का पर्याप्त प्रतिस्थापन भी प्रदान करते हूँ । इस प्रकार के गणितीय अनुसंधान में 
उन लुंढन-दोलनो की जाँच-पड़ताल करनी होगी जो नचाने पर किसी छोटी-मी स्थान- 
च्युति के अध्यारोपण से एक या दूसरी दिशा में नचाने के साथ होने रूमते हैं। वह 
दिखावेगा कि इन दोलनो की आवृत्ति के छाक्षणिक समीकरण के वास्तविक मूल एफ 
ही स्थिति में होगे, दूसरी स्थिति में मूल सम्मिश्र होगे। प्रथम स्थिति में निर्णय होगा 
कि घूर्णन स्थायी है, द्वितीय स्थिति में अस्थायी अर्थात्‌ स्थान च्युति का अधिकाधिक 
होते स्हना। इस विवृति फे समीकरण राउथ' कृत ग्रथ (उच्चतर भाग, प्रकरण 
२४ तथा आगे के) में दिये हूं जिनका उल्लेख ६ ४२ में होगा। 
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कार्डन' का आलंबन नामक युविज्ञात युक्‍कति के वर्णन से हम प्रारभ करते हूँ । 
छट्‌टुओ और घूर्णाक्ष स्थापको' के गुणधर्मो के निदर्शन के लिए यह एक असाधारणतया 
कार्यमाथक उपाय प्रस्तुत करता है। 

आलवन में एक वाहरी और एक भीतरी वरूय (घेरा) होता है। वाहरी 
घेरे की एक ऊर्ष्बाबर धुरी होती है जो बाहरी ढांचे या पिजरे में लगी होती है। 
भीतरी घेरे की एक क्षतिज धुरी होती है जो वाहरी घेरे मे लगी होती है । 
गतिपालक चक्र के रूप का लट्दू भीतरी घेरे के घूर्णन-अक्ष के लबवत्‌ अपने 
अक्ष पर घूर्णन करता है। आकृति ४७ ग्रतिपालक धुरी को वाहरी घेरे के अक्ष के 
छूबवत्‌ रूट्य करते हुए दिखलाती है। यह भीतरी वलूय को क्षेतिज समतल में 
रखता है। उपकरण की इस व्यवस्था को उसकी प्रकृत स्थिति कहेगे। 
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गतिपालक चक्र की घुरी पर एक ऐसा उपाय किया हुआ है कि जिंव्ों! (छठ 
काने के छल्ले आदि की युवित) को स्थिर रखते हुए, चक्र को उसकी प्रहृत स्थिति 


आ० ४७--कार्डन-आलंबन में 
घूर्णाक्ष स्थापक। बाहरी वलूय का 
घूर्णनाक्ष +-उर्थ्वाधर; भीवरी वलूय का 
घूर्णनाक्ष--कागज के लंबवत्‌ क्षेतिज; 
घूर्णाक्ष स्थापक के स्थायी घूर्णनाक्षरू- 
कागज के समतल मे क्षेतिज । 





में रखते हुए कोगीय सबेग दिया जा 
सकता है। इस कोणीय संबेग को इतना 
बड़ा होना चाहिए कि अन्य सब बाते 
उसी से सारतः झासित रहें और जिंवलों 
की संहति का प्रभाव उपेक्षित रहे । 

नीचे दिये हुए प्रयोगों में काफी बड़ा 
कोणीय सवेग और आदि में प्रकृत स्थिति 
मान ली जायगी। 

१. भीतरी बछय पर हम हंलकान्सा 
दाब नीचे की ओर डालते हैँ । परंतु यह 
वलय नही दवता वरन्‌ बाहरी वलूय पलट 
जाता है। इसलिए गतिपाछक चक्र को 
अक्ष, क्षितिज समतल में, दाव डालने के 
स्थान पर निर्भर करते हुएं, आगे या पीछे 
को जाता है। भीतरी वलय को दबाने के 
बदले उस पर एक छोदे-से बट्टें द्वारा, ऐक- 
पाइवंत्त: बोझ डाल सकते है। तो जब तक 
कि कोणीय सवेग काफी बड़ा रहता है 
लट्टू का क्षेतिज अक्ष एक समर पुर्सरण 
करता है। 


२. अजब बाहरी वलूय को दवाइए । वह तो ग्रतिहीन रहता है परतु भीतरी 
बलय, वाहरी वलुय पर, दाब फी दिल्ला मे निर्भर करता हुआ, अपनी क्षैतिज स्थिति 
से ऊपर या नीचे जाता है। वाहरी बलूय पर यदि मुक्‍्का भी मारे, तो भी वह विशेष 
कुछ नही दवता। परतु वैसा करने पर देखेंगे कि छट्टू के अक्ष का, प्रकृत अवस्था 
में अक्ष के पास के स्थान के चारों ओर, एक क्षिप्र श़कवीय दोलन होने लगता है। 
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३. यदि बाहरी बलय पर दाव पदता रहे जिससे कि भीलरों बल्य के अन- 





बरस पूर्षन के कारण, छट्दू का पक्ष ऊर्ध्यापर के पास पहुंचता रहे, तो देखेंगे कि बाहरी 
बलय का प्रतिरोध जविदाबिक् दुर्बछ् होता जाता है। तय अनायास ही बाहरी 
बख्य को क्षित्र पूर्णनावस्था में कर समसे है, परतु उसी दिशा से जिसमे कि प्रारभ 
में दाव डाला गया था। यदि बाहरी बलूय सो प्रतिकूल दिशा में घुमाने का यन करे 
तो गतिपालक चक्र “विद्रोह” करता है, उसका अक्ष एडाशक प्रतिझूद दिश्ला में 





देता है। अब बाहरी बलूय को अनायास दस प्रतिझूल दिशा में धुमा सकते हैं ; 
परतु यदि प्रारभ की पूर्णन दिया को छौटाबे तो छट्टू को एक दूलरा सटझा छगता है। 


४. यह पूर्णनोफी परस्पर समांतर होने की प्रवृत्ति है जिसके बारे में फूफो' 
ने जोर दिया था। लदूद को अक्ष ऊर्ष्वापर स्थिति में तभी तक स्थायी दा 
में होगा जब तक कि उसका पूर्णन बाहरी वलछय के पूर्णन से समसंस्थ' अर्थात्‌ एक 
ही भाव में (सम, समान; सस्थ, ठहराव) रहेगा। इसके विपरीत, यदि पूर्णन प्रति- 
ममातर हो तो यह स्थिति अत्यत ही अस्थायी होगी और प्षक्ष तब ही विराम दशा 
में जावेगा जब कि बहू प्रतिझूल दिया में पहुँच जाय। इस पश्नोउत दिशा में दोनों 
घर्णन-अक्षो का समातरत्व फिर समसस्थ हो जाता है। यदि बाहरी वरुय के पाइवों 
पर दोनों ओर पारी-पारी से उचित ताल में दाव डाले तो छट्टू को भीतरी परूय 
के अक्ष के चारो ओर निरतरतया परिक्रमण करा सकते है । 

५. यदि भीतरी वछय को बाहरी से इस प्रकार बांध दे कि भीतरी बछय की 
गतिणीलता न रहे तो छद्॒‌टू का गति के विरुद्ध प्रतिरोध भी नप्ट हो जाता है। ऐसा 
जान पड़ने लगता है कि अब उसकी कोई अपनी निज की इच्छा रही ही नही भौर अब 
जो भी दाव बाहरी वलब पर डाला जाय, लछट्दू उसी का अनुसरण करता हे, मानों 
लट्दू नाच ही न रहा हो। इस प्रकार छाक्षणिक घूर्णाक्ष-स्थापकीय प्रभाव तभी 
होते हैँ जब छट्टू की स्वतत्॒ता-सख्याएँ तीन हो, यदि ये दो ही हुईं तो उबत प्रभावों 
का नितात अभाव हो जाता है। परतु पृ० १०१ पर वर्णित आवर्त्तन-स्टूल के घूर्णनयुक्त 
पटरे से छट्टू को बर्ूंप कर देने से लुप्त स्वतत्नता-सख्या का प्रत्यवस्थानं किया जा 
सकता है। यह इस प्रकार किया जाना चाहिए कि वाहरी वलय का अक्ष, जो अब 
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तक ऊर्ध्वावर रखा गया है, स्टूल के अक्ष के ( जो सदा ऊर््वावर रहता है ) 
विचार से झुक जाय और झुकाने का कोण वहुत छोटा न हो, तो दो स्वतंवता- 
सख्याओ वाले लद्दू का अक्ष घूर्णन करते हुए आधार के अक्ष की रेखा में होना चाहता 
है, ठीक वैसे जैसे कि दिकूमूचक की सुई चुबकीय उत्तरी ध्रुव की ओर होने की चेप्टा 
करती है, अर्थात्‌ ऊपर वर्णन किये हुए समसस्थ समातरत्व के भाव में । इस प्रकार 
लटटू को रखनेवाले एकाकी वलूय का अक्ष ऊर्ध्वाधर समतल में होकर इस प्रकार 
ठहरेगा कि लद्दू की धुरी की एक या दूसरी नोक, स्टूल के घूर्णन फी दिशा पर निर्भर 
करते हुए, सबसे ऊपर होगी। 

इन सब घटनाओं का स्पष्टीकरण (25.5) के मौलिक सिद्धात मे, अर्थात्‌ 
(१) 4॑ (5-7, 48. 
अतरनिहित है। इस समीकरण द्वारा ऊपर दिये हुए पाँचों प्रयोग नीचे लिखे प्रकार से 

स्पय्टीकृत होते हैं। 

१५ जब भीतरी वलय को दवाते है तब 7. क्षेतिज और भीतरी वलय के 
घूर्णन अक्ष से सपाती होगा । कोणीय सवेग )श आ० ४७ की बायी या दायी ओर 
निर्देशित होगा और इसलिए व, द्वारा पार्वतः विक्षिप्त' हो जायगा। यदि यह 
मान लिया जाय कि लटूटू के अक्ष मे, जो प्रारंभ में कोणीय सवेग से सपाती होता है, 
उसी का अनुसरण कर इस सपात को बनाये रखने की प्रवृत्ति होती है, तो आहृति- 
अक्ष का पार्ब्वीय विक्षेप, अर्थात्‌ वाहरी वलय का घूर्णन, स्पप्ट हो जाता है। जो 
अनुमान यहाँ किया गया है वह लट्‌द्‌ के पर्याप्त क्षिप्र घूर्णनों के छिए वास्तव में वैध 
है, यह $ ३५ में समर्थित किया जायगा (देखिए, उस प्रकरण में छदुम-सम पुर'- 
सरण के वारे में विचारालोचन) । 

२. यदि वाहरी वलूय पर दाब डाले तो 7, ऊर्बायधरतया निर्देशित होता 
है। कोगीय सवेग, जो प्रारभ मे क्षेत्तिजतया दाये या वाये निदर्शित होता है, ऊपर या 
नीचे की ओर वि्षिप्त हो जायगा । अतएवं उसी अनुमान दारा, जो (7) में किया 
था, भीतरी वलय का घूर्णन प्राप्त करते है। यदि बड़ा प्रवक्त मुकका बाहरी वलय 
पर लगायें तो कोगीय सवेग और छट्दू के अक्ष का सपात वाला हमारा अनुमान सन्नि- 
कटतया ही सतुप्ट होगा। तो अब पहले कहे हुए वे छोटे-छोटे झववाकार दीलन 
होने छग्गेंग, जिनसे दोनो अक्षो के छोटे-से स्थान-अश्य होने का भेद खुल जाता है। 
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३ थौर ४. उसी प्रकार देखिए कि यदि कोगीय सवेग का अक्ष अध्वाविर्यथाय 
हो और यदि बाये वछूय को छट्डू के घूर्णन के समसस्थ भाव में घुमाये, तो कोगीय 
सवेग का अक्ष और अधिक ऊर्ध्ाधर के पास हो जाता हैं। तव जिवकू और गति- 
पाछक चक्र एक ही से होफर ऊध्वयिर के चारो ओर धूर्णन करते है । बाहरी वलूय 
का प्रतिरोध जाता रहता है। यदि बाहरी वलय को असमसस्थ या प्रतिसमातर 
भाव में घुमा दे तो अक्ष का ऊर्व्वाधर से त्तनिक-सा ही विचलन अक्ष को ऊर्ध्वाधर से 
अधिकाधिक हटाने के लिए पर्याप्त होता है। छट्टू की ऊध्वाधिर-प्राय स्थिति ऐसे 
असमसभस्थ घृर्णण के लिए अस्थायी सिद्ध होती है। 

५. यदि बाहरी और भीतरी वरूय को एक-साथ बाँध दे तो बाहरी 
पहिंये के घूर्णन से उस पर लगायी हुई ऊर्ध्याधर ऐठ ॥, के वश कोणीय सवेग का 
अक्ष अब ऊर्ध्वाधर समतल में नही घूम सकता । अतएव ऐठ सारे निकाय मे सचारित 
हो जाती है। ऐसा होना संभव है क्योकि सदिश्य // में जो क्षैतिज दिक्‌-परिवरत्तंन' 
होता है वह बाहरी वलय के घ्राधारों द्वारा प्रतिकारित किया जा सकता है, क्योकि 
अव भीतरी और बाहरी वलूय दृद़तापूर्वक सवधित हूँ। परतु आवत्तंन-स्टूल पर 
ऐसा नहीं होता। यहां कोगीय सवेग आरोपित ॥, का कम-से-कम कुछ-न-कुछ 
अनुसरण कर सकता है। इससे समझ में आ जाता है कि छदूटू के अक्ष की, स्टूल के 
अक्ष की दिश्ञा में लक्ष्य करने की प्रवृत्ति क्यो होती है । 

अब हम कई व्यावहारिक अनुप्रयोगों की चर्चा करेगे। पहले से ही बता देवा 
चाहिए कि आगे दिये हुए विवेचन की बहुत सी बातो के ब्यौरे पुराने साहित्य में 
मिल सकते हूँ, जहाँ से ही नीचे की बहुत सी बाते ली गयी हूँ । 

(१) घूर्णाक्ष-स्थायीका रक और तत्सवंधी बातें 

सन्‌ १८७० के लगभय हेनरी बेसेमर' ने, जिनका नाम धातुओवन के लिए 
विख्यात है, इग्लिश चैनल पर जहाज़ी यात्रा के लिए एक बेठक-कोठरी' का 
निर्माण किया । वह कोठरी इस प्रकार ऊटकाबी हुई थी कि जहाज के एक 
आगे-पीछे के अक्ष के प्रति इधर-उधर झूलछ सकती थी और जहाज की झूलन से एक 

गतिपालक चक्र द्वारा बचायी जा सकती थी। परतु गतिपालक चक्र का अक्ष कोठरी 
में दृढ़तापूरवंक स्थापित था और इसलिए उसमे आवश्यक तृतीय स्वतंत्रता-सख्या की 
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कमी थी (मिलाइएं, ऊपर दिया हुआ ५वाँ विवरण) | अतएवं उक्त निर्माण विफल 
सिद्ध हुआ और उसका झीघा ही परित्याग करना पड़ा। 

पिस्टन इंजनों के संहति-संतुलन के सबंध मे उल्लिखित (दे० पृ० १०३) मौ० 
हिलिक' वह व्यक्तित हुए जिन्होंने प्रस्तुत समस्या को भी सफलता-पूर्वक हुछ कर 
डाला। उनकी विधि का कई स्टीमरों में व्यवहार किया गया, यथा हैवर्ग-८ 
अमेरिका छाइन के “सिलवाना”' और इटली के “कांत दि सेवाइया” में । 
(पश्चोकत के बारे में वहुत-सा साहित्य अमेरिकन प्रकाशनों में विद्यमान है।) 


“सिलवाना” में गतिपालक चक्र का भार ५१०० किलोग्रांम तथा उसका 
व्यास १.६ मीटर का था और वह १८०० घूर्णन प्रति मिनट करता था (जिससे 
१५० मीटर प्रति सेकंड परिमायी वेग प्राप्त होता था)। वह एक पिंजरे में लगा 
हुआ था, जो लोलक की भांति, जहाज के इधर-उधर जाते हुए एक अक्ष पर झूर्ल 
सकता था, जिस कारण गतिपालक चक्र का संमिति-अक्ष जहाज़ के आगेनीछे 
थाले एक ऊध्वधिर समतछ मे दोलब करता था। यह पिंजरा हमारे मिदर्शन- 
लदूदू के भीतरी वलूय के अनुरूप है तथा स्वयं जहाज का पेटा बाहरी वलय के 
अनुरूप । आ० ४७ के ऊर्ध्वाधर के स्थान पर यहाँ जहाज का लंवा अक्ष है, ऊध्वधिर 
के चारो ओर के पहले के घूर्णनों के बदले अब जहाज का इधर-उधर का डोलता 
था झूलना है। आवश्यक तीन स्वतत्रता संख्याएँ जहाज के झूलनों, पिजरे के 
दोलनों और गतिपालक चक्र के घूर्णनों से प्राप्त होती है। जब जहाज इंधर- 
उधर झूछता है तब गतिपालक का अक्ष, जो प्रकृत दशा में ऊर्बाधिर होता है, 
अपने पिजरे में पारी-पारी से आगे-पीछे झूलता है ) अतएवं जो ऊर्जा जहाज 
के इधर-उधर झूलने में होती है, वह पिंजरे की गति ओर स्थिति की कर्णा में 
यरिवत्तित हो जाती है। जहाज का लुण्ठन (इधर-उबर झूलना) और पिजरे का 
झूलन अब एक-दूसरे से युग्मित हो जाते है । यदि, विद्यंघतः उनके निजी दोलनों में 
बनुनाद हो तो युग्मित छोछको की सी दक्ा प्राप्त होती है। 

ठीक है कि अब तक जहाज के दोलनों का कुछ भी अवमंदन नही हुआ | पंरवु 
अव पिजरे की धुरी पर अनुप्रयुक्त एक ब्रेक-युकित द्वारा पिजरे की दोलन-ऊर्जा और 
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गसलिए पहाज के लुण्डन की ऊर्मा भी जवशोदित की जा सकती है, दौर बसे द्वी जैसे 
कि पहिये को स्पर्श करते हुए एफ प्रेझ-जूत' द्वारा गाठी का बेग कम क्रिया या सकता 
है। निस्मदेहू, पिजरे पर ब्ेझ की फ्रिय इतनी प्र न दोनी चाहिए कि गतिपठक 
चक्र के पक्ष का विज्षेष विलुछ ही न हो सऊ्रे, बयोकि तव फिर दो स्वतत्र- 
सस्यानों के प्रभायद्वीन उसी छट॒दू की दशा आ जायगी। भूकंप के कपलेस्यों की 
भांति के लुठढन गति के लेखायिप दिखलाने हूँ कि ग्रेक-फ्रिया के छिए एक उपयोगीतम 
या “सबसे थच्छे समझौते का” मान होता है । “मिल्याना" में जैसे ही गतिपालक 
चक्र चलाया गया, प्राय वँसे ही छुठन का आयाम सपने प्रारभिक मान का केवल 
चढ़े वी या २७ वो ही रह गया। इस दा में ढांचे के दोलन का आवाम ३०* से 
४०* के आस-पास रहता था। 











यह सब होने पर नो पूर्णाक्षस्थापक का अनुप्रयोग बहुत जधिक नहीं हुआ है। 
इसका कारण कुछ अंश में तो यह है कि इस प्रकार की रचना में कुछ खतरा 
सप्निद्ित रहता है---शी त्रता से घूमता हुआ भारी मतिपा़क चकर अप्रिय सहन्यात्री 
है--और कुछ अग में उसमे जधिक सफल एक प्रतियोगी का उद्भाव था। यह उद्भाव 
(उपज्ञा, इस्वेशन) था फ्राम'ं की स्थापन-ठकी | यह युकति विलकुल दूसरे सिद्धात 
पर आधारित है! 

ऊपर दी हुई बातो मे सवधित एक समस्या जहाज पर घूर्णाक्षस्थापकीय विधि से 
किसी घूमनेवाछी मेज का स्थायीकरण है। हम यह नही जानते कि व्यावहारिक 
उपयोग के लिए यह समस्या कहाँ तक हल की जा सकी है। प्रत्यक्ष कारणों के लिए 
सभी देशो में इस बात पर काम किया जा रहा है । 


(२) घूर्णाक्ष दिकूसूचक 

यह सर्वसुदर और निर्दोवि-प्राय घूर्णाक्ष-स्थापकीय युक्ति है । इसकी धारणा 
फूफो के मन में उत्पन्न हुई थी ॥ पृथिवी के घूर्णन को अपने लोछकीय प्रयोगों द्वारा 
जिर्दाशित कर (देखिए अव्याय ५, $ ३१), वही वात नचाने के लट्दुओं द्वारा करने 
की योजना फूको ने तैयार की । उनके अन्य बहुतेरे दिकुयूचक प्रयत्नों में यहाँ केवल 
घूर्णाक्ष दिकूसूचक की ही चर्चा करेगे, जो कि चुंबकीय दिक्सूचक का स्थान लेनेवाला 
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था । फूको के घूर्णाक्ष दिक्सूचक में क्षैतिज समतल में नियत्रित दो स्वतत्रता-सख्याओं 
का नचाने का एक लट्टू होता है। यह समतल चुंबकीय उत्तरी शुव की ओर नहीं, 
वास्तविक खगोलीय उत्तरी भ्रुव की ओर, अर्थात्‌ पूथिवी के घूर्णन-अक्ष की दिद्या को 
छक्ष्य करता है। वास्तव में ऊपर दिये हुए पचम निदर्शन-अ्योग में हम यह व्यवस्था 
ले चुके है जहाँ स्थिर भीतरी वलय के कर नाच-लट्दू को आवत्तिन-स्टूल से बाँध दिया 
था। घूर्णन करती हुई पृथिवी स्टूछ के आवर्त्तन-पटरे का स्थान छेती है) दोनों 
स्थितियों में भेद केवल इतना ही है कि घूर्णनयुक्‍त्त पटरे को हम कोई भी बड़ा 
कोणीय वेग दे सकते है, जिस कारण लट्टू पर बड़ा प्रवछ लक्ष्यकारक प्रभाव पड़ता 
है। परतु पृथिवी का कोणीय वेग बहुत छोटा है। अतएवं फूको का घूर्णकषेस्थापर्क 
ठीक दिशा मे आने में वड़ी देर माता है। प्रथमोक्‍त की व्यवस्था के लिए कहा थीं 
कि वाहरी वलय और स्टूल के घूर्णन अक्षों के वीच का कोण बहुत छोठा नहोना 
चाहिए | प्रस्तुत स्थिति में यह कोण भौगोलिक अक्षाद्य का कोटिपूरक कोण अर्थात्‌ 
प्रेक्षण स्थान का “अक्षांश कोटि” है। पृथिवी के दोनों घ्रुवों पर यह कोण धूल्य 
है। वहाँ लक्ष्यकरण-क्षमता भी शून्य हो जाती है ॥ व्यापकतया यहें क्षमता पृथिवी 
के कोणीय वेग, लटूदू के कोणीय सवेग और जक्षाश कोटि की ज्या की समावुपाती 
होती है। 
फूको के प्रयोगों से प्रभाव के अस्तित्व का केवल स्थूल रूप से पता चलता है! 
उसका पूर्णतया प्रत्यक्षीकरण हर्मान आनुशुतज़ केम्फ' ने, उनकी रचना के निर्माण मे 
आनुऋमिक सुधारों द्वारा, प्राप्त किया था । प्रारंभ मे उनका मूल उद्देश्य बहती वरफ के 
नीचे से जाती हुई पनड्ब्बी (सवमरीन) द्वारा उत्तरी श्रुव .पहुँचना था। कारण कि 
चुवकीय दिक्‌मूचक के पाठयाक उत्तरी ध्रुव के पास बहुत ही अविश्वसतीय--और 
पनडुब्वी के भीतर तो नितात विफल--हो जाते है । उन्हे छद्‌दू को अपना दिकु-अस्वेषक 
बनाने की सूझी । सच है कि कई दशकों तक इस भावना के अनुसरण में वे उत्तरी लुव 
तो न पहुँचे, परतु उनके प्रयोगों ने एक ऐसी आदर्श उपकरणिका तक पहुँचाया, जो कि 
जहाजी यात्राओ के लिए अपरिहार्य हो गयी है। 

फूको से भिन्न, आनृशुतज्-पूर्णाक्षस्थापक क्षेत्िज समतल में ही चलने के लिए 


नियत्रित नही होता, परतु इस समतलरू पर छोलक की भाँति, अपने भार के कारण 
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खिच आता है। प्रारंभ में पारे पर उसके उतराने की व्यवस्था थी । पीछे की रचनाओ 
में दो या तीन लट्दुओ का व्यवहार किया यया, जिनके प्रभाव एक-दूसरे को प्रबल तथा 
सप्ोधित करते थे । नाचते लट्टुओं का कोणीय सवेग वेद्युत चालन द्वारा नियत रखा 
जाता हे । नूतनतम आन्शुत्‌ज-रचना में सारा निकाय एक गोले मे वद रहता है । यह 
गोछा जरा सी ही बड़ी त्रिज्या के एक दूसरे गोले में प्राय विना किसी घपंण के तैरता 
रहता है। कारण कि घूर्णाक्षस्थापक को ऐसे पर्यटनो में ले जाना होता है जिनमे कई 
महीनों तक उसे छूतरा नही होता, किसी विशेष युक्‍्तिपूर्ण, स्वत चालित स्नेहन विधि 
का विधान करना होता है । 

जहाज की अपनी ही गति के हानिकारक प्रभावों का निराकरण करने के उपाय 
विशेष महत्त्व के होते हैं । जब जहाज वक्र पथ पर जाता है या अपनी चाल बदलता है, 
तब क्षैतिज समतल के ऊपर-नीचे दोलन करने की योग्यता रखता हुआ घूर्णाक्ष-दिकूसूचक 
सगत अवस्थितित्व बलो का सुग्राही होता है। ये घूर्णन-अक्ष पर दाव डालते है, जिस 
कारण बह अपनी अक्षुब्ध स्थिति से विक्षिप्त हो जाता है भौर परिणामवश अखुद्ध 
आकडे प्राप्त होते हँ । यह दिखाया जा सकता है कि जहाज की गति हानिहीन हो 
जायगी यदि श्रुववृत्त के प्रति दिकूसूचक के स्वतत्र दोलनो का आवरत्तकाल ५ निम्न- 
लिखित हो 


्अ्नूज) (8, प0% सेकंड--84.4 मिनट 

हैः 

यहाँ यह आवतंकाल वही हे जो ऐसे छोलक का होगा, जिसका देध्यं पृथिवी की 
त्रिज्या, | जितना हो, और 


2. बंद 
उ्+---« 707 मीटर । 


(यह है ग्लित्शर' द्वारा पूरा किया हुआ झूलछर' का नियम ।) * 
घूर्णाक्षस्थापक का एक और सुदर अनुप्रयोग बड़े-वडे स्टीमरों की स्वत.चालिति 
चालन-यत्र रचना से सबंध रखता है । यदि तरगो और समुद्री धाराओं की गतियो के 
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होते हुए भी जहाज को अपना मार्ग ठीक रखना है तो कर्णथार के अनवरत मतोंवोग 

गैर तदनुमार मार्ग पर रखने की यश्ररपना की सश्ोवन-फक्रियरा की आवदयकता हीती 
है। दस संगोवन-फिया में सेव कुछ न कुछ देर लगती है जिस कारण समय का हर्ति 
एव ते की हुई दूरी में कमी होती है। इसके प्रतिकूछ, पूर्णाक्षदिकूमूचक एक ऐसी 
“ज्ञान इन्द्रिय” है जो मनुष्य की अपेक्षा बहुत शी घ्रता से और अधिक यथार्वता के साथ 

।लूम” (प्रतीत) कर सकती दे और तात्यणिक सशोवन-कार्य कर सकती है। ऐंनी 
सशोवन-क्रिया के कारण यात्रा का मार्ग प्रायः ठीक-ठीक ऋणजुरेयीय (वास्तव में 
लाक्‍्सोड्रोमिक अर्यात्‌ रम्व रेसीय) * हो जाता है, जिससे ऊर्जा की वड़ी बचत होती 
है। इस कारण आजकल प्रत्येक बड़े जहाज में एक स्वतःचलित मार्ग पर चढार्न बाही 
यत्ररचना छगी होती है । 


(३) रेलगाड़ी के पहियों ओर वाइ सिकिलों में घूर्णाक्ष स्थापकीय प्रभावें 


रेछगाड़ियो के पहियो का जुट एक ऐमा मचाने का लद्दू है जिसका कोगीय 
सवेग क्षीध्रगामी रेलगाडियों के लिए बहुत बड़ा हो सकता है। जब पहिये किसी वर्क 
पर से जाते है तब किसी भी क्षण कोणीय सवेग का अवश्यमेव किसी ऐसे स्थान को विक्षेष 
होगा जो वक्र के अभिव्व द्वारा निर्धारित होगा । समीकरण (3) के अनुसार इसके 
लिए एक ऐंठ की आवश्यकता होती है जिसका अक्ष चलने की दिल्ला में होगा । पर्व 
ऐसी ऐठ (जिसे बहुथा “घूर्णाक्षस्थापीय युग्म” कहते हैं) विद्यमान नहीं होती; 
अतएव घूर्णाक्षस्थापीय प्रभाव का परिणाम एक “विपरीत ऐ5”' होती है जिस कारण 
पहियों का जुट बाहरी पटरी को वाहर की ओर दवाता है और भीतरी पढरी पर से 
उठा देता है । यह विपरीत ऐठ अपकंद्र बल के चलने की दिशा के प्रति के घूर्ण से जुड़ 
जाती है। जैसा कि हम जानते है पश्चोकत प्रभाव का प्रतिकार पटरी के धरातल को 
उचित दिशा में उचित परिमाण में उठा देने से किया जाता है। दोनो पूर्णोंकी रा 

आए 

होता है। यहाँ ० यात्रा का वेग है और ७ रेल्याडी का वक्र मे जाते समय कीगीय 
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वेग । प्रस्तुत स्थिति में # पहियों के जुट की पहिये की परिमा पर लघुकृत सहति है; 
परंतु अपकेन्द्र प्रभाव के लिए पहियों के ऊपर की सारी गाड़ी की पूर्ण सहति होगी । 
अतएव हमारा घूर्णस्थापकीय युग्म तथा उसके सम बराबर प्रतिकूल विषरीत-ऐठ, 
अपकेन्द्र बल के घूर्ण की अपेक्षा बहुत ही छोटी होगी । वाहरी पटरी को ज़रान्मा ही 
और ऊपर उठाने से उसका प्रतिकार किया जा सकता है । 


अधिक भारी प्रभाव पटरियों की किन्‍्ही ऊर्ध्वाधर असमताओ के कारण हो सकते 
हैं; उदाहरणार्थ, किसी एक पठरी पर “कूबड”'। (इसी वर्ग में उठाये हुए वक्र के 
प्रारंभ और अंत पर एक पटरी की बढ़ती या घटती ऊँचाइयाँ होंगी ।) इस प्रकार के 
कूबड़ से कोणीय सवेग में ऊर्ध्वाधर दिशा मे विचलन हो जाता है और इसलिए एक 
विपरीत ऐठ का प्रादुर्भाव होता है, जो पहियों के जुट को पटरी-धरातल से परे ऐठ 
देने का यत्न करता है, कहिए कि, जुट के अगले पहिये से पटरी पर दाव डालकर और 
जुद के अतिम पहिये को पटरी-धरातल से परे उभाडकर | पठढरी और पहिये के 
'पख' अर्थात्‌ निकले हुए किनारे के बीच जो थोड़ा-सा खाली स्थान रह जाता है, उसके 
कारण ये “पख” कभी एक पटरी को, कभी दूसरी को काट' छेगे । ऐसी वात सचमुच 
ही शीघ्रगामी वैद्युत रेलगाड़ियों की परीक्षा-दीड़ों में देखी गयी हैँ । पटरियों की 
दशा और उनका ठीक-ठीक स्थान सब समय के लिए वश में रखने के लिए जर्मन 
राप्ट्र-रेलवे ' एसी परीक्षा-गाड़ियो का उपयोग करती है, जिनमे घूर्णाक्ष-स्थापकोय 
ओज़ार लगे होते है । ये औजार आनशुत्‌ज कपनी द्वारा निर्मित हे । 
वाइसिकिल एक द्विगुणित अपूर्णफदीय निकाय हे, क्योकि प्रश्न सख्या २.१ के 
पहिये की भांति, परिमित गति में तो उसकी पाँच स्वतत्रता-सख्याएँ होती हूँ, परंतु 
अत्यण्‌ गति में केवछ तीन (अपने क्षणिक समतल में पिछले पहिये का घूर्णन, जिससे 
अग्रले पहिये का घूर्णन इन तीन प्रकारों से युग्मित होता है--( १) शुद्ध लुण्डन की 
द्ना, (२) हैण्डल-वार के अक्ष के प्रति का घूर्णण और (३) भूमि पर उनके स्पर्श- 
बिंदुओं को मिलानेवाली रेखा के प्रति अगले और पिछले पहिये का साय घूर्णन) । 
परतु यह तव ही जब कि स्वय साइकिलू-सवार की स्वतत्रता-सख्याएँ विचार में न ले । 
यह बहु-विदित है कि यदि वेग पर्याप्त हो तो इस निकाय का स्थायित्व इस बात पर 
भरोसा करता है कि या तो हँडछ-बार को घुमाकर या अपने शरीर को बिना जान- 
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वबूझकर ही हिला-डुलाकर, साइकिल-सवार समुचित अपकेन्द्रीय प्रभावों को उत्पन्न करती 
है। इनकी अपेक्षा पहियों के घूर्णाक्षस्थापकीय प्रभाव बहुत ही कम होते है। मह 
पहियो की बनावट से प्रकट है। यदि घूर्णाक्षस्थापकीय प्रभावों को प्रवछतर करना 
होता तो पहियो के किनारे और उन पर चढ़ायी जानेवाली रबड़ की हाले यवाशक्य 
हलकी रखने के स्थान पर भारी रखनी पडती । परतु फिर भी यह दिखलाबा था 
सकता है कि निकाय के स्थायित्व मे ये दुर्वल प्रभाव भी योग छेते है । यह इसलिए 
होता है कि जहाजों को ठीक मार्य पर चलानेवाली स्वतः-चालित यत्र-रचना की 
भांति, गुरुत्व-केद्र के नीचे हो जाने के प्रतिकूल अपकेद्रीय प्रभावों की अपेक्षा ये अधिक 
शीघ्रता से प्रतिक्रिया करते है । इस गति के स्थायित्व की परीक्षा करने के लिए जिन 
अल्प दोलनों पर विचार करना पड़ता है, उनमे घूर्णाक्षस्थापकीय क्रिया केवल एक 
चौथाई आवत्तेकाल से, जब कि अपकेन्द्र क्रिया आधे काल से, गुरुत्व-केन्द्र के दोलवों 
से पीछे रहती है । 
पूरक--विलियरडे-खेल की यांत्रिकी 
विलियड का सुदर खेल दुढ़ पिडों की गतिकी के अनुप्रयोगो के लिए एक संपक्न 
क्षेत्र प्रस्तुत कर देता है। यात्रिकी के इतिहास में कॉरियोलिस नामक एक सुविश्यात 
विद्वान्‌ उससे संवधित हूँ ।# 
निम्नलिखित व्याख्याओं का मूल उद्देश्य इस विपय पर उठायी हुई कंतिपय 

समस्थाओ का स्पथ्टीकरण है । इन समस्याओ में न केवल गेंद के लुण्ठन तथा स्खलन 
की गतिकी, वरन्‌ विछियर्ड कपड़े पर घ॒र्पण का बाद भी अपना उचित स्थान ग्रहण 
करता है। 


$ देखिए ए. [रालिय 6६2. 50णागरव्मलित, प्रश्रलठ्या, ते० पटालं३०5 
'ए०. 7ए. 9. 880 70 &. स्थायित्व पर विचार करने के लिए निस्संदेह 
साइकिल-सवार-कुत क्रियाओं को विचार से छोड़ देना होगा । यह मान लेता होगा 
किन केवल विना हाथों के ही, वरन्‌ अपने शरोर को बिना हिलाये हुए भी, वह चढ़ा 
हुआ है। उसे केवल अपने भार द्वारा ही काम करना होगा १ उपयुंवत पुस्तक में 
नचाने के लट्ट, के वाद के अन्य अनुप्रयोगो और उसकी गणितीय नींव की ब्यौरेदार 
बातें दी गयी हे । 
कजी० कॉरियोलिस (6- (०मंणाऊ), 7६ #ऋबाटिटकदादुक देप द््व्वि 
बे गंदा ८8 ऑन, 22पघ5, 4835, 
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(क) ऊँचे और नोचे मिश्ाने 

अनुभवी खिलाडी प्राय सेव गेंद को एक “पाइबंता”श या “इग्लिय” दे देता 
है। परतु, अब तो बिना दग्लिश वाले निशानों पर बियार करेगे जिनमें, इसलिए, 
क्यू |, गेद को उसके ऊर्ब्बावर माध्यिकाबी' समतल मे, क्षितिज दिशा में, मारता है । 
इस प्रकार के नियानों के दो भेद हे--ऊँवे भौर नीचे । 

यदि क्यू और गेद का सघात-विद्ु' मेज के समतल से दूँ ए (एच्लद की त्रिज्या ) 
ऊँचा हो तो उसे ऊँचा निद्ामा कहते है । यदि इसमे कम ऊँचाई पर मारा जाय तो उसे 
नौचा निद्याना कहते है (इसके और नीचे की वातो के सवध में प्रबनसर्या ४ ३ देखिए) । 
जव गेंद ठीक इन ऊँचाइयो पर मारा जाता है, तब प्रारभ से ही शुद्ध छुठत होने 
लगता है । किसी गोल के अवम्थितित्व घूर्ण (जो पृ० ८८ पर दिया है) के प्रभाव से 
इन्ही स्थितियों में जो गेंद का घूर्णण सचारित होता है वह ऐसे परिमाण का होता हे 
कि उसका सगंत परिमायी वेग स्पर्श विदु पर आगे बढ़ने की गति के ठीक बराबर 
पर प्रतिकूछ होता है, जिस कारण शुद्ध छुठन का प्रतिवथष (0) पूरित 
होता है। 

ऊँच निशानो में, स्पर्ण-विदु पर लुंडन उत्पादित परिमायी वेग ग्रेद के सहति-केंद्र 
के वेग के प्रतिकूल और उससे वडा होता है। कपडे पर का धर्पण इस वेगाधिक्य 
(परिमायी वेग--आगे बढने के वेग) का विरोव करता है और इस प्रकार सहति-केन्द्र 
के प्रारभिक बेग को बढ़ा देता है। ऊँचे निम्मानों मे यह घर्यण गेद पर निग्ञाने की दिया 
में काम करता है। घुद्ध लुंढन में अतिम वेग, जो तब प्राप्त होता हे जब घपंण वेगा- 
विक्‍्य को “खा” छेता है, आदि के वेग से वडा होता है। जो गेद ऊचाई पर मारे 
जाते है वे बहुत देर तक चछते रहते हूँ और खिलाडी के अनुभवी होने का भेद बता 
देते हैँ । 





+गेंद को पाएवं से मारना कि वह नाचता हुआ आगे बढ़े, साइड (4, पाइवे) 
कहलाता है । 
$ बिलियड जैसे खेलो में गेंद को चलानेवाले डंडे को क्यू (८०८) कहते हैँ क्यू 
फोई चार फुट लंबा होता है; खिलाड़ी की ओर का सिरय मोटा, मारने को ओर 
का सिरा पतला, चमड़े से मढ़ा हुआ । 
. वश (0[972८) 
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धीमा कर देता हे । दस प्रकार गे३ विराम दशा से स्यरिति हो नाता है सौर सदनुसार 
उसका घूर्णन कम होता रहता है। जैसे ही वि कपड़े पर छा परिमायी वेग केस के 
जाये बढ़ने के बेग के बराबर होता ए, दै ने ही रगरुप बद हो जाता है और जब धुद्ध हुँदन 
होने छगता ६॥ एक बार ऐसी दण्मा में पहुचन पर गेद एस नियत जअसिम बेस से 
लुठन करता रहना है (रुप्यन धयंप के बहुत 7 प्रभाव फी हम उपेक्षा कर देंगे) । 
यही पिच्छू निशाने का सिद्धात है 








इसी भांति नीचे मारा हुआ गेद जपना सरति-केद्रयंग 
दे देता है जौर स्वय क्षण भर के छिए विराम दप्मा प्राप्त करता 24 मान लग कि गेद 
बहुत ही नीचे, कम से कम केंद्र से कीथ मारा गया था, मिस कारण टायर के बाद 
स्पर्श-बिदु पर जो परिमायी वेग रह जायगा वह जागे की ओर को होगा । थव पर्षण 
पीछे की ओर जारोपित होगा । गेद पीछे की जोर नियत त्वरण से चलने लगता है । 
साध ही उसका पूर्णवीय वेग कम होता रहता है भौर अत में शुद्ध छुंडन होने लगता है । 

यह पोंच मिश्ञानें का सिद्धात है । 

सर्यक घरंण के वेग से स्वतन्न होने के कारण, सहति-केखद्रवेग ०. एवं परिमाबी 
वेग ४5-4७, का समय के विचार से परिवर्तन ऋजुरेख्ीय होगा। अतएवं अब तक 
विचार की हुई समस्यालों का उपचार गणितीय विधियों के बदझे छेखाचित्रीय विधियों 
से अधिक सुविधापूर्वक किया जा सकता है। रेस्खाचित्रीय विधि से करने के लिए 
हम एक रेखाधित बनाते हूँ जिसमे 9 और ४ के क्षणिक मानों को भुजाको' की भांति 
ओर समय को कोटघको' की भांति आलेग्ित करने हूँ (प्रश्न सर्या ४ ३) । 


मरे मारे हुए गेंद को 











(ग) क्षेंत्रिज संघात में “इंग्लिश” कारित प्रक्षेप-पय 

यदि गेंद ऊर्घ्वाधर माध्यिकायी समतलरू में न मारा जाय, वरन्‌ उसके एक ओर 
तो उम्र “दाया इग्लिश” या “वायाँ इग्लिय” कहते हैं ।॥ यदि गेद पर आघात के लिए 
क्यू क्षतिजतया आगे बढाया जाय तो प्रक्षेप-पथ आदि क्रे सघात की दिशा में ऋजु- 
रेखीय रहेगा। 

आवेगी ऐुंठ का समतलऊ अब ऊर्ष्वाधर माध्यिकायी समतल से झुका हुआ होता है. 
ऊँचे निश्ञानों मे या तो दाये इग्लिस के छिए दायी ओर या बाये इग्लिय में वायी ओर | 
यह झुकाव ऐसा होता है कि आवेगी ऐठ के समतलू का अभिलब (यह अभिलव अक्षीय 
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नीचे निश्ञानों में स्पशे-बिदु पर परिमायी वेग संहति-केद्र के वेग की दिशा के प्रति 


में काम करता है । शुद्ध लुठन में अतिम वेग आदि के वेग से कम होता है। हे 
आवेग, 2, के बारे में (इसकी विमितियाँ हें डाइन-मेकड) निस्सदेह, उसे कई 
की दिया में आरोपित बहुत बड़े वछ >* का समाकल बहुत थोड़े काल ? के लिए, 


जिसमें वह काम करता है, समझना चाहिए। इस प्रकार 
री 
ड्न्न मक, 
9 
तदनुसार गेंद के केस को आवेगी ऐं5' होगी 
हब 
डा म्गक 
०9 


जहाँ [ केद्र की क्यू के अक्ष से दूरी है । आवेगी ऐंठ-सदिश्न केंद्र और क्यू-यक्ष से जाते 
हुए समतल के लबवत्‌ निर्देशित होगा | इग्लिश-हीन निद्यानों के लिए, जिने पर ह्दी 
अब तक विचार किया गया है, वह्‌ क्षेतिजतया निर्देशित होता है और उपर्युक्त माध्यिट 
कायी समतल का अभिलब है। 

(ख) पिच्छू निशाने और खींच निशाने 

ऊँचाई पर मारे जाने के वाद यदि गेद अन्य दो गेदो में से एक को केद्रीय सात 
मिल्छे तो गेंदों की सहृतियाँ सम होने के कारण उसकी आगे की ओर की सारी 
दूसरे गेद को मिल जाती है [मिलाइए समी० (3-27०)]। परतु यदि सर्मक 
के अल्प काल मे होनेवाले दोनों गेदो के वीच के घर्षण की उपेक्षा कर दे वो प्रथम 
गेंद अपनी घूर्णनीय गति अपने पास ही रखता है। अतएवं सघात के वाद के क्षण 
मारनेवाले ग्रंद का केद्र क्षणकतया विराम दशा में होता है और उसका सबसे 
निचला बिंदु विलियर्ड कपड़े पर सरकता हुआ जाता है। इस प्रकार से प्रादु्भूत 
घयंण समय के विचार से मियत रहता है और प्रारभिक आगे बढ़ने की दिशा में गई 
पर आरोपित होता है तथा उसी समयकेन्द्र के प्रति का उसका घूर्ण विद्यमान घूर्णन कौ 
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धीमा कर देता है। इस प्रकार गेद विराम दक्षा से त्वरित हो जाता है जौर तदनुसार 
उसका घूर्णन कम होता रहता है । जैसे ही कि कपदे पर का परिमायी वेग केन्द्र के 
णागे बढ़ने के वेग के वरावर होता है, दैसे ही त्यरण बद हो जाता है और अब शुद्ध लुंढत 
होने लगता है। एक बार ऐसी दशा में पहुचने पर गेद एक नियत अतिम वेग से 
लुठन करता रहता है (लृण्ठन धर्पण के बहुत हलके प्रभाव की हम उपेक्षा कर देगे) । 
यही पिच्छू निशाने का सिद्धात है । 
इसी भांति नीचे मारा हुआ गेद अपना सहति-केद्रवेग दूसरे मारे हुए येद को 
दे देता है और स्वय क्षण भर के लिए विराम दणा प्राप्त करता है। मान छेगे कि गेद 
वहुत ही नीचे, कम से कम केंद्र से नीचे मारा गया था, जिस कारण टक्कर के बाद 
स्पर्श-बिदु पर जो परिमायी वेग रह जायगा वह आगे की ओर को होगा । अव घर्षण 
पीछे की ओर आरोपित होगा । गेद पीछे की ओर नियत त्वरण से चलने लगता है । 
साथ ही उसका घूर्णनीय वेग कम होता रहता है और अंत मे शुद्ध लुंठन होने लगता है । 
यह खींच निशाने का सिद्धात है । 
सर्यक' घर्षण के वेग से स्वतत्र होने के कारण, सहति-केन्द्रवेण ०, एवं परिमायी 
वेग ४5-४०, का समय के विचार से परिवत्तंन ऋजुरेखीय होगा । अतएवं अब तक 
विचार की हुई समस्थाओ का उपचार गणितीय विधियों के वदले लेखाचित्रीय विधियों 
से अधिक सुविधापूर्वक किया जा सकता है। छेस़ाचित्रीय बिधि से करने के लिए 
हम एक रेखाचित्र बनाते हूँ जिसमे 9 और ४ के क्षणिक मानो को भुजाको' की भांति' 
भोर समय को कोट्यको' की भाँति आलेखित करते हैँ (प्रश्न सखया ४.३) । 
(ग) क्षतिज संघात में “इंग्लिश” कारित प्रक्षेप-पथ 
यदि गेद ऊर्घ्वाधर माध्यिकायी समतल में न मारा जाय, वरन्‌ उसके एक ओर 
तो उसे “दायाँ इग्लिश” या “वाया इग्लिय” कहते हे । यदि गेद पर आघात के लिए 
क्यू धतिजतया आगे बढाया जाय तो प्रक्षेप-पथ आदि के सघात की दिशा में ऋजु- 
रेखीय रहेगा। 
आवेगी ऐठ का समतल अब ऊर्ध्याधर माध्यिकायी समतल से झुका हुआ होता है; 
ऊँचे निशानों में या तो दाबे इग्लिश के लिए दायी ओर या बाये इग्लिश में वायी ओर | 
पह झुकाव ऐसा होता है कि आवेगी ऐठ के समतलू का अभिलव (यह अभिलव अक्षीय 
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सदिश ऐंठ से समातर होता है) गेंद के केन्द्र से होकर जाते हुए माध्यिकायी समतर ते 
लब्बत्‌ ऊर्ष्याधर समतल में होता है। ऐंढ फो सघात की दिद्ा से ठंबवत्‌ एक ऊर्घाबर 
घटक में और एक क्षंतिज घटक में विघटित कर सकते हैं । पहला घटक गेंद के ऊर्घा- 
धर व्यास के चारो ओर नाचा करता है और कपड़े पर एक अल्प “छिद्गक पर्षण” 
उत्पादित करता है, परंतु गेद के पय पर इसका कोई प्रभाव नही होता । दूसरी भोर 
पादवीय घटक उसी भांति काम करता है, जैसा कि (क) और (खत) में विचा्सि 
निश्चानों में । इसलिए जो वाते वहाँ हुई थी वे ही इग्लिश के साथ निम्मानों में भी होगी। 
विज्ञेपतः, प्रक्षेप-पथ ऋजुरेखीय ही रहता है। 
ऊर्ध्वाधर व्यास के चारों ओर के नाच' का प्रभाव गेंद के किसी गदे या दूसरे 
गेंद के साथ टक्कर में अपने तईं दिखलाता है । प्रथम स्थिति में गद्दे पर धर्षण होता है 
जो खिलाड़ी के दृष्टिकोण से गेंद को दायें इग्लिश वाले निशाने में वायी ओर और वाये 
इंग्लिश में दायी ओर विचलित कर देता है। इस वात से परावर्त्तन कोण, जो विना 
इग्लिश के निशानों में आपतन कोण के वराबर होता है, बदल जाता है। वास्तव में, 
वास्तविक परावत्तित पथ समान कोणिक पथ से पश्चोक्त को गेद को दिये हुए ऊध्वर्धिर 
नाच की दिल्ला में घुमा देवे से उत्पन्न होता है । इस वात से प्रत्येक विलियर्ड - खिलाड़ी 
परिचित है। गद्दे पर धर्षणीय बल के उत्पादन के साथ ही ऊर्ध्वाधर के प्रति एक घर्ष- 
णीय ऐंठ प्रकट होती है जो ऊर्ध्वाधर व्यास के चारों ओर के नाच को क्षीण कर देती 
है। अतएव प्रारभ का इग्लिश, कई सघातो के वाद, घने:-झने: लुप्त हो जाता है। 
यह बात भी प्रत्येक खिलाड़ी को ज्ञात है । गेद की गेद से टक्कर में इग्लिश का अभाव 
वैसा ही होता है और उसी भाव में काम करता है जैसे कि ग्रेद-गद्दे की टक्कर में । ' 
(घ) अर्घ्वाधर घटक युक्त निशाने के कारण पारवरूयिक पथ 
आवेगी ऐंठ का समतरू अब न केवल (ग) की भांति झुका होता है, वरन्‌ खिलाड़ी 

के दृष्टिकोण से आगे की ओर भी झुका होता है । अतएवं सदिश ऐठ के न केवल ऊर्ष्वा- 
धर और पाइ्वीय दिशाओं में घटक होंगे, वरन्‌ गति की दिच्चा में भी एक घटक होगा । 
इसलिए स्पशश-बिदु पर प्रारभ की गति के छववत्‌ सम्पर्क वेग का एक घटक भी आरोपित 
होगा । अतएव यह घर्पण, जो स्पशं-विंदु के परिणामी वेग के विरुद्ध होगा, प्रारभिक 
गति से घून्य से भिन्न कोण पर होगा । यदि हम अपने को इस वात का निश्चय करा ले 
(मिलाइए, प्रइन सख्या ४.४) कि प्रारभिक गति से जो यह कोण वनता है वह भ्रति भर 
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पञ्चम अध्याय 
सापेक्ष गत्ति 


इस अध्याय के विषय की बातों में हमारा कुतूहछ मुख्यतया इसलिए होता है कि 
हम अपने सारे प्रेक्षण घूर्णनयुक्त पृथिवी पर करते है जो, वया चिर-सम्मत यात्रिकी की 
दृष्टि में और क्या आपेक्षिकता के विशिष्ट बाद के दृष्टिकोण से, अनुज्ञेय अभिदेश 
ढॉँचा नही है । दूसरी ओर, व्यापक आपेक्षिकता में सभी अभिदेद्ञ प्रणालियाँ अनुशेय 
हैँ (देखिए पु० २०); और इसलिए उमके दृष्टिकोण से सापेक्ष गति का कोई अलग 
बाद (थ्योरी) अर्यहीव हो जाता है। 

इस अध्याय में हमारा दृष्टिकोण यह होगा कि प्रत्येक' सद्धातिकतया अनुनात' 
अभिदेश्ञ प्रणाली में न्‍्यूटन की यात्रिकी बिलकुल ठीक-ठीक बेठती है। तत्पश्चात्‌ 
हम न्यूटन की यात्रिकी से ऐसे विचलमो' का अन्वेषण करेंगे जो उस अभिदेश प्रणाली 
की गति के कारण होते हू जिसमे, व्यावहारिक कारणवश, हम वेंधे हुए हैं । 

$ २८- विशेष स्थिति में कोरिश्रोलिस बल का व्युत्पादन 

समझ्षिए कि त्रिज्या ४ वाले पृथ्वी के मण्डल के किसी शुववृत्त पर एक मंदृर्ति 
विंदु, निश्चर कोगीय वेग ४४ से, चल रहा है और उसी समय स्वय पृथिवी अपने अक्ष के 
चारों ओर निरचर कोणीय वेग ७ से घूम रही है। साधारण की भांति अक्षाद-कोर्टि 
को 0 तथा (खगोलीय) रेखा को $ कहिए। आदि के स्वेच्छ मानों को छोड़कर 
हमारे संहत्ति बिंदु की गति निम्नलिखित प्रकार दी जायेगी-- 
(7) 8ल्‍5 ,. $चचर्य 
बिंदु के कार्त्तीय निर्देशाको, 

ख्च्त्च धव 0 ८059, 
(2) अचचब झ३ 9 आग $, 
अन्‍तव 205 9 

से, / के लिए उनका अवकलन करने से, प्राप्त होते हँ-- 


. एसंब्प0ा5 
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(3) 





4 ६ ०05 0 (05 ९--4७ शत 0 भा $, 
॥चचव ६ ८००5 0 आग ९ +-4० $॥॥ 0 ८05 ९, 


धचसन-वध्गआी 0 
और, 
#च->व [2250 0 ८2056९-4७०* ज्ञा3 0 ८2057 
+-2व [४० ८050 ॥॥ ९, 
(५) छ बत-+-व॥ 5000 जा। ई>बल७ग जा 0 था) ९ 
न26 (४० ८05 0 ८05 ९, 
देचन-+ब ४३ 0050. 


समीकरणो (4) के त्रिक' में, दक्षिण ओर के प्रथम पद उस प्रथायी (यूजुअल) 
अधिकेन्ध त्वरण को निरूपित करते हूँ जो ध्रुववृत्त पर होते वाली गति के साथ होते है, 
यदि यह भुववृत्त आकाश में स्थिर हो। द्वितीय पदवृन्द वह अभिकेद्धल्वरण देते हैं 
जा ध्रुववृत्त के किसी स्थिर विदु के (अपने अक्ष के चारों ओर पृथिवी के घूर्णन के 
कारण) अक्षाश् वृत्त में होने वाली गति के कारण होता है । परतु तृतीय पदवृन्द एक 
नयी बात बताते है क्योकि वे इन दोनों गतियो की चलात्मक मिथ:क्रिया मिरूपित करते 
है। यदि (4) को --»४ से गुणा करे तो अपने सहृति बिदु का मिश्र घूर्णेन मे अवस्थितित्व 
बल ए* प्राप्त करते है। सदिश रूप में यह निम्पलिखित है -- 
(5) ए*-0, --0,+&५ 
सकेत 0, और (,, जैसे कि (70.3) में, “साधारण अपकेन्द्र वलवृन्द” जतलाते है । 
९; पृथिवी-केन्द्र से वाहुर की ओर त्रिज्यात निर्देशित है और उसका परिमाण निम्न- 
लिखित है-- 


ण 
।० | च्आवसैच्न्कायुर ण्च्च्ब छः. 
९ पृथिवी के अक्ष के लववत्‌ निर्देशित है; उसका परिमाण है -- 
ग्डो 
[0,| ज्च्ञावकणग आग 0 च्म्प््ापु 


एडचन्च्र७ 5 0 
तृतीय अवयव ए, को “सयुक्तत अपकेंद्र वह” कह सकते है । यही कोरिभोछिस बल 


है। उसका पूरा सदिश्व व्यजन (देखिए समी० 29-48) यह है -- 


. "'ंछावर 


२२० सापेक्ष गति ५.२८ 


(6) &8,ज>सआ ए०७ रे 
यहाँ पर ५, के सगत सदिश ७, के स्थान पर शत लिखा है । इससे हम यह बताना 
चाहते हूं कि बहुवा व्यापकतया बह वेग जो छ, को उत्पन्न करता है घूर्णनयुकत अभिदेश 
निकाय के प्रति आपेक्षिक (रिलेटिव) होता है । 

(6) के अनुसार छू, का परिमाण है-- 


(6४) | #, |> का छव ० आ। (छक्त ०), 
जिस कारण प्रस्तुत स्थिति में, 
(60) | ऋ#, [जत्टका छ्त ०७ 2050. 


निस्सदेह, 0 की कोज्या भोगोछिक वक्षांश की ज्या है। दिशा के वारे में, # दोनो 
शव और ७ के या, तुल्यात्मकतया, 0, और 0, के, लंबवतु है। ४, की दिशा का 


। 


५0 





आकृति ४८---कोरिओलिस बल का विश्लिष्ट व्युत्पादन । घूर्णनयुवत 
पृथिवी के किसी धुववृत्त पर एक सहत्ति विद्धु पृथिवी-कंद्र के दृष्टिकोण 
से, निश्चर कोणीय वेग ७ से सगत, निश्चर वेग छः से, चलता है। 
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भाए बही है जिस जोर कि छद्ध से ७ को जाता हुला दक्षिणावर्त पेच थागे बडता है । 
जाऊृति ४८ में यह बान दक्षिण से उत्तर छो नाले हुए एक बिंदु के लिए चित्रीक़त री 
गयी है। दो स्थितियां दिखायी गयी ढू, एस दक्षिणों और एक उत्तरी गोला से । 
पूररतित में, दक्षिणायत्त पेंच के कद्ध-»७ के नाव में, 8५ पूव से पश्चिम की और 
काम करता है, पंश्चोजत में पश्चिम से पूर्रे को । 









हम एक एकाफी गतिशील बिंदु के स्थान पर ऐसे बिंदुओं की जनवरत एरपरा 
को, जतएुव किसी ध्रुयवृत्त पर बहली हुई सदी को, समस से है तो आउति ४८ 
हमें बताती है कि दक्षिण से उत्तर को बढ़ते हुए पानी का ज्यस्थितित्य बल उत्तरी 
गोलादं में दायें किनारे पर, दक्षिणी गोलाएं में बायें किनारे पर, दाव डालता है । 
दाव के चिछ्ध में यह परियत्तन, प्रकटतया, (6) में आये हुए भौगोलिक अक्षाय की 
ज्या से संबंधित है। यह कायदा न केवल दक्षिण-उत्तर बहाव के लिए, बरन्‌ जैसा कि 
अगले प्रकरण में दिखायेगे, ७.७ की किसी भी दिशा के लिए और, विश्ेपतया कह 
देना चाहिए, उत्तर-दक्षिण दिया के बहाव के लिए भी, वैध है । 

हमारे दुष्टात में यह जतर्नानतः म्प्ट है । पृथिवी के पूर्णन से व्युत्पन्न, जल का 
पश्चिम-पूर्व वेग, घूर्णन-अक्ष से अपनी दूरी पर, जीर इसलिए भौगोलिक अक्षाश पर, 
निर्मर करता है । यदि धारा दक्षिण से उत्तर को जाती है तो उत्तरी गोलाद़ में 
जल में पश्चिम-्यूवं सवेग का आधित्य होगा, जो सवेग कि वह जधिकतर दक्षिणी 
बक्षाणों से प्राप्त कर रहा है। यह आधिवय पूर्व की ओर के अर्थात्‌ दाये किनारे पर के, 
दाब में अपने तईं प्रकट करता है । १रतु ऐसा ही युविति-तर्क उत्तर-दक्षिण गति को भी 
लागू होगा । उस स्थिति में जलू उत्तरी अक्षाजों से पश्चिम-पूर्व सवेग की न्‍्यूनता का 
आयात करेगा। 

आइए, मन ही मन इस न्यून परिमाण का आ० ४१ के भाव मे, एकवार -- 
चिह्न के साथ, दूसरी वार -- चिह्न के साथ, योग करे । जो भाग कि - चिह्न के 
साथ जोड़ा गया है, उसमे पूर्व-पश्चिम दिया हे और इसलिए वह पश्चिम की ओर, 
अर्थात्‌ फिर दाये किनारे पर, दाब डालेगा। युक्‍्ति-तर्क का यही प्रक्रम दिखलाता 
है कि दक्षिणी गोलार्द्ध में नदी अपने बाये किनारे पर अधिक दाबाव डालती है, चाहे 
बहाव दक्षिण-उत्तर हो या उत्तर-दक्षिण 

भूगोज्ञो ने बहुत-से उदाहरणो द्वारा सिद्ध कर लिया है कि उत्तरी गोला में 
नदियों के दाये किनारे पर का दाव अपने तई दाये किनारो के वॉघों को अधिकतर 
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काट में दियझाता है (नदी-विस्थापनों संबंधी बेयर' नियम) । इसके अतिरिक्त 
नदी के दायें तट पर जरूतल की ऊँचाई योड़ी-सी अधिक होती है, इतनी कि मेंद 
नापा जा सके | 
कोरिओलिस बल के कहो अधिकतर महत्त्वपूर्ण आशयपूर्ण प्रभाव वे हैँ जो महा- 
सागरो की धाराओ पर पड़ते है (गल्क स्ट्रीम' तथा उत्तरी ग्रोलार्ड में ज्वास्मादा 
की धाराओं के विचलनों का दायी ओर होना ।) 
परतु यह बायुमइछ में पाया जाता है कि ये प्रभाव अधिकतम सुनिश्चित हीते हैं। 
बाइज-बालट' का सुज्नात नियम कहता है कि वायु दाव-ग्रवणता की दिश्वा में वहीं 
चलती, कितु उत्तरी गोलार्ध में दायी ओर, दक्षिणी में वायी ओर, खूब ही विव्ठित 
हो जाती है; केवल भूमब्यरेखा पर ही यह दाव-प्रवणता का ठीक-ठीक अनुसरण 
करती है । 
में सब घटनाएँ न्यूटन के धथम नियम के तातक्षणिक (निरंतरित) पंरिषाम हैं 
और जतिम विश्लेपण में इस बात से निकलती है कि यात्रिकी में घूर्णनवतती पृविदी 
ऐसा अभिदेश-ढाँचा नही है जो मान्य हो | 
इस प्रकरण में कोरिओछिस व का हिसाव गोलोय ध्ुवी निर्देशाकों की तहा 
यता से ऊुगाया गया है । प्रश्ससख्या ५.१ में उसे सिलिडरीय निर्देशाकों में सुल्तान 
करेगे । 
$ २६. सापेक्ष गति के व्यापक अवकल समीकरणदृन्द 
पुथिवी के स्थान पर कोई भी दृढ पिड 7 छेते है जो एक स्थिर विदु 00 के चारों 
ओर तात्क्षणिक कोणीय वेग ७ से घूर्णन करता है। समझिए कि 2? एक ऐसा विंड 
है जो # की अपेक्षा में एक स्वेच्छया परिवर्तेनशील वेग से चलता है । तो आकाश 
लिए उसका वेग दो वेगों का संघटन होगा, एक तो यह सापेक्ष वेग और दूसरा हु; 
से तात्क्षणिक संपात में पिड के एक बिंदु का आकाश में वेग | (22.4) के अदुत्तर 


पश्चोक्‍्त होगा-- 
रण 


जैसे कि (22.4) में, आकाश के लिए 2 के वेग को ऋ कहेंगे । और भी, फ््की 
अवेक्षा में ?? के सापेक्ष वेग को ( ४७ के स्थान ) ४ कहेंगे । तो निम्नलिखित सर्ववे 


हागा-+ 
(7) ऋग॑पर्न-णजदट 


4. 8265 2. 5पा( डपप्ध्था ३. छ7958-8905 


प्‌.२९ सापेक्ष गति के व्यापक अवकल समीकरणवृन्द श्र३े 
अब हम यह वात मान छे कि सामयिक परिदत्तंन यदि आकाश से प्रेक्षित होगे तो उन्हें 
ऊपर दी हुई विदी द्वारा और यदि एपिड 3 से प्रेक्षित होगे तो हि द्वारा जतलायेगे । 
तो अब हम लिख सकते है कि-- 


(2) आप्ता 
तथा 
पी 
(20, 'वत+-+-- 
(४) स्त्कूः 
और 
(20) ग रन ऊ+ण्ज्ता 
आकाश में हमारे विदु 2? का त्वरण होगा-- 
(3) ऋच्त ए के णशथ नी ०ड८ा 


दक्षिणी अग के भध्य पद में # का (24) और (7) में दिये हुए मात के प्रतिस्थापन 
से प्राप्त करते है-- 

(३०) बजट 55००2८०-- ०२८ (०२८०) * 

(3) के दायी ओर के प्रथम पद का रूपातरण, (2८) के स्वेच्छ सदिश £ के स्थान 
में ४ लिखकर करिए। इससे मिलता है-- 

(30) ञ् ्क जी०३८ए 

(३3) में (3०) और (30) का प्रतिस्थापन करने से प्राप्त होता है-- 


(4) च्छ च्त हा न-2०२८ए+-०२८(०>टा) + ०जटाए 


देखिए कि ( 26.86 ) के अनुसार, ७ या हे को समी० (4) के अतिम पद 
में लिख सकते है । 

यदि दोनों पाश्वों को --% से गुणा करे, तो (+) से अपने कण पर आरोपित 
अवस्थितित्त्व बल को प्राप्त करते हैं । वायी ओर आकाश में अवस्थितित्व बल हक 
मिलता है, दायी ओर का पहला पद अवस्थितित्वहीन अभिदेश निकाय # मे प्रेक्षित 
अवस्थितित्व ब॒ऊ है जिसे &*,,./ कहेंगे । दायी ओर का दूसरा पद कोरिओलिस बरू 
के लिए व्यजन प्रदान करता है जो हमे (28 6) में मिला था, अर्थात्‌ू-- 
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(4४) +-20 ७>८ए-न-2शाएज८० नमी 

अतएव हमारा प्रस्तुत उपचार, कोरिओलिस-बल का व्यापक उत्पादन पस्तुत 
कर, पिछले प्रकरण के उपचार की शेप पूत्ति करता है । समी० (4) के अंतिम से पहले 
वाले पद में, (-# से गुणा करने के वाद) साधारण अपकेंद्ध बेल टको 
सरलतया पहचान सकते है जो हमारे कण पर, अभिदेश निकाय ह के घूर्णन के प्रभाव 
से, आरोपित जान पड़ता है और जिसे समी० (28.5) में 2, कहा था। 

अतएव, सव पदों को एकत्र कर, (4) से प्राप्त करते हैं--+ 
(5) पछ*--7*,+-0+8,+कछ 7ज<७ 


यहाँ 8, को निम्नलिखित परिभाषा में दिये हुए मान से प्रतिस्थापित कर लेते हैं 


ए्र*+, 5 - ल्‍ 
और यह स्मरण कीजिए कि आकाश में स्थित निकाय में वाह्य और अवस्थिल्ीय 
बलो के संतुलन के कारण 


एछ.-.&*--0 
इस प्रकार हम सापेक्ष गति का व्यापक अवकल समीकरण प्राप्त करते हैं किए 


(6) री -+ ए-+-0+8,ज-काः2८० 


देखिए कि निकाय 3 में, वत्तेमान वाह्य बल 7 के अतिरिक्त, बनावदी बल 0 


और ए, प्रकट होते हैं । 3 के साय चलते हुए प्रेक्षक के दृष्टिकोण से वे उसी प्रकार 
आरोपित होते हूँ जैसे कि वाह्म वल 27; वास्तव में वे केवलमात्र हुक अनन्यूटनीय 
अभिदेश ढॉचे में स्थित, या उसकी अपेक्षा में गतिशील, कप का के अवस्थितित्व 
के परिणाम है । (6) के दाये के अतिम पद का मूछ भी उसी में है। वह एक समादा 
त्वरण या घूर्णन दिशा के परिवर्त्तत से निकलता है । पृथिवी के संबंध में वह शुवी 
उच्चावचन के सगत है और गून्यप्राय रूप से छोटा होने के कारण उसकी उपेक्षा की 
जा सकती है। अवकल समीकरण (6) का उपयोग आगामी तीन प्रकरणों में और 
अ्रइन सख्या ५-१ तथा ५-२ में किया जायगा। 


8 ३०. घूर्णनयुवत्र पृथिदी पर स्वतंत्र पतन: घूर्णसंस्थापीय पदों की प्रकृति 


जब कभी हम गुरुत्व का प्रभाव मापने का यत्न-क़रते 
पंण ही नहीं, बरन्‌ पृथिवी के आकर्यण छ और अपकेन्ध 


रते हैँ तब केवल गुरुत्वीय आरके 
बल ( का परिणामी प्रैक्षित 
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फिया जाता है। म्वाभ का जर्वात्‌ माध्य पाथिव तल का चपंटापन स्वयं इसी 
परिणामी से निर्धारित होता है और, वास्तव में, इस प्रकार कि (म्वाभ) सर्वत्र इसी 
परिणामी के लववत्‌ है। यदि हम रण छे कि-- 
(7) &8--0--#छ् 
तो गृरुत्वीय त्वरण एक सदिश छ हो जाता है जिसका परिमाण 8 है, परनु जिसकी 

दिशा पृथिवी की बढ़ायी हुई श्रिज्या की जोर होने के स्थान पर म्वाभ के अभिलव 
की ओर होती है । हि 

समी० (29.6) से, (7) तथा (28.6) को विचार में रख, और ७ वाले पद 

की अपेक्षा कर, हम निम्नलिखित प्राप्त करते हे-- 


(2) जन -8+2 इ२८७० 





आकृति ४९--पूर्णनयुक्त पृथिवी पर स्वतंत्र पतन | निर्देशांक प्रणाली : ६ 
ध्रुवत्त्त पर, 9 अक्षाण वृत्त पर, £ भ्वाम के अभिलंव पर । 
अब आइए इस सदिय समीकरण को, पृथिवी में स्थित, निम्नलिखित (3) प्रकार 
परिभाषित (देखिए आ० ४६), एक लवकोणीय प्रणाली ६, १, , का प्रवेश करा 
फ्र, निर्देशांक समोकरणों मे विघटित करे :--« 
£ल्‍ल्‍पृथिवी तल पर उत्तर-दक्षिण दिशा, 
(3) १ +-पृथिवी तल पर परिचिम-पूर्वे दिशा, 
£नप्नेक्षण स्थान->ऊर्ष्वबिन्दु--स्वाभ का अभिलंव | 
तो घटक रूप में निम्नलिखित प्राप्त होते हँ-« 
श५ 


पोपेक्षयत्ति. - 5१३ 
स्ल व ) 2 
को गे बा /ः री 
() 8 0, 0, हि ) ८ ५ 
* । 
५-(-००७ [] 0, ०्आंड़ ) ४ + 
# भोगोछिक सात है, जैचे आ० ४९ में । को (2). निकछ्ता है ढि-- 
*ः 5 अल 26७ अगर 
्य न गो 
मर > 
&) प्ें3 ++२७ अंप्र 6 







3, ८4 रण 
के े ०२७ ८05 श्र 


36 ८05 न 
के पहले व्यापक लक्षण देखना चाहिए। 
+ जज प्रतिन्यमित' है। प्रति- 
डेखित सक्षिप्तिका जो का उपयोग कीजिए तो 
3850, 2०-2७ 605 ४, 
अति-मरमित्ति स्पष्ट 


7. स्पप्टतया द्विख जाती है, जंचा 
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यह प्रति-समिति लक्षण ऊर्जा का अविनाणित्व इग्रित करता है। यदि विकर्णी पर 
उपस्थित होते या यदि, अधिकतर व्यापकतया वात कहे, गुणाकों की सजबज में 
कोई समिति अश् भारी होता, तो ऊर्जा का क्षय होता । 
बहू. बज 5 से 
बीज ब्रा 
गुणा कर जोड दें तो दायी ओर ०, 3, 9» के सभी गुणाक घून्य हो जाते हैँ और शेप 
अर्थात्‌ 


रह जाता है-- 
कक) 7) 7 .)-] + हक 


(8) प्र'+]7-नियत । 

यहाँ 7' और 7 सापेक्ष गति को गतिज तथा स्थितिज ऊर्जा हें (जहाँ सहति--7 रख 
दिया है) । हमारे गुणांकों के विन्यास का यह अविनाशी लक्षण बिना हिसाव लगाये 
ही प्रत्यक्ष किया जा सकता है। क्योंकि गुणण खड ४३८७ के प्रभाव से, ऋ गति के 
लंबवत्‌ है और इसलिए, वेथुतगतिकी में चुंबकीय वलो की भाँति, कोई कर्म नहीं 
करता | 


दूसरी ओर, यदि गुणाकों की सजबन में कोई समित अंश होता तो 


क्योंकि, यदि समीकरणों (5) को पक्त प्रति पक्ति 





है) हे (टिक 2<० 


'होता। यहाँ छोटेपन का चिह्न (< ) इस अनुमान का परिणाम है कि गुणाकों के 
“चिह्न गति के अवमदन के लिए ज्ञावश्यक भोतिक प्रतिवधों को सतुप्ट करे | परंतु 
देखते हूं कि (9) का परिणाम ऊर्जा का सरक्षण अविनाशित्व नही, किंतु जैसा कि 
ऊपर दृढ-कथन किया है, उसका क्षय निकलता है। गुणाको के विन्यास के भयशील 
लक्षण वाला होने का एक दृष्टात (हाँ, केवल एक स्वतत्रता-सख्या वाला ही दृष्ठात ) 
तृतीय अध्याय, प्रकरण १९ के अवमदित दोलनों की विवृति में समीकरण (9) ओर 
(70) प्रस्तुत करते हैँ 


५ 


. एउ8णागे वधा5 न 555० ८०८०८.: 
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ला्ड केल्विनां की भाँति हम भी गुणाकों के प्रति-समित विन्यास के पदो' को 
धूर्णाक्षस्थापकीय पदवृन्द कहेंगे। यह नाम सूचित करता है कि वे निकाय (अ्तुत 
स्थिति में पृथिवी) का आतरिक घूर्णन इगित करते है, और जो समस्या को अभ्युवितत 
में प्रत्यक्षतया नही दिये गये, परंतु निर्देशाकों के निर्वाचन (प्रस्तुत स्थिति में &, १, £) 
में अंतर्भावित है। ऐसे घूर्णाक्षस्थापकीय पद साम्यावस्थाओ तथा गतियों के स्थायिल 
संवधी व्यापक नियमों में महत्त्वपूर्ण भाग लेते हे । 

अब हम समीकरणों (5) का समानुकलन करेंगे । इसके लिए $ की अँचाई के, 
आदि में किसी वेग के बिना ही, स्वतत्र पतन को स्वीकृत समझ लेये । तो /5-० पर 


निम्नलिखित होना चाहिए-- 
(5 भर स्‍ूत0, (5१ 
बह बंग बंध _ 
(7०) क्र क्तका 


अब प्रथम ओर तृतीय समी० (5) से प्राप्त करते हैं 

(77) पक2० व आग $, ्ुक २८2०७ १ ०05 $. 
द्वितीय समी० (5) में इनको प्रतिस्थापित कर हम प्राप्त करते हँ-- 
(72) न +4०१५८०(०४, (572०६ ००४६. 


इस समीकरण का समाकल समी ० (79.4) के संवध में स्वापित किये हुए इस ब्यापक 
नियम से प्राप्त होता है कि “वह है, असमघात (असमाय) समीकरण का विश्िष्द 
साधन+-समघात (समाग) समीकरण का व्यापक साधन ।” श्रस्तुत स्थिति में इससे 
निकलता है-- 
(८ 
भर कयुद्धार हा 2०/न-2 ८05 2०7. 
प्रतिबंधों (70) की अभियाचना है कि निम्नलिखित रख छिया जाय-- 


० 


3 5-9, 20/ब३-- ---.- + 
करण 


३. 7.०घ्7 उटसंत 2. 5.275शुरंद स्घाम७ 


प.३० घूर्णनपुवत पूथिवी पर स्पतंत्र पतन श्र 


अवथात्‌ 
(3) अन्‍- ८ [ लक भा 2७०६ ] __( ८05 !्‌ गा आग 2 ५०७(/ ) 


4०७ 2७ 2७0 2० 





म के तात्पय॑ के अनुसार, [ मिलाइए, (3) ], यह पूर्व की ओर का विक्षेप है। 
& दक्षिण की ओर का विक्षेप हे। (77) तथा (73) से यह 


2280 28 __भं। 2७( 
हलक आए ८0५5९ | ष्न्न्स्छ 


को संतुप्ट करता है, जिसका साधन, (70) उचित ध्यान रखते हुए, निम्नलिखित है-- 





(74) ६-+€ आ $ ८05 »्‌- 22 


]--८0$ 20[ 
&+) 
(73) तथा (70) की सहायता से, द्वितीय समी ० (77 ) से, हम अत मे ऊर्ध्वा- 
धर दिल्ला में निम्नलिखित गति की प्राप्ति करते हँ-- 


॥१ 82. व--८05 20७४ 
(75) ट्र्च्ता जट्र +€ ८०४४ $ (5 पक जम ) 


यह ०४ एक बहुत ही छोटी सख्या है जिसका परिणाम कोई (पतन समय) -++ 
(एक दिवस) होगा । अतएवं इस साधन का हम ७४ के घातों में विस्तार कर सकते 
है| तो (3), (74), और (5) के स्थान मे हम प्राप्त करते है-- 


गे उ- ८056 ७०४, ६ आं॥९ ००5 $ (०/॥) 


६ सी- ह्च ः पं (०१). 


एतदनुसार पूर्व दिशावाल्य विक्षेप ७४ में प्रथम कोदि का, दक्षिण दिशावाला 
विक्षेप ७४ में द्वितीय कोटि का, होगा। इसी प्रकार ऊर्ष्वाधर दिशा में पिंडों के 
स्व॒तन्त्रतापूर्वक पतन के नियम से जो विकलन पृथिवी के घूर्णन के कारण होता है वह 
भी ७४/में द्वितीय कोटि का है। पूर्वदिशाकीय विक्षेप के कई उदाहरण प्राप्त किये 
गये हैं और वह वाद के अनुसार ही पाया गया है। अनुकूल परिस्थितियों (गहरी 
खानों में उतरने के “कूपो”) में उसका परिमाण कई सेटीमीटरो का होता है । 

प्रकटतया इन “(प्रेक्षणीय किया अप्रेक्षणीय) विक्षेपों का कारण इस बात मे है 
कि आदि के प्रतिवध (70), जो वाद एवं प्रयोग दोनों ही के नितात आधार हूँ, पृथिवी 


३३० पु सापेक्ष गति, «व ५-३६ 


के प्रति विराम का प्रदेशन करते है । घतएवं आकाश में बे कुछ बेग इमित करते हैँ 
जिसका परिमाण है-- 

/. (पृथिवी का कोणीय वेग) »< (पृथिवी के अक्ष से दूरी) 
जिस वेग से पृथ्वी तल गिरते पिंड के नीचे से खिसकता है उससे यह ऊपर दिया हुआ 
बेग कुछ भिन्न ही है । इससे स्पय्ट होगा कि पिंड पृथिवी पर ठीक अपने आदि के 
स्थान के प्रक्षेप पर नही गिरेगा। 

$ ३१- फूको का लोलक' 

यहाँ भी समीकरण (30.5) लागू है केवछ एक और प्रतिवंध के साथ कि छोलक 
के अवलंवन बिंदु से संहति चिदु की दूरी निश्चर रहे । इस प्रतिबंध को उस हूप के 
संदृश लिख देते हैँ जिसका व्यवहार (78.7) मे मोलीय छोलक के लिए किया गया था, 
अर्थात्‌, डी मे 


2 


(7) मलट न ग+87-/)50, 


और इससे संगत लाग्रांज-गुणषक का प्रवेश करां देते हे । तो. समीकरण (०.5 वो 
हो जाते है-- 





बः£ मे ५... 2र्प॑ग ४ पर 
यु्ूत "2० था $ फू | 
(2) ता क्त्नू-2०७ शक है) न हर 3.9 ८0५ $- दी व थे 
कट कक । न हु 
कही 85 है 2 ० पद भ्क्व नंरेईं 


अवदय ये अपने तई छोटे-छोटे दोलनों तक ही सीमावद्ध .रखेंगे। अतएवं रन 
तथा य को प्रथम कोटि को छघुराशियाँ समझेगे । तो (7) से परिणाम निकलता दि 
कि द्वितीय कोदि की (लघु) राशियों तक #+- . अधिक ठीक तरह से, विद्यम 
स्थल के आस-पास के स्थानों के लिए हम कह सकते है कि- 


4. ए9प्रतव्वणैए5 एलशारपचरण 


पेश फूफो का सोलफ २३६ 


हु है २- [7 + दितीय कोडि की राशियाँ) 
क्योकि ८, स्थभायत' ऊर्ष्योॉयरलया ऊार की और निरेंशित है। लो तृतीय समीक७ 
(72) दिताता हे हि प्रथम 


की राशियों सझ 









३ <# 5, ऑयल ४-८ १४ 
(5) हि । 
एक बार किर प्रथम दो समीकरणों (<) ६ वाले पर की उ्येक्षा कर, ययोकि वह 
दिलीय कोटि का है, और सक्षिप्तिया 
(3) #च्न्क आग कु 
का उपयोग कर, निम्नस्िग्रिल प्राप्त करने के छिए, उनका पुनछ्न फरते है-- 
बा पं ९ 
32॥-> पी 0, 
७) वः हा £ 
बाज 4६, ९ है 
जज की कह ॥-- - १550 
प नी शा: हा च् हा गृ 


यहे सुविधाजनक होगा कि द्वितीय समीकरण (5) को ; से गुणा कर, उसे प्रथम से 
जोड़कर, और पु० १९० के समी० (26.70) की भांति, नवी चर राशि 
(5) उत्ईनीं गे 
का उपयोग कर उनका सम्मिश्र रूप में समुच्चयन कर छे। तो हम प्राप्त करते हँ-- 
(9) + + बा डक नम 5550, 
॥/7 । 

जो मिशचर (नियत) गुणाको के साथ समाग-रेस्रीय द्वितीय घात का अवकछ समीकरण 
है | देखिए कि वह समीकरणो (5 ) के मध्यपदो का घूर्णाक्ष-स्थापकीयलक्षण है, जिसने 
(5)- (7) वाला क्रम (स्टेप) सभव किया। 

समी० (7) को हल करने के लिए , 


>>] 5च्-सट वि 
रखते हैँ / इसका (7) में प्रतिस्थापन करने से आता हे _ 
मा ; हि दम रू ०, ' ५ 
( 


जो & मरे एक वर्गात्मक समीकरण है जिसके मूल है--- 


र३ ३ सापेक्ष गति परे 


(8)  / नणक[ल न न ओर ०३5४-- करन नः 5 + 
अतएव (9) का व्यापक साधन (सॉल्यूशन) हुआ 
(9) उच्लधटज +-मॉइर्टस्डा 


नियताक 4) तथा ५ आदि की दशाओ से निर्धारित किये जाते हैँ। हम मान डेंगे 
कि प्रयोगात्मक व्यवस्था से सगत ये है-- 


जद 9 +>0. 4£ _ 47. 
(7०) #550 पर ६-5६, 9१5६0, का ह्ुत 


अतएव हमें यह समझना चाहिए कि मोलक को अपनी साहुल सूत्र स्थिति से, धवात्मक 
#-अक्ष पर, अर्थात्‌ (दे० आ०५०) धुवनन्‍्न्‍्वृत्त पर दक्षिण दिशा की ओर, एक कोण 
द्वारा खीचकर, विना कोई आवेग दिये, छोड़ देते है। समी० (70) से, हमारी 
सम्मिश्र चर राशियों के मान होंगे-- 


(7००) इन्ाक कु >०, #ल्‍50 पर। 
तो समी० (9) प्रदान करता है 

(73) 4+-4: "4, तेया 

(77) 4॥% -+49०97:0, और 





चर का प्र मर 
(78) 4 कञट्र [ः अं '] $ िस्ताया [ न पडा] $ 
2.3. 2 2? ् हम 
(#++) (“+) 
तत्पश्चातु, हट देनेवाला पदपुज निकालते है । वह स्वयं & की अपेक्षा $० 

कम पेचीला है। (772) का स्मरण करते हुए हम प्राप्त करते है--+ 

िल जनाब #ध ग[०कर्ड) /- “(४+र्ई) ) 
जिससे समो० (8) और (778) के अनुसार प्राप्त करते ह-- 


(72) कल ल5 हे ््य्क्फ़ 82-4७ (ह + 


इससे हुम निम्नलिखित परिणामों पर पहुँचते हँ--जब कभी भी ज्या बाला 


ण्न्३१ फूको फा छोलफ २३१ 


गुणन-खंड शून्य होता है, तव कर 550 और इसलिए 46 _ 47 न्न्0ी 
यह गोलक' के प्रक्षेप पश्न मे एक आवत्तंन स्थान या निशिताग्री अनुरूपित करता है। 
आदि के प्रतिवंधों (70) के अनुसार, इनमें का पहुला /--० पर होता है । यदि हम 


ट्रन 


( 73) हे ८ अर 


हम 


थर' ः 
का मम 


रख लें, तो अनुक्रमिक निशिताग्र 


पर होंगे । /७57' एक पूर्ण, इघर-से-उघर उधर-से-इघर, गति का काट है । ##5० 
(अर्थात्‌ ७5००) कर देने से समी ० (73 ) पार्थिव घूर्णन के विना एक सरल लोलक 
के दोलन (अर्थात्‌ आवते) काल से सहमत हो जाता है--जेसा कि अपेक्षित है। 

यह जानने के लिए कि फूको-लोलक का गोलक /-- 7'पर किस स्थान पर होगा, 
(73) भर (77) के उपयोग से हम (9) से प्राप्त करते है-- 


78४ ए+- 2६ 4, & 


४४7 सा! 
88777 प्रा 


न “7४ 7-2४ 
ज्5(4, +42)९ 

अतणएव गोलक की अपनी विराम स्थिति से वही दूरी ८ है जो कि गति के प्रारंभ 
में थी, परंतु उसका दिगंश दक्षिण की ओर के ध्रुववृत्त से अब संपाती नही रहता, जैसा 
कि वह आदि भे था, वरन्‌ इस दिश्या की अपेक्षा मे, उसमे एक पंश्चवत्तिता आ जाती 
है । इस पश्चता का कोण निकलता है-- 


नया 


॥ 


न्‍्‌ः 
४पच्नशर-+--  -+-- 527 (>]) [2७ आए है. 
& 


ल्न् 


इस प्रकार गोलक पश्चिम की ओर विजश्षिप्त हो जाता है (देखिए आकृति ५०) । 
इसको यह कहकर समझा सकते ह कि पृथिवी का घूर्णन यदि बून्य होता तो गोछक 
का पंथ विलकुल ऋजुरेखीय, दक्षिण-उत्तर-दक्षिण, होता । परतु परिस्थिति के जैसी 


3. 806 2- एण्छ 





3. उनसे बना हुआ (्‌ब्रकोग 
प्र हममष्मे एड छठ. ,हिशरंशिकी 


4. ॥४४००० प्र 


५.३२ त्रिपिंड समस्या की छाग्रांजोय स्थिति र३५ 


४. तीनों विदु परस्पर समरूप झाकवों की रचना करते है, जिनकी एक नाभि पर 
बिंदुओं का सा्वंसहति-केद्र' होता है। 

लाग्रॉज ने जो प्रमाण दिया था वह जरा पेचीला है। यदि छापलास की भांति, 
ऊपर दी हुई वातों की पहली निप्पत्ति आरभ से ही मान छे तो प्रमाण महल किया जा 
सकता है। परतु काराथिआदारी' ने दिखलाया हे कि इस अनुमान के बिना भी एक 
सहल प्रमाण सभव है । उनका प्रारंभ-स्थल ऊछबकोणीय निर्देशाको में विघटित हमारा 
समीकरण (29.4) है । कुछ थोडे-से रूप-भेद के साथ इसी प्रमाण का अनुत्तरण 

हम यहाँ करेगे । 

हम समतल 3 का विचार करते हूँ जो तीनों विदुओं 22,, 70,, 2?$ (सहतियाँ 
॥%9 ॥/% ॥9), और इसलिए उनके सहत्ति-केद्र 0 से भी होकर जाता है | समस्या की 
व्यापकता को बिगाड़े बिना ही हम संहति-कंद्र को विराम दशा में समझ सकते है । 
अतणव 5 स्थिर विदु 0 के चारों ओर धूर्णन करता है। इस धूर्णन में एक घटक 
सम्मिलित है जो & को 00 से जाते हुए अपने अभिलंब के चारो ओर अपने आप में ही 
घुभा सकता है। सारे कोणीय वेग को » कहिए। हम अपने आपको & में स्थित 
एक ढांचे में झहरे हुए होने की कल्पना करते हैं, जहाँ से बिदुओं 22, की गति का हम उसी' 
प्रकार प्रेक्षण करते है जैसे कि पृथिवी से फूको-लोलक का प्रेक्षण किया गया था । 0 से 
बिंदुओं 22, की सदिश भिज्याओं 7, की माप कर लेते हें । ७ से प्रेक्षित उनके बेग 


४८ . 
और लतरण ४५ तथा “हू हैं। सदिश नियम (24.7) का उपयोग कर, इस» 
गति के अवकल समीकरणो (294) को यों लिखते हँ--- 


वंजः 5 है 
8 जफन-2 थे 9०)--०३ 6४. किक... 
(9) क्र न॑4 ०२८श:+० (६-०) -२॥ ०१+०+टा+ गा 
&, हैं ॥५ पर आरोपित न्यूटनीय गुरुत्वीय बलो का सदिश योग । इस प्रकार, 
उदाहरणतया, 
(2) २ (5 #५ ई2०-४7 (5 मा 23-77, 


#,.. (72--5)? (2-२३) ्। श्रम (78-7,) 





४>-- एणगाणणा 79255 व्ट्यांटए 


2. एकबपा०० वेग जम, मैशह- हब, 78, 257 (933). * 


२३२६ सापेक्ष गति ५.३२ 


3 में एक कार्चीय निर्देशवांक प्रणाली स्थापित करते है जिसका मूछ विदु 0 पर है 
और &, 9 किसी-भी ओर लक्ष्यीकृत & के समतल में हैं। 2-अक्ष & के लबवत्‌ 
0 से जाते हुए खड़ा करते है। यूलरीय रीति-अनुसार ७ को हम इन बक्षों की दिव्या में 
विघटित करते हैँ, 

(3 ) कन्ट (०, 02५ ७३) * 


समझिए कि घटक ०३(७ का अपने आप में घूर्णन) & में स्थित सदियों में से एक 


डा 
07; की दिशा के विचार से निर्वारित किया जाता है। परतु हमने मान लिया था 
कि ब्रिभुज 7270, 22५ को अपने आप के ही समरूप रहना होगा । इससे परिणाम यह 


निकलता है कि अन्य दोनों सदिशों 0): के प्रत्येक की दिद्या भी ४ में स्थिर होगी। 
तो हम लिख सकते हैं--- 

(4) डे () (०७, 0७ 0), 

जहाँ ८६, ६ किसी दिये हुए आदि समय पर 7% के कारत्तीय घटक हैं। फहन॥ () 


सदिशों 0/% के, और दसलिए त्रिमुज 7), 7) 72 के भी, मापक्रम का सार्वे-परिवर्ततत 
निर्धारित करता है। » के अवकछूजों को » और 3 लिखकर, हम (4) से प्राप्त करते 
हैं--- 
(4०) अन्त (४) (४४७ १७ 0) 
है 0 
फक््त 3 (0 % % ०). 
और भी परिणाम निकलता है कि समी० (7) के परिणामी बल (70) का घटना 
शुन्पप्राय और :८-तथा ;-घटक 2: के प्रतिकोमतया समानुपाती होगे। इस बर्ल 
को संक्षिप्त रूप में यो लिखेंगे--- 
छ ५ 
(5) 7 पह)] (7५, 26, ०). 
ततपश्चात्‌ समीकरण (7) का 5 से लबवत्‌ <-घटक लिखते हैँ, इस अकार 
देने [७] ६-०५ 4४) नौगे०३ (4६०३-०३) +२ (०, 8-०५ %) २7% 
या, ०, और #, वाले गुणनखडो को अछग-अछूग कर, 


५.३२ दिपिड समस्या की छाग्रांजोय स्थिति २३७ 


(6) 4--६३७३७र्क (७३ ०३-५५ ) ०; 
क#+(अनेण्यकरे (०३७३--०7 )) 0४ २0 
दोनों कोप्ठक ( ) ( से स्वतत £ के फलत हैं। उनको (४) ओर ४ (/) 
फहकर हम प्राप्त करते हँ-- 
॥/९॥॥ (मा 
(०) 80 57 ५ 
परंतु हमने माना था कि बिंदु ?% त्रिभुज बनाते हैं, अर्थात्‌ वे समरेख' नहीं हे। 
अतएव तीनों अनुपातों 84 को असम होना चाहिए। वैसी स्थिति में (6) को 
केवल 5०9८० रखकर संतुप्ट ही कर सकते है। अर्थात्‌, सुब्यकततया, 
(7) 2गेण,न्तन-मे (०७७०३ + ०, )+ 
2)०३घल्‍्ने (७३ ०३-- ०३) - 
इनका क्रमात्‌ ७, और ०७३ के गुणन-तत्पश्चात्‌ यह योग देता है 
2% __ ०] ० + ०१०२ 
इत्ण अफिणक 
और, क्षेत्रकलन से, 


० 
(8) ७३१ +- ०४ नतण प्र + 055अवकलन का नियतांक | 
अब हम अवकल समी० (3) के &- और )-घदको को लिखने की ओर बढ़ते हैं । 
वे हँं-- 
3 ८०-2०३ >ै॥.+ण्णने (०.०, ५१४०३ ) 


मेक (व्या+०३१न-७३१) "०३ िनर जे 
30+-2०३ 2०८4-०३) (०५ ०,+-॥ ००) 
नेक (०३+-०४/+-७०३१)-|-०३ >े 4.८5 न 
या, गुणनखडीय रूप में सजाये हुए, 


(फैनले (७ ने ७३) उप्फ 


. एगाएदका: 


र३े८ सापेक्ष यति पुर 


#&- 5 


--[2०3 ने (--०१०४-: ०३) ) 0-5 गि 
६ ५०० ६) 2ण्यरेनफो(णा०४१०७) ४ 
+ (जै-(०:१+ ०४)) 


(9) 


प्रथम समीकरण के () कोप्ठक, एवं द्वितीय समीकरण के भी, यदि »£ से गुणित 
किये जाय॑ तो प्रत्येक' को, (£ से स्वतत्र) नियत गुणांकों वाले, तीन रैखिक समीकरण 
संतुप्ट कैरना चाहिए। यह तभी सभव होगा यदि वे स्वयं, निश्चर हों। परिणाम 
निकऱत़ा है कि प्रथम तथा चतुर्थ कोप्ठकों के एवं द्वितीय और तृतीय. कोष्ठकों के अंतर 
का, प्रत्येक 3४ वेसे विभाजित एक नियताक के वराबर होगा। तो हम प्राप्त करते है 


* 24 
(7०) * ७५३३-०४ पड + 2०२०३ -८-त5 


समुचित समुच्चयन' देता है 


| 


(०,+०)१- “ 





गा 


जिससे निरपेक्ष परिमाण 


हा हल 
(77) ५ ह 82468 22-54 ऋ)४ 


$. ० 
प्राप्त होता है। इसकी (8) के साथ तुलूना करने से हम निम्नलिखित पंरिणाम प९ 


पहुँचते है 0. / 
जल [४ 
(774) *»» +| >रूच-नियत । 


यदि (2 और 70 स्वयं घून्य न हो तो । अब (70) के अनुसार; (5८ नियत, करने से 
७। तया ०३ दोनों ही निश्चर ही जाते है और इसलिए (7) से ०४ की शून्य हीता 
ढ्रीगा । निर्देशांकों &,) के उपयुक्‍त निर्वाचन से ०५ को भी ० कर सकते हूं । तो 
(9) का प्रवम समीकरण प्रदान करेगा 7./:«0, उच् स्थिति में तीनों विदुजों, 2४ के 
समरेस होना पड़ेगा जो हमारी; परिकल्पना के. विरुद्ध है। 


4- एककडणींपडपग्य 


५.३२ धरिविड समस्या को छाप्रॉजोय ध्विति “२३९ 


जाएव हमे ०->70-0 रखना पड़ेगा जोर तब हम या तो ($) से था (7) 
मेप्राप्त करते हे 
(72) ७9०३-८७ | 5९), 
बहपु० २३४ ही अन्पुतित ! झो सिद्ध झरता रे कि समतल 5, फोणीय येग ७३ से, 
सपने जाप में छूर्णत फरता हे, उसका अभिलंव भ्ाराश् में स्थिर-होता रहता हैं । 
यदि कोयीय थेग के समीकरण को अपने निययय १र जनूतव्ररुस्त के 
किक बिंदुओं की समतसद $ में बसि क्र 
नही कर सकती । जतएय यहू नियतवाझ सी ही & हे कोगीय वेग छक से विर्गरिय 
होता है; और निम्न्िदित होना चाहिए कि यह 
निवताइब- ०, ७४ | पे /ल्लणउरेते ७:॥: (०८२ ६२) 
इसके लिए हम 












(24) मे०३च०७, (#चचनियत), 
लिख सफते हैँ । कताएं परिणाम निकुछता है कि 
(720) 23०७ के 2०३०-0०. 


समीकरणी (72) तथा (728,9) के प्रभाव से समीकरण (9) निम्न" 
छिद्ित प्रकार से सरल हो जाते हैँ -- 


है 
हा 40 

(73) फी-पू कप तक* 

ञ् 4, 72 3 कि 7 क्री 
इनमें समायी हुई अभिवाचना (फू कहती है कि 4, का 0फे प्रति का पूर्ण 

है 
शून्य हो जाता है, क्योकि 
ध पर कि 

(74) | सके कल्प (०,7/,--0,7., ) 550, 


अतणुव पे, महति-फद्र 0 से होकर जाता है । यही ४8, जीर ४५ पर छागू है। यह 
हमारा दृढ़ कबन 2 है जो कहता है कि 2% पर अनुप्रयुकत्त बलों का परिणामों कणों 
॥% के संहति-केन्द्र से होकर जाता है ॥ 
हम (74) को यौर अविक सुब्यकततया लिखने के लिए (2) का उपयोग क़र 
सकते हूँ । तो तुरंत ही प्राप्त करते हे--- 
बारी : 
"730२ 


ख्य। एरूए& न एइश्9 


बार आम मत 











ए४० सापेक्ष गति ण्र 
परन्तु संह्ति-वेद्र की पर््मापा जे, 
(0) । पयनशयाटी किन 
और इसलिए 
आद्यरेय आज्रारेशमीए 


इसका प्रतिस्थापन देता (:5) में है 
यु ] 
छपरा उस ड जाओ जा 


अर्वोत्‌, 
छता्गतशि टी 7 


(्पो 
इसी प्रकार शर्ते होता है कि- 
[7377 ४ इत्यादि । 


(णगे 
इस प्रकार हमे अम्युकित 3 पर पहुँचते 
हूं आये हुए दोनों आग मर 36 जे लेक किक या 

जा सकता है | इसके लिए शिकोग की भुजा को र5 कहिए, जहाँ 
दिका कद हल हक शत किए 25) 
करते है 


॥ 5 
न्ल्कन्त पा 4गैनी 7 (५४०7 4,)) 


] 
व. गम 
और, (६6) के जिचार से 
(79) कु 6 (परत (शा मे द 
य. 
इस समीकरण की दायाँ अंग ॥## भो भी लर्देशाकों 5३० के सनन्‍्समिति है. अतर्की 
7 < बस 2४५ का । 
बहू ते केवर्ल 4, का वरन्‌ 7, का, और 7, का भी, मीर्ने लिरूपित करती हैं 
इस मान का (73) में प्रतिस्थापन हमें देता है 
(79) मा ता ड् _पनश क्र ) 
3 में मह अवकल समीकरण समय में हुई गति का इन करता हैं: अर्थात्‌ उस वीर का 
हमारे छिकोण का बारी- और होता हैं 


प३२ ब्रिपिड समस्या शो छाग्रॉगोय स्थिति २४१ 


परंतु इस दीघ॑फालिए गति में, तथा उसो समय प्रश्षेपलथों के रूप में 
प्राप्त करने के लिए एड सदुजतर रीति है। हम समाछ & फा त्याय कर देने है जौर गाते 
का समतऊ 5' मे प्रेश्ण करने हूँ जो $ में हे तो सपाती, परतु जाझाश में स्थिर रहता 
है। 5! में सदति-विदु ॥& पर जारोपित गेउख मात्र बल परिणामी 7% है जो स्ति 
केंद्र को ओर निर्देशित है; पट केंद्र यिराम में है। बनावटी बलयू द (कोरिनोलिस, 
अपरेंद्र; जादि) जो (3) में आते हूं जब निझत जाते हूँ । (5) और (38) से 
है४ का परिमाण है-- 





| 


(2०) | 8 | स्त- डी [ खह+3/2 |ः 
कर [ गा। 4 न- 059 ) _(4८%- बान200) ई 
5 


दायें जग में केवछ एफ ही राशि, २ का समय में परिव्रससंत होता दे। (4) की सहा- 
यता से यह | म८ | के पद्ों में ब्यवतत की जा सकती है-- 
ए---। जा | 
गफ गले 
20) में > को इस मान से प्रतिस्थापित कर दीजिए; एक नयी सटृति #! परिभाषित 
करिए, यो-- 


पा 
(204) ॥॥ ल्‍< ॥॥ (4४ +८0४) ड् 


और भारी महति को कहिए 
रै[--]॥ +-॥2--॥5 
तो (20) के स्थान पर निम्नलिखित प्राप्त करते है-- 
॥६ 7( 5 
[| +- दर 
अतएव हमारे तीनो विदुओ का प्रत्येक, औरो से स्वत्॒तया, आकाश में इस भाँति 
चलता है कि-मानों उसकी संहृति ॥६ नही #६ है और जो न्यूटनीय प्रकार से 02 में 
विरामित सहति 0/ की ओर आकपित है। अतएवं वहू एक शांकब' की रचना 
करता है जिसको एक नामि ० पर हे ९ 


[. (०४४८  इ€्८धंणप 


श्द 


श््ध्फ़ू ... सापेक्षगति 5 ३३ 


_ तीनों झांकवों के' परिमाणों और पारस्परिक स्योनों के वारे में कुछ कह सकते 
के लिए, गति की स्वीकृत दया में अन्त्निहिंत आदि के प्रतिवंधों को विचार में ढेना 
होगा । उदाहरणतः, समझिए कि विचार उस क्षण कर रहे हैँ जब )ेल्ले&# जहाँ 
प्रत्येक ॥॥ की (0 से दूरी हि हे आ 


[27) हि मेल्कक [ 2//+ )ई 2-४ है 
वाह्मतर्मा है। (4) के अनुसार, तब & मे त्रिज्यावेंग शून्य होगा। 5 अर्थात्‌ 
आकास्न में जो वेग होगा वह कोगीय वेग के घटक ७५ को दूरी (27) से गुणा करेनें 


से प्राप्त होगा। इसलिए इस दूरी' में, आने. वाला [गुणनखंड (४-५2) 

केवल आदि के.बेगो तथा सार्व सहति'केन्द्र से आदि की दूरियों के, वरन्‌ इन आदि के 
मानों से निकले हुए तीनों शाकवों के आकारों के भी सादृश्य की माप है । इससे 
अम्पुक्ति (4) स्थापित हो जाती है। तीनो शाकवों, के स्थान उन कोगो द्वारा जानें 


जाते हैं जो तीनो सदिश्ञ त्रिज्याओ (0/2, में एक-दूसरे के बीच होते है । 


उस विशेष स्थिति में जब #॥-+-॥7,--/॥8 और जब (इसलिए) सहति केंद्र 
समवाहु त्रिभुज की माध्यिकाओ के भ्रतिच्छेद से सपाती होता है, तव ये घाक्रव सर्वारग- 
सम और परस्पर १२० से पृथक्‌ होते है । 


शाकवो की इस गति के अतिरिवत, लगग्रॉज के अनुसार, गतियोका एक और प्रकार 
है जो सरल रूप में व्यक्त किया जा सकता है, जिसमें तीनो पिंड एक घूर्णतयुक्त 
ऋणजुरेखा पर स्थित होते है । परतु हम उस बात मे यहाँ नद्दी जाना चाहते | हि 

अत में कह देना चाहिए कि लाग्रॉज की विशिष्ट त्रिपिड समस्या से उसके संगत 
विशिप्ट #-पिड समस्या को जा सकते है । बराबर की ४-सरहतियों और उपयुक्त 
आदि-बेगो की स्थिति मे, तव ४ सर्वागसम केयूछर दीघ्ेवृत्त प्राप्त होते है जिनके 


बीच परस्पर-टगा का कोमग होता है और जो एक ही ताल में पार किये जते हैं । 


,एक समय , अल्प काल के लिए, गति का यह ढंग >-किरणों के 2-वर्णकमों के निकलने 
।के स्वंध में इलेक्ट्रनो के लिए, प्रतिपादित किया गया था।- :_ ० कप 


4. पडफवणए्ण.. 2. एञ़जॉज्न 25, 9, 207.,492. : 


पणष्ठ अध्याय 


यांत्रिको के समाकल परिणमन संवन्धी सिद्धांत तथा व्यापकीकृत्त 
निर्देशांकों के लिए लाग्राँज़ के समीकरण 


8$ ३३- हेमिल्टन के सिद्धांत 


यात्रिकी के एक परिणमन सवधी सिद्धात से पहले ही परिचय हो चुका है अर्थात्‌ 
दालांबेर का मिद्धात । यह सिद्धात किसी दिये हुए स्वेच्छ क्षण पर एक निकाय की 
द्रशा के आभासी विस्थापन द्वारा प्राप्त उसी निकाय की पास की दगा से तुलना करता 
है। अब जिन मिद्धातों पर हम विचार करने वाले हूँ वे समाकल सिद्धांत' हूँ । इनमें 
और पूर्वोक्त में भेद यह है कि यहाँ हम परिमित्र काछातर मे, या, जो कि वही बात है, 
प्रक्षेप-पथ के परिमित खड के अतर पर, निकाय की आनुक्रमिक दणाओ की बात करेंगे। 
तत्पश्चात्‌ इन दशाओं की किन्ही सगत आभासी दक्याओ से तुलना की जाती है । 
अपने विविध नामों वाले विभिन्न समाकल मिद्धातों में भेद इस बात में है कि 
प्रारंभिक और उनके पास की या परिणमित दश्ाओ की सगति किस प्रकार स्थापित 
की, गयी है। उनमें सर्वे-सामान्य बात यह है-- जो राशि परिणमित की जायगी 
उसकी विभितियाँ वही होगी जो क्रिया की होती है ॥ अतएव वे सब “लघुतम क्रिया* 
के सिद्धातो” वाले नाम के अतर्गत की जा सकती है। 

जैसा कि पहले से ही ज्ञात है झवित एक ऐसी राशि है जिसकी विमितियाँ है-- 
ऊर्जा » काल (अर्थात्‌ ऊर्जा - काल) ; परतु क्रिया की विमितियाँ हँ--ऊर्जा 2 


4. वुताव्ट्ग्ग॑ छपंग्टाफटड 7 ५ हर 
! “# अंग्रेजी बोलने वाले देश्ञों में प्रस्तुत दात के लिए इस नाम का व्यवहार 
नहीं किया जाता । अतएय यह दता देना आवश्यक है कि मूल-प्रंच में कहा हुआ यह 
लघुतम शिया का हैमिल्टन का सिद्धांत अंग्रेजो में व्यवह्ृत ऊघुतम क्रिया के सिद्धांत 
से भिन्न 'है'जिसे कभो-कभी मोपत्त्वों (2४७०७०८एं५) का सिद्धांत कह देते हें। 
“-+अंग्रेजी अनुवादक । हि 


रडड पांपरिकी के समालत परिणमन संबन्धी सिद्धांत ६-३: 


काछ | इसका एक उदाहरण है--क्रिप्रा का मौलिक ववाटम* या प्छांका नियतार 
(प्लाक) जिसपर ६ ४५ में विचार होगा, अयात्‌ निम्नलिसित राशि 
॥--6.624 »८ -0/7 अरे सेकंड । 

पहले हेमिल्दन का सिद्धांद लेंगे । वह मोपर्वी के सिद्धांत से भिन्न है, जो $ २५ 
में लिया जावेगा (यद्यपि ऐतिहासिकतया मोपरत्त्वी हैमिल्टन से कोई सी साल पहले 
हुए थे) । उस (मोपर्त्वी सिद्धात) और इस (हैमिल्टन सिद्धांत) में भेद यह है कि 
यहां समय (फाल) में फोई परिणमन नहों होता। इसका यह मतलव हुआ कि वास्त- 
बिक प्रक्षेपपथ के किसी ४६, निर्देशाकों वाछे, स्पान पर निकाय उसी समय पहुँचता है 
जब कि परिणमित भ्रक्षेपपय के संगत ४-०४, निर्देशांको वाले स्थान पर। हैमिल्ट् 
के सिद्धांत का यह गुगवर्म निम्तलिखित अम्युकिति में संगृहीत है-- 
(7) 9#5७0. 

इस स्थान पर यह कह देना चाहिए कि जव निकाय के प्रक्षेप-पय या पथ की वात 
करते हूँ तव उसके किसी बिंदु के तीन विभितियों वाले आकाश में प्रक्षेपपय से मतलब 
नहीं होता, बरन्‌ अनेक विमितियों वाले आकाश में एक ऐसे वक्त का मतलब होता है 
जो समूचे के समूचे निकाय की गति का लाक्षणिक हो। इस प्रकार, स्वतवरता+ 
संख्याओं की स्थिति में यह वक्र_/ विमितियों वाले आकाश में होगा, जिसके निर्देशक 
होगे, 4.-*-५/ (मिलाइए पृष्ठ ६४) 

हैमिल्टन सिद्धात संबंधी परिणमनों के बारे में हमारी अभियाचना है कि अतिवंध 
(7) के अतिरिक्त एक और तिरोव उन पर लगाया जाय कि विचाराधीत प्रक्षेपपध 
के खड के सिरे, ० और ?2, वथा परिणमित, पास के, प्रक्षेप-पय के सिरे आकाश में 
संपाती हों । अतएव प्राप्त होता है कि किसी निर्देशांक ८४ के लिए 
(2) 3८-०0, समय /55 पर और /--६ पर भी 

पृ. २४५ की आकृति (आ० ५१) इस उद्देश्य से खीची गयी है कि वास्तविक (पूरी 
रेखा) और आभासी या परिणमित (दूटी रेखा) पयों के संबंध की तीव विभिंवियो 
में, सकेतन रूप से रूप-कल्पना' करने में सहायता मिले। निर्देशाकी के परिणमंनों 
8८ के कारण से हुआ विस्थापत 34, दोनों अत-बिंढुओं के अतिरिक्त, इस निरोध के 


# ववांटस एक मिश्चिचत, वांछित या अनुनात परिमाण मानिका। 
4, छ]ग्ठएं:.. 2. वर रांडपभारांगड् 


६.३३ हेमिल्टन के सिद्धांत श्ष्पु 


साथ बिलकुल ही कुछ नही हो सकता है कि ७4 निरतर और ४ में अवकलनीयाँ 
हो। वास्तविक पय के प्रत्येक बिंदु का परिणमित पथ के एक बिंदु के साथ सागत्य 





9 


आकृति ५१--हैमिल्टन के सिद्धान्त में “प्रक्षेपपथ' का परिणमन | 
समय परिणमित नही होता । 


होता है जो पूर्वोक्त से 98 के विस्थापन द्वारा प्राप्त होता है, और इस प्रकार के दो 
बिंदु एक ही समय के होते हे । 

अब हम हेमिल्टन का सिद्धात व्युत्पन्न करेंगे। हम दालाँवेर के सिद्धात के (70.6) 
बाले रूप से प्रारंभ करते है -- 


०४ 
(3) 2 [[0४४-२)ल (ए४४- छाल न 20) भय ००: 

 । 

तो अब # पृथक्‌-पृथक्‌ सहति-बिदुओं के एक निकाय पर विचार करते हूँ, परंतु 
जो किसी विश्ञेप प्रकार से न दी हुई प्रकृति के पूर्णपदीय' या अपूर्णपदीय नियंत्रण बलों 
द्वारा युग्मित हो सकते हैं। परिणामवद्य, ये 850, 0), ०८8 जो स्वभावतः , 
इन नियत्रणों का पाछन करेंगे, परस्पर स्व॒तत्र न होगे। स्वतत्रता सख्याओ वाली 
पूर्णपदीय स्थिति में केवल स्वेच्छया निर्वाचित हो सकते है । अपूर्णपदीय स्थिति में 
उन्हें अबकल प्रतियंवों द्वारा संबधित होना होगा । 

ते पहले निम्बलिखित द्वारा संवध (3) का केवलमात्र औपचारिक रूपातरण 

फरेगे--- 


3. एक्षव्यप४००.. 2. छ्ण009०फ्रांट 


२४६ यांत्रिको फे समाफलू परिणमन संबन्धों सिद्धांत ६.३३ 


क्ढ पं हि ं 
(५) अ्गेप लत (४७७)-अ्क्री किक, गज 


५0 र्व हि करा 
जहाँ हम तुरत ही पूछेंगे कि - (3:3,) जैसे व्यजन का क्या मतछब है । इसके लिए 
हू केबल दम ८६ के वास्तविक पथ की .३+०»४; के आनभासी पव से तुलना करते 
हैँ वबरन्‌ वास्तविक पथ पर के वेग ६ की भी आभासी पव पर के उसी समय के वेग 
हनन से तुलना करते हूँ । यह परश्चोपत बेग निम्नलिखित सर्वत्॒मिका' दारा 


परिभाषित किया जाता है- 


रच ी 
हु (धन 35५) स्न्य् ३ नाक (3:४५) - 


परिणमिवृ वेग लिएने के इन दो प्रकारों का हम समीकरण कर प्राप्त करते हूँ-- 


वध 
(5) ना ४:२१ 
इस परिणाम का “(३) में उपयोग करें, तो 

ह॥ 
(0) >क0४, सनक [६0४ 9० क४॥ _। 7८ (४६059) 3282) 
स्वभावतः ऐसे ही समीकरण ) और <« के लिए भी होगे । अतएवं (3) को अव 
इस झुप में, छिस सकते हँ--- ह 

७ 6 / ३ ०+ पु ! हे कट 

0) - न्ः र्ण[संपके +)म्ये॥४ पं समेयक ० 2 


7॥; 3 0 ३5 खत 5 हे. ही 
कप (हे नल +<0) +5. (5 ६१ + ए।3):-+- १०) 
दायी ओर का द्वितीय पद आभासी' कर्म »॥7 के सिवाय और कुछ नही है, अर्थात 
हमारे आभासी विस्थापन में वाह्म वल्तो द्वारा किया हुआ कर्म । तथा दाये पार्श्व का 
प्रथम पद गतिज ऊर्जा ४' का वह परिणमन है जो वास्तविक से काल्पनिक प्रक्षेप पव 


को जाने में होता है, अर्थात्‌ 


पा ) 
अतएव समी० (7) निम्नलिखित प्रकार से सरल किया जा सकता है-- 
घ ५ ४ आय 


१- 9दवापंधए 2. एल#एव्व 


६२३ हैमिल्टन के मिड्ांत. 7 र४ष७ 


श््ज्ज मर 
(8) अप पिसे+ 3.५ न] डेप जा, 


“इसमे जन्‍्य कोई परिणाम निकारने थे पहले एक क्षण के लिए अप्रस्तुत विषय 






सवध (5) झुछ कहेंगे। उसे एड बार फिर हम निम्नलिरि मे 
लिख डा्ले-- 
पु * 
(9) है 4 
दी रह 7 


पल नहीं होता जौर बट कि 0६ 6 में जनर्भावित 
हैं कि 3-०, तो (9) हे स्थान में 7म 
(9) अगर _ 4९ 


बी. हैं 


यदि यट्‌ स्मरण करे कि 





या 430५ ४४६ नी 
लिख सकते है। 

समीकरण (9४), विशेपतया अपने दूसरे रूए 405४४ में, यूलर प्रकार के 
पुराने परिणमन कलन में फलदायी यद्यपि रहस्यमय नाग छेता है। देपिए कि थामासी 
विश्थापन के समय-प्रवकद्धज' को बेग के आभासी परिणमन के साथ संवधित करने 
में नमी० (9५) थास्तव में यही कहता है जो नगप्पन्सा समी० (5), सिवाय इसके 
कि (94) में ये दो अनुमान समाये हुए ह्‌ कि समय परिणनन के वश में नही है 
और अभासी विस्थापन निरतर है । 

अब हम समी ० (8) को छीटते है और उनका / के लिए / से ॥ तक समाकलन 
करते है। वार्या पा्ख (2) के कारण शून्य हो जाता है जौर केवल निम्नलिखित 

रह जाता हे-- ., हर 


(०) | ः (38 7+ भा?) ८०. 
॥ 





हि ड् 
जिस प्रकार का परिणरन हैमिल्टन के सिंद्ात में समाविष्ट है उसके लिए इसे 
नीचे दी हुई भांति भी लिख सकते है-- 


गा) ॥ पक [/* पुद्+०. 
६ ६ 


पिछले समाकल को 3|77 / द्वारा प्रतिस्वापित करना भूल होगी, क्योकि यद्यपि यह्‌ 


. ॥"कार-वेट्धरब्रांएड 


२४८ पविसों के रमाझुठ परिधमन छंसस्पो सिर्दमात हर 


ठीड है कि मामासी कम 37 और समय ८ में किया कर्म, क्यो] बी ते दोवों के 
सुनिद्दियय अप हैं। स्यय॑ 87 कार्य के लिए बेंसी यार नदी है, स्पापकतया/ एड रण 
परिणम्प नहीं है। यह दशा परिघम्प तभी दोगा यदि थ॥/ ययार्य अयकठ ही 
अवात्‌ मदि बाह्य बछ उस प्रतियधों का पराछन करें जो ह्पितिन ऊर्जा / के होते रो 
गारदी करें। [ देखिण 8६ (३) ]॥ उस हिपिधि में 
(मा क- (ग/.4०- बुध 

से समी० (77) में प्रतिस्पापित कर सरतो हैँ जो तव बिर-सम्मततया सरत महू हा 
छेता है-+ 


(7) गा 2#०. 
4, 
माम छेते हैं उस समन, 


0 

मही यह समीकरण है जो, लिस समय हैमिल्टन के सिद्धांत का सा 
सापारणतया, प्यान में आता है। पृष्ठ ४६ के कृयनों के अनुसार, वह संरक्षित 
अर्यात्‌ अधिनाओी निफार्यों के लिए बंप है। समीकरण (77) को हम असरक्षित निकाय 
को भी सम्मिछित करने याछा ब्यापफीझत हैमिल्टन का सिद्धात कह सकते हैं। 

हम अब यह दावा करते है कि सरक्षित या जसंरक्षित समुदायों के लिए क्रमातू 
समी० (72) या (77) में याश्रिकी का पूरा सार समाया हुआ है, ठीक वैसे ही जे 
कि दा्लविर के सिद्धात में । यह ऊर्जा-वत्‌ व्यजन 7-7 के विशेष महत्त्व प९ जोर 
देता है। याधिकी में यह छाग्रांडीय फलन (या, सक्षेपर में केवल लाग्रॉँजीव) 
कहलाता है, और समीकरण (72) को निम्नलिखित में छे जाता है-- 
लि जहाँ 4.6 2-2: 

४ 

म है। अपने अतिम कार्यों मे 
सा किया था। 
कहा। उष्मा- 
का नाम उतना 


(73) 
दाब्दों में, लाग्रांजीय फा समय समाकछ एक बाह्मतमी' 
हेल्महोल्ज़ ने हेमिल्टनीय प्रकार के परिणमन-सिद्धात पर भारी भरोः 
उन्होंने उसे वैद्ुत-गतिकी में भी पैठाया और 7. को गत्यात्मक बविभव 
गतिकी में उसके विस्तृत व्यवहार के कारण, उसके लिए “स्वतंत्र ऊर्जा 
ही ठीक होगा, क्योकि 2'+2 को “पूर्ण ऊर्जा” कहते है । 
हैमिल्दन के सिद्धात का इस वात से विशेष मान है कि वह निर्देशाकों के निवर्चिन 
से पूर्णतया स्वतत्र है। वास्तव में ४ और 77 (तथा »॥82 भी) ऐसी राशियाँ हैं 


4. 5६80९ श्रांशे)८ 2. &5९फपाणए 


६.३४ हेमिल्टन के सिद्धांत रथ 


जिनकी प्रत्यक्ष भौतिक गरिमा है और जो किसी भी बाछित निर्देशाकों के जुट (कुलक, 
सेट) में व्यक्त की जा सकती है । हम इस गुणवर्म का उपयोग अगले प्रकरण में करेगे । 

ह॒त्व॑' की यह सम्मति थी कि हैमिल्टन का सिद्धांत केवल पूर्णपदीय निकायों के 
लिए ही बेध था । इस भूल का शोधन ओ० होल्डर' ने किया था ) 

हैमिल्टन का सिद्धात हमारे कार्य-कारण के सवधों की आवश्यकता के विरुद्ध है । 
अन्य जितने परिणमन सवधी सिद्धात हूँ जिनमे क्रिया-समाकलवृद' आते है, वे भी 
ऐसा ही विशेष करते है । क्योकि यहाँ घटनाओं का क्रम निकाय की वत्तंमात दशा 
से नही निर्धारित होता, वरन्‌ उसके व्युत्पादन में भूत और भविष्य दशाओ पर भी 
उतना ही विचार करना पड़ता है । तो इससे यह जान पडता है कि परिणमन सवधी 
सिद्धात कारणात्मक नही, वरन्‌ मोमांसक* हूँ । इस बात की चर्चा $ ३७ मे फिर 
हम करेगे, जहाँ इस सिद्धात की ऐतिहासिक उत्पत्ति का भी वर्णन करेगे। यहाँ 
हम हैमिल्टन सिद्धात के उन रूपातरों का संक्षेप में उल्लेख करेगे जो यात्रिकी के 
अतिरिक्त भौतिकी के अन्य क्षेत्रों में उपयोगी सिद्ध होते हैँ । 

$ ३४, व्यापकीकृत निर्देशांकों के लिए लाग्रॉज समीकरण 

किसी स्वेच्छ अर्थात्‌ किसी भी यात्रिक निकाय पर विचार कीजिए। संप्रति 
हम समझ लेगे कि उसके विभिन्न अश् परस्पर पूर्णपदीय प्रतिवंधो से ही युग्मित है । 
निकाय को स्वतंत्रता-सख्याएँ / है । इसलिए किसी दिये हुए क्षण पर उसका स्थान 
निर्धारित करने के लिए | स्वतत्र निर्देशांकों का उपयोग करा सकते है । इनकों हम, 
जैसे कि पृ० ४९ पर, 
0) वु पुकचहन--००न+- 4१/ 
कहेंगे। ये हुए हमारे स्थान निर्देशकश | इनके साथ हम “वेग निर्देशाकवृद/” 


(7०) करू क्र ४ -« १४ 


जोड़ देते है । थे 4६ और ५६ किसी क्षण निकाय की दशा को पूर्णतया विनिर्दिष्द 
कर देते हूँ। 


. पद्याड. 2. 0. घझगवन् (6०09ण8० )र४०४:- 896). 
उ. 4 पाव्टप्गाड 

*देखिए पृ० 204 को पाद-टिप्पणी । 
4. ठपअंपठ्प ०००मठ्ंएा०३ 


+२५० पांत्रिसी के समाहस १रिपमन ग्रंझापों सिद्धांत $20 


देस अपना कथन और भी ज्धिक रपष्ट कर दें। क्षय नरक लिए 
निकाय को विम्नेशिसिन 8 निर्देगोंकी को &।,४३,०००-०३४५ दोरा बनित होने 
दोबिएं, छिनका निदिमत रूप मे कातीय होता जाउश्यछ नद्वी टन ॥ मम [६] 
प्रनमे धर प्रदियध मिम्त-तिद रच हे ददज+ + 



















(2) "0-०, टिल्टनिा,निशलता- 
ता | मय 33,७५७ फडन #, को भांति परिभाषित कर सरतें हैँ, 
अपति 

(2५) के, (कक ३३००० +- कब) पपु७ टिका; ऊन: 


थब 0 के छिए !; के आशिक धवकछजों को / दारा सूचित कीनिएं। तो / 
के छिए (2) भोर (2०) का जयकलन प्रदान करता दै>- 





डा + थ्स्डि 4 
५५ है हिल फो कर | ० हे ब्कित न्््। 
इमसे ४ को थु; के ऐसे रंसिक्‌ फेलनो की भांति निकाछ सकते हू, जिनके गुणाक ७,०२७ 
पर, या (2) तथा (2) के प्रभाव से, धु।---१/१२ निर्भर करें । तो गतिज ऊर्जा, 2" 
जो «५ का समघात वर्गात्मक फलन है, ठीक वंसे ही जैसे कि बह होती, यदि प्रारंभ में 
कार्तीय निर्देशाकों में ब्ययत की ज़ाती, अब १६ का फिर समधात वर्गात्मक ऐसा फलन 
हो जायगी जिसके मुणाक धु& पर निर्भर करेंगे । इस समय हम .स्वीकृत क्र,लेंगे कि 
स्थितिज ऊर्जा 27 केवछ ५६ ओ का दी फलन है, बिना सिद्धाततः में इस सभाव्यता 
का वर्जन कियेंद्ी कि आगे चलकर 7 को (८ का भी फलन कर सकते हूँ। इसे 
सबंध में अब आइए (33.73) के उ. की परिभाषा यह कहकर पूरी ही कर दे कि 


,.. 2. को थु& तथा थु& का फलन समझा जायगा । हित 
फिलहाल हम . के £ पर सुब्यक्ततया निर्भर करने की बात छोड़ देंगे । 
इसी अथं में अब हम 2. के परिणमन को लिख देंगे, अर्थात्‌ /.. की काल्पनिक परि- 


णमित दक्षा पु. 0५७ 9:४7 0५६ और प्रारभिक दशा पु 4६ का अत्र, जो होगा- 
हा 
(3) ५ # ्य व 


यह परिणमन अब दैमिल्टन सिद्धात में अुकत कराया जाताःहै, स्यों -२ -० 





६३४ व्यापकोक्षत निर्देशांकों के लिए लाग्रौँत्न समीकरण 7२११ 


8 |. , (२०० 
9 


इस रूप का (33.73) के रूप से भेद इस वात में है कि अब हमने परिणमन को समा- 
कलन के चिह्न के भीतर लिख दिया है, जब कि पहले वह उसके बाहर रखा गया था । 
दोनों रूप, निस्सदेह, तुल्यात्मक है, उस काण्दे (33.7) के प्रभाव से जो कहता है कि 
£ तथा 46 परिणमित नही किये जाते। कुछ भी हो, समी ० (3) सूत्रीकरण (33.0) 
से, जिसमें यह सिद्धांत पहले पहल आया था, सगत है। 

अब हम (3) के द्वितीय योग के व्यापक पद पर (3८) द्वारा इंगित समय के 
लिए समाकलन क्रिया करते हैं। वेसा करने के लिए एक आंशिक समाकलन द्वारा 
इस पंद का रूप निम्नलिखित (4) में बदल देते हूं । यह एक ऐसा प्रक्रम है जो सारे 
परिणमन कलन के लिए यूलर के काल से छाक्षणिक है |# 

]॒ 


हा, व 8 
9 जि हाल 2 


॥' न 2-१ | || 4 भू: 99 4 
940 £ 094६ 


इ्स मुगल समानता के अतिम अग का प्रथम पद, (33 2) में दिये हुए प्रतिवधो के कारण, 
शून्य ह। जाता है। अतएवं »7, का पूर्ण व्यजन (3) यह प्रदान करता है-- 


(4४ | थे, #+ - | ग् ड़ 2 अल ) 3ेकू, बीत०. 
हु पु 


48 93%. 92% 





अब 0५६ परस्पर स्वतत्र है। अतएवं एक को छोड वे सबके सव शून्य किये जा सकते 


#व्यापकतया, (6) के प्रकार के समोकरण को विशेष"रूप से वर्णन करने के 
लिए किसी दी हुई परिणमन संबंधी समस्या के “यूलर समीकरण” वाक्य का व्यवहार 
करते हैं ओर ऐसी किसी समस्या में (4) तथा (5) से (6) का ब्युत्पावन यूलर के 
समीकरण के व्यू त्पादन के प्रतिरूपक है ॥ अतएवं कह सकते हे कि हाप्रॉज समीकरण 
'फलत 4. द्वारा प्रभेदित परिणमनोय समस्या के यूलर समोक्रण हैँ । 


शष२ यांत्रिकी के समाकल परिणमन संबन्धी सिद्धांत ह्न्रं 


है। इसको भी आ० ५१ (पृ० १८२) के “प्रक्लेप-पय” पर एक स्थान के पड़ीस को 
छोड़कर अन्य सर्वत्र, या, जो कि वही बात हुई, किसी-भी समय £ पर कालातर 23 भर 
के लिए, शून्य कर सकते हैँ ॥ तो (4४) को पूरा करने के लिए अब आवश्यक हुआ कि 


७) (ड़ -क[ 34४4-०० 
का कं, १% 0 
परतु 0४ परिमित है, और इस कालातर में 34% शून्य नहीं होता | अतएव किसी 
समय £ भौर किसी सकेतांक £ के लिए हम प्राप्त करते हैं 
(०) _. 0८. 8: ..0. 
4 94«&. 04% 

ये हे व्यापकीकृत निर्देशांकों के लिए लाग्रॉज के समीकरणवृद । इनको, अब तक जिस 
स्थिति पर विचार किया है उसके लिए विशिष्टीकृत, छाग्रॉज के द्वितीय प्रकार के 
समौकरणवृद भी कहते है । इस स्थिति में निकाय पर आरोपित बलों का विर्भव 
होता है तथा निकाय के आतरिक अतिवधगण पूर्पपदीय होते है । 

यदि इन अनुमानों में से एक या दूसरा न रहे तो हम इन समीकरणों के विस्तृत रुप 
पर पहुँचते हैं । अतः आगे हम दो स्थितियों पर विचार करेंगे । 

प्रथम स्थिति वह है जिसमें वलबूंद विभव से व्युलन्न होने योग्य नहीं होते । 
उस स्थिति में हैमिल्टन के सिद्धांत का (33-77) वाला रूप हमारा आरंभस्थरढ 
होगा । आभासी विस्थापनों 24, ओं के पदों में व्यक्त वाह्य बलों के आभासी कर्म 
$8॥7 पर विचार कीजिए, तो हम निम्नलिखित पर आते हैं :-८ 
(7) 37-5५: ७, भेद," हि 

जिन मुणांकों (2, का यहाँ उपयोग कराया गया है उन्हें निर्देशांकों (£ के संगी 
बल के व्यापकीकृत घटक कहेंगे । वल की घारणा का यह एक औपचारिक विस्त- 
रण है, जिसे निस्सदेह उसकी गणितीय परिभाषा मान छेना अनुनेय है। इसके 
अतिरिक्त वह बड़ा उपयोगी भी है । इस प्रकार अब (9-7) में दिये हुए किसी अक्ष 
के प्रतिवल के धूर्ण की परिभाषा का पुन-कयत यों कर सकते हैं-“किसी बछ का पूरी, 
वह व्यापफीकृत बछ है, जो समत चूर्णन कोष का संगी है। स्पष्ट द्वोगा कि (7) मे 
परिभाषित राशियों (2, का अब कोई सदिश छक्षण नहीं रहता, और ने ब्यापकतयों 
उनको जब डाइनो' की विभितियों वाके होने की आवश्यकता ही रह जाती दै। 
उसका स्थान (7) से दीस जाता है कि उनकी विमितियाँ संगी 4४ की विमितिं 


4. 95865 


६.३४ स्पापकोहत निर्देशांसो के मिए सार्पांज समोकरध रप्‌३ 


पर निर्भर करती है । अतएय, जैसा हम जानते ही है, बल के पणों की परिमितिरयाँ कर्म 
की विमितियाँ होगी, अर्थात्‌ ये अर! हागे, उयाहि सभी हे, फोण हू कोर काय 
विभितिद्ोन होते हूँ । 
तो यदि जब (33 ॥7) में (7) झा उपयोग कराये जौर समीकरणा (4) तथा 
(5) में इंगित रूपान्तरणों को कर छे तो रएटर्या (७) के स्थान में 7म प्राप्त करेगे 
७) .! 97 87 
बा ठग, पैक 
इसको कुछ अधिक व्यापक रूप में यो छिस सके 7-- 
(8०) 4 १८ १. 6. 
री 94. 9(६ 
यह अधिकतर व्यापक इसलिए है कि अब दम उस स्थिति पर भी विचार रर सफले है 
जिसमें आरोपित बलों के कोई तो विभयो मे ब्युत्यप्न होने योन्य है, कोर्ट नही । केवल 
इस बात की आवश्यकता होगी कि पश्चोयत प्रकार के बलो के सगत (३५ लो को भी 
(8५) के दक्षिण पाइवं में छिस लें । तवा थ (84) के लाग्रोंज़ीय 7. को बनाने के 
लिए, पूर्वोफ्त की स्थितिज ऊर्जा को गतिज ऊर्जा 7' से मयुकत कर सकते हैँ 
तब (84) ऐसे बलों के छाग्रॉज समीकरण हो जाते हैँ जिनमें के कोई-फोई 
विनवों से ध्युत्पाद्य नहीं होते । 
तो अब यदि पहले कहे हुए अनुमानों में से द्वितीय अनुमान का त्याग कर दें, अर्थात्‌ 
यह स्वीकार कर लें कि निकाय के नियंत्रण कुछ पंज्ञ में अ-पुर्णपदीय हैं, तो 4४ निर्दे- 
श्ाकों का प्रवेश अवैध हो जाता है। क्योकि परिनापा से ही अपूर्णपदीय प्रतिबंध 
(2) के रूप में नही रसे जा सकते और इसलिए 4 थो के उपयुवत निर्वाचन से लुप्त 
नही किये जा सकते । तब हमें (ओं को अत्यधिक संस्या में प्रवेश कराना पड़ेगा, अर्थात्‌ 
अत्यणु्‌ गति' के लिए जितनी स्वतत्रता - सख्याएँ चाहिए उनसे अधिक सस्या में । 
अत्यणु गति की स्वतंत्रता-सख्याएँ /-? होती है, जहाँ / तो परिमित ग्रति फी स्व- 
सन्रता संख्याएँ है और # अपूर्णददीय प्रतिवधो की संख्या है। इन्हें अब समी० (7.4) 
जैसे रूप में, आभासी प्रतियधों की भांति निम्नलिखित प्रकार छिस सकते हूँ -८ 


(3, 


धर 


र्र १4 
(9) है; विए(क--विवेकलत० कतता। ऋन 
कर 


4. छ85... 2. एर्ाप्व्भंघाड प्राण्ते०0, 


न्श्षड यांत्रिकी के समाकल परिणमन संबन्धी सिद्धांत करे 
वे अनुजेय परिणमनों 84. ओ पर निरोध का होना सूचित करते है । इस निरोब को 
विचार मे इस भांति छेते हैं कि समीकरणों (4) के प्रत्येक को एक लाग्राँजीय गुणक | 
से गुणा कर उन्हें (33 73) के समाकल के नीतर जोड़ देते है । तो 7 के जरा संक्षिप्ती- 
कृत सकेतन के साथ प्राप्त करते हैं --- दि 


| पा ह 

इसका यूलरीय रूपांतरण (4) की भाँति चलता है, जिससे (49) के स्थान में प्रात 
होता है र 
४ 8. /4 9. ०7 _< 

फ्रद क्व+- मेड सै ७ |4; वीं; 
का 2 (कि 94. 94६ 2 हे ०) पर ५ 
यहाँ ये 94, परस्पर स्वतंत्र नहीं रहते वरन्‌ संबंधों (9) द्वारा संबंधित होते ह। 
पर॑तु पृ० ६७ की भाति तर्क कर सकते है कि (40) के कोष्ठकावृत्त ८4, के गुणांकीं 
का ६, 2, के समुच्रितत निर्वाचन द्वारा शून्य किया जा सकता है। होप ज्ञाले £यर 

ल्‍ की आर क 

किये गये योग में 4६ ओ के केवल /--7 रह जाते है,'जो सब परस्पर स्वतत्र हैं । (2) 


के बादू की भांति का युक्तितक अब हमे इस परिणाम पर विवश्ञ करता है कि शेप हैं 
-कोप्ठकों को भी शून्य हो जाना चाहिए | तब हमें /: समीकरणों का निम्नदधिखित 


व 
[ प्र मेएछ व 09०4६ ) 4/>-०. 


पूरा समुदाय प्राप्त हो जाता है--. - छः कई हु 
पट न 4 87. १० _ पा हट 
0) क कक कक + 2. शेधक्ष | । 
रू छा न क्यो 
हैं, क्योंकि वे 


इनका नामकरण हम 'लाग्रॉज के मिश्षित प्रकार के समीकरण कर सकते हः 
लाग्रॉज के प्रथम और दितीय प्रकार के समीकरणो के आधो-आध वीच में पड़ते है ! 

कह देना चाहिए कि यह्‌ मिश्चित प्रकार न केवल तभी आता है जब कि कुछ प्रति* 
बधों का निरसन करने में हम असमर्य होते है (अपूर्णपदीय निरंत्रणों वाली स्थिति) 
वरन्‌ तव भी जब निरसन करना चाहते ही नहीं। क्योकि ऐसो हो सकता है कि हमारा 
उस नियत्रण वल में स्वार्थ हो, जो कि एक पूर्णपदीय प्रतिवध ढोरा निकाय पर पड़ता 
हो । बात यह निकछती है कि यह बल अस्तुत-पतिबंध के सभी: )॥ द्वारा निदवित 


६ ३४ स्थापरोहुत निर्देश्ञांझों के छिए झाप्रन सप्तोफरण र५पप 





[दीय दोपझ सवधी समी० (8,7) मे), और 
व प्राप्त श साला है । 

लिए जिममे (७) के शाद कहे दुए दोनों थनुमानों फा 
दिया जाय, हम जतल (3) जौर (5) प्रकारा को समयत 


समी० (77) के समाझछन 

प्रकटनयां एस स्थि 
त्याग एक नाव ही कर 
कर मकते हू 

ऐसा करने के बजाय हम भव सयहे बाद निम्नरिस्ित प्रस्न पर विचार करेगे-- 
कैसे और कोन से अनुमान करके ऊर्जा के जयिनाशिन्य का सिद्धा। छाग्रोत समी 
करण (6) मे ब्युत्पनश्न किया जा सता हे ? 

जैसा कि पहले हो, समी ० (3) के ऊपर, जोर देकर कहा जा चुका है, 7., [६ जो 









तथा ।ृं६ भो का फठन है। पटके की भाँति ट्मारी यट भी अभियाचना है कि 7. में 
£ सुख्यवततया ले समाया हो | उस स्थिति में समी० (3) वैध है न केऱ 
जाभाणोी परिवत्तनों 09, »५ के लिए, बरन्‌ दीपेकालिक परिवरेनों ४, व| के 
लिए भी; और इसलिए 
(मे 9८ 
(६2) ग््य अ + >क 
रे 94६ 
दूसरी, ओर वही पर हमने यह भी जोर देकर कहा था कि :' उसी कः का 
समाग वर्गात्मक फलन * है। अतएवं समाग फलनों के लिए निम्नलिखित यूछर 
नियम .को अनुप्रयोग किया जा सकता है -- 
03). . की 
2४/“॥ ९६ #. तब 
(*) यदि ऐसा न री हो, और उसके स्थान पर. को उन्हीं 4६ तथा (६ का 
कोई वांछित.फलन मान लिया जाय, तो.भी मिम्नलिफित रूप का एक व्यापकोकृत 


अविनाशित्व नियन दिया जा सकता है। रुप हे --5+ > + 4-यननियत। 


!इस्न प्रकार परिभाषित फलन उपर को हम अध्याय आठ में “हैमित्ट्नीय कहेंगे । 
+समीकरणु (50) में समाया हुआ अविनाशित्व नियम इसी समीकरण की एक्‌ 
विश्वेष स्थिति है ५, ५ -औ 





२५६ यांत्रिको के समाकल परिद्मन संबन्धी सिद्धांत हद 


समय के लिए इसका अवकछन प्रदान करता है; 
व 97' 
प्‌ ्ट 
(०9) के पे 
(/ व] 9928 

अब (72) को (74) से घटा देते हैं। 2.5- 7-77 होने के कारण, वायाँ अंग 
निम्नलिखित हो जाता है -- 

बेर बट 

ग्राक़ा 
दाहिनी ओर द्वितीय पद कट जाते हैं, बशतें कि 7 स्वतंत्र है 4६ से | उस स्थिति में, 
समी० (6) के द्वारा दायी ओर के पहुछे पद भी कट जाते हैं, जिस कारण हम 


प्राप्त करते हूं 


बए' , बा 
(4०%) के क्षतत 
इससे हम परिणाम निकाछते हैं-- 
(35) पक /न्छ, 


अतएव ऊर्जा के अविनाशित्व वाला नियम लाग्रॉज के समोकरणों का परिणाम है। 

तो अब उन अनुमानों की जाँच करनो चाहिए जिनसे हम इस महत्त्वपूर्ण परिणाम 
पर पहुँचते हैँ । 

(क) 4' के अय॑ से कह सकते हैँ कि गत्तिज ऊर्जा निकाय के स्थान और वेग ते, 
अतएव 4 और 4 से, निर्धारित होती है। ५' का £ पर सुव्यकततया निर्भेर करना, 
नियत्रणों के समीकरणों के निरसन के परिणामव्य हो हो सकता है, यदि ये नियंत्रण 
४ पर निर्मर करें* । अब पृ० ९२ पर पहले ही देख चुके हूँ कि इस प्रकार के निर्यत्रण 
निकाय पर अवश्य काम करते हे और इसलिए ऊर्जा के अधिनाशित्व में गड़बड़ी डाले 
देते हैं । तो अविनाशित्व की वैधता के लिए अत्यावश्यक है कि 4' में / सुव्यक्ततया में 


समाया हुआ हो ६ 


*) ऐसे समय-निर्मेर प्रतिदंधों को फभी-कभी घारात्मक (तरल) कहुते हैं । 
इसके प्रतिकूल, समय-स्वतंत्र प्रतिबन्ध भी होते हैँ जिन्हें का घ्पर्पा 


| 


स्थित, दुद) कहते हें ॥ ् अप 


(* रे हे व्यापकोकृत निर्देशांकों के लिए लाग्रॉज समीकरण श्ष्७छ 


(ख) अतएव यह अनुमान कि 7. सुव्यकततया : पर न निर्भर करे, इस अनुमान 
र पहुँचाता है कि 77 स्वतंत्र हो / से । यह प्रतिबध भी आवश्यक है । अन्यथा, 
पमी० (72) के दक्षिण पाश्व से निम्नलिखित पद का योग करना होगा । 
__१2 
क्काः 
तब यह पद विपरीत चिह्न के साथ समी ० (74०) के दाये अग मे फिर प्रकट होगा । 
और तव 7+]2--नियत के स्थान पर हम 


ह॥ __ग2 
(758) क् (7 
प्राप्त करेंगे। अर्थात्‌ ऊर्जा की अविनाशिता का नियम अवैध हो जायगा। 
(ग) मान लीजिए कि 77 न केवल 4६ पर कितु 4६ पर भी निर्भर करता है। 


(6) की सहायता से (74) और (प2) के दक्षिणागों का अतर निम्नलिखित 
प्राप्त करते हैँ -- 


४2 ॥ 27 चउा ग7_ 2 

(50) >,% ++- कुक > कर 

यह स्थिति अविनाशित्व नियम को पहुँचाती तो अवश्य है परंतु उसका विम्नलिखित 
अपरिचित रूप है 


४2792: 
(58 पफाट- ० हू ततिसत। 
2. 84६ 


ऊपर दी हुई बातों से एक और परिणाम निकाला जा सकता है जो आगे चलकर 
उपयोगी होगा । 2५' के छिए पदपुज (73 )के उपयोग से तथा इस अनुमान पर पलट- 
कर कि 7, केवल 4६६ ओं का ही फलन है, यदि 
7-275---(7+ 7) 
का परिकलन करें तो हम निम्नलिखित पर पहुंचते हैं 


थृः > 97 * 25५ 
-(एप-7--. 3. 7. ४ 
( ्ः ) ञ्क कपः 6 948 





या 


(6) चुत: कफ ॥ 
नी 2255 2 (६ इतपा ि 
१७ 


२५८ यांत्रिको के समाकल परिणमन संबन्धो सिद्धांत हरे 


अर्थात्‌, पूर्ण ऊर्जा ५-7 लाप्रॉजोय के पदपुंज से परिकलित की जा सकती है। 
इस प्रकरण के किचित्‌ जमूर्त विकासनों में आगामी प्रकरण के उदाहरणो द्वार 
जीवन का संचार हो जायगा । उनकी तैयारी में (6) में आये हुए 
_भ बा -यं: 
के इक 
इन दो व्यंजनों का, सरऊतम स्थिति अर्थात्‌ एक पृयकूकृत संहत्ति-विदु को कार्तीय 
निर्देशाकों ५, », < में व्ययत यति के लिए विभिष्टीकरण कर लेगे। हमें प्राप्त हैं“ 


पजट [मिनयाकण) । 


१2 समन १7 ॥॥६, इत्यादि; 
उ 


क्र 

१८ ३9 

२220 >>», इत्यावि 
श्ड गे. शा 


// न लर्देशाकों कक 
कारण कि इस समीकरण के अनुसार, नि घूर्ण के &-निर्देशाकों को निरूपित' 
7, थे 
करता है, हम, बिलकुल व्यापकतया न को 4६६ से संबंधित व्यापक्षीकृत पूर्ण का 
घटक कहेंगे ॥ और कारण कि दूसरी ओर, न बल का &-धटक प्रस्तुत करता 


3. 22 विकले अ्मे 
है, ८, से विकले हुए दो पदो को व्यापकोकृत बछ के (-घटकद्दय का नाम दे ५ 


हे 27 7 शेप 
ये कब कक् 

(३ एक बाह्म वल है, जैसे कि समी० (7) में, और न एक बनावटी लाग्रॉज बरले 
है जो इस पर निर्भर करता-है कि (-घटक किस प्रकार स्थान के साथ परिणमन करता 
है। कार्तीय निर्देशाकों <, », 2 के लिए, जहाँ नियत 4 के वक्र परस्पर समातर 
है, कोई दिया हुआ % स्वतंत्र होगा 6६ से (£-४) और वनावटी बल यूल्य ह्मो 


जायगा। 


६.३५ लाप्रॉज समोकरणों के उपयोगस्प्रद्शक उदाहरण २५९ 


$ ३५. लाग्रॉज समोकरणों के उपयोग-प्रदर्शक उदाहरण 

लाग्राँज अनुष्ठान की श्रेप्ठता दियछाने के लिए ऐसे उदाहरण चुने गये है जो पहले 
भी प्रारभिक विधियों से लिये गये थे । 
(१) वृत्तजात लोलक' 

यहां प्रत्यक्ष निर्देशक 6 वह कोण है जो आ० २६ (पृ० ९४) में वृत्तजातों के 
जनयिता पहिये का घूर्णन-कोण है। इस कोण के पदों में व्यक्त कार्त्तीय निर्देशांक, 
समी० (१7 2) के अनुसार ये हे-- 

&जन4 ($--3॥ ९), #च्लबव 7--०05 ९) $ ; 
३5० (7+००५ ९), तब आए ४ $ 
इनसे हम परिकलन करते हैँ कि 
ग्न्ल्टफ +9)5-#८ (7 --८०५ $)५९, 
एजआए३--२४७० (74-००५ $), 
(0) एव] -- ००४४) $१ --॥१6 (7+८०४ ९) 
बस इतना ही प्रस्तुत निकाय की ज्यामिति और यात्रिकी के बारे में जानने की आव- 
इयकता है; शेप को छाग्रांज अनुप्झान अपने आप संभाल छेता है-- 
(अर थ डर 
हढ़ 2! (7--५०5 ९)४ , 

7 भ] 

हढ़ ४ अप $ $#+शएव आग $ , 
बं 97 हर ५ 
व कचिशणत --०05 $) ई+शआादः आग $ 
या, अवकल समीकरण (346) में प्रतिस्थापित करने पर, 


(7--०० 9) #+ड ञथ $ ढ् -- कै आं0 कई « 


अर्धकोण का प्रवेश और 2 #ंध है $ से भाग, इसको निम्नलिखित रूप में सर बना 
देता है 


३. एएलेजका ऊुद्मापेणैपफ, 


२६० यात्रिकी के समाकल परिणमन संबन्धो सिद्धांत इ२९ 


रख ढे-+३ ०05 की ख़ प्ठ 


(2) हा 
सहज ही में सत्यापित कर सकते है कि वायाँ अग 
तः 
जाश्वूड़ १० हे $ 


के वरावर है। अतएव भ्रस्तुत अवकल समीकरण (2) पहले वाले समी० (77.0) 
से सवंसम है, जिसके द्वारा वृत्तजातीय छोलक का निर्दोपतया तुल्यकालिक व्यवहार 
हम सिद्ध कर सके थे । 
(२) गोलीय छोलक 
यहाँ कोणद्य, 9 और # क्रमशः / त्रिज्या वाले गोले पर ध्रुवीय कोण और 
भौगोलिक रेखाश, संहति-बिडु के दिये हुए निर्देशाक है । रेखा अल्पाश है“: 
457 (४ 62-)-5/8१ 0, 89?) ; 
अतएव गतिज ऊर्जा निम्नलिखित होगी 
प्रस्ण्य हवन 0४) ; 
जैसे (78.54) मे, स्थित्तिज ऊर्जा होगी 
प्र-कऋश ००४१ ; 
और इसलिए 
(3) हे च्ज . (87+ 0? 09879--#ए| ००४० - 


और अव छाग्रांज नमूने का यत्रवत्‌ परिकलन चल पड़ता है । अचर गुणनखंडो से 
भाग देने के उपरात, 9 तथा $ के अवकलू समीकरण निम्नलिखित होगे 


(4) 6 --ञं0 6 ८०५० १ ्् 970 , 


कर (# आग? 6 $)550 - 
इनमे का द्वितीय समीकरण (78.8) से सहमत, क्षेत्रफलीय वेग के अविनाशित्व वाली 
नियम है। देखिए कि यहाँ हम उस परिकलन को बचा गये हैं जो पहले दी हुई विवृर्ति 
में इस समीकरण के पहले आवश्यक रूप से दिया यया था । समी० (78-8) के 


श्र५ ज्ग्रॉज समोक्रणों के उपयोग-प्रदंक उदाहरण २६१ 


क्षेत्रफकीय वेगांक (' की सहायता से समीकरणों (५) का प्रथम यों लिखा जा 
सकता है-- 


दक्षिण पाइवे का द्वितीय पद गुरुत्वाकर्पी ऐठ 
[| ञं00 , 


के तुल्य है, जो (34.7) के भाव में कोण 45० के सगी बल का व्यापकीकृत घटक है। 
प्रथम पद (34.77) के भाव में एक वनावटी लाग्रॉज वल है। इस वल का उद्गम 
यह तथ्य है कि गोले पर जिन रेखाओं पर कोण 0 मापा जाता है, वे समातर 
नही जातीं वरन्‌ प्ुव से अपसरित होती है । 

यह शिक्षाप्रद होगा कि इस उदाहरण मे छाम्रॉज समीकरणों के उस विस्तरण 
का अनुप्रयोग किया जाय, जिसके लिए समी० (34-77) में, 0 तथा $ के साथ 
आधिक्य-निर्देशाक / का प्रवेश करा, तैयारी की गयी थी | अब, अवश्यमेव, / संबंध 
रन द्वारा निश्चित है। फिर भी इस निर्देशाक में हमारी अभिरुचि इसलिए है 
कि गुणक » द्वारा वह हमें गोले के तल पर सहति-विदुं का दाव, या, जो कि वही 
बात है, लोलक की अवलंबन रज्जु में का तनाव, प्रदान करेगा । प्रसंगानुकूल अवकल 
समीकरण प्राप्त करने के लिए केवल (3) के स्थान पर 
(5) गज (कक कन+ 5.47) नम 6050 
रखकर मिम्नलिखित एक तीसरा लाग्रॉज समीकरण बनाने की जावश्यकता है जो 
(4) के दो समीकरणों के साथ जोड़ दिया जाय 


(6) हि का -ह02- का प्राः0ढ 2--॥7ए00$ 0 ते 


समी ० (34-77) में आयी हुई राशि 7 ६० को हमने # के वरावर रख दिया है, क्योकि 


समी० (78.7) से सहमत होने के लिए हमने प्रतिवध 75-/ को निम्नलिखित रूप में 
लिख दिया है 


सच्च्छै (१--/2)-० 


२६० भांधिफी के समाफल परिणमन संकरघी सिद्धांत ६२५ 


(2) झा: $+र ८०5४ न सन ज् ८0 5" 


सहज ही में सत्यापित कर सकते हूँ कि वायाँ अंग 
० 
न-थ्कूड १०४ डेढ़ 


के वरावर है । अतएव प्रस्तुत अवकछ समीकरण (2) पहले वाले समी० ( 776) 
से सर्वेसम है, जिसके द्वारा वृत्तजातीय छोछक का निर्देपतया तुल्यकालिक व्यवहार 
हम सिद्ध कर सके थे । 


(२) गोलीय छोलक 
यहाँ कोणढय, 0 और $ क्रमशः / भ्रिज्या वाछे गोले पर धुवीय कोण और 
भौगोलिक रेखांश, संहति-बिंदु के दिये हुए निर्देशांक है । रेखा अत्पाश है-- 
&%--* (40?4-४॥१ 0, 48% ; 
अतएव गतिज ऊर्जा निम्नलिखित होगी 
प्प्ल्द्रा (67430 $*) ; 
जैसे (78.50) में, स्थितिज ऊर्जा होगी 
एज्कह[ ००४१: 
और इसलिए 
(3) स्न्न स्जि 8 (02+आए% 9 $9--#हु ००९ - 
और अब लछाम्रॉँज नमूने का यंत्रवत्‌ परिकलन चल पड़ता है। अचर गुणनखडों पे 
भाग देने के उपरांत, 9 तथा $ के अवकल समीकरण निम्नलिखित होगे 


(4) हैं --४४ 0 ८०४9 हैं? कम 00५ 


वे हु 
पक (४ क्ष॥१ 9 $) 55० - 
इनमें का द्वितीय समीकरण (78.8) से सहमत, क्षेत्रफलीय बेग के अविनाशितत ते 
नियम है । देखिए कि यहाँ हम उस परिकलन को बचा गये हैं जो पहले दी हुई विद 
में इस समीकरण के पहले आवश्यक रूप से दिया गया था । समी० (78: 


३५ लाग्रॉज समोकरणों के उपयोग-प्रदर्शक उदाहरण २६१ 


क्षेत्रफकीय वेगाक (/ की सहायता से समीकरणों (4) का प्रथम यों छिसा जा 
सकता है-- 
(२८050 ९ 
ब्न्फा उप +570 . 
# हरे 0 द्प (हर 
दक्षिय पाईर्व का द्वितीय पद गुरुत्वाकर्पी एंठ 


[[>्काए 50 , 


के तुल्य है, जो (34.7) के भाव में कोण 450 के सगी बल का व्यापकीकृत घटक है। 
प्रथम पद (34-77) के भाव में एक बनावटी छाग्राज बल है। इस बल का उद्गम 
यह तथ्य है कि गोछे पर जिन रेखाओं पर कोण 0 मापा जाता है, वे समातर 
नही जाती बरन्‌ ध्रुव से जपसरित होती है । 

यह शिक्षाप्रद होगा कि इस उदाहरण में छाग्राज समीकरणों के उस विस्तरण 
का अनुप्रयोग किया जाय, जिसके लिए समी० (34-77) में, 0 तथा € के साथ 
आधिक्य-निर्देशाक # का प्रवेश करा, तैयारी की गयी थी | अब, अवश्यमेव, / सबंध 
775 द्वारा निश्चित है। फिर भी इस निर्देशाक में हमारी अभिरुचि इसलिए है 
कि गुणक ) द्वारा वह हमें गोले के तछ पर सहति-विदु का दाब, या, जो कि वही 
बात है, लोलक को अवलूवन रज्जु में का तनाव, प्रदान करेगा | प्रसगानुकूछ अवकछ 
समीकरण प्राप्त करने के लिए केवल (3) के स्थान पर 


(5) प्व्ार +7202+7*9॥0 67) -#छ/ ८००50 


रखकर निम्नलिखित एक तीसरा लाग्रॉंज समीकरण बनाने की आवश्यकता है जो 
(4) के दो समीकरणों के साथ जोड़ दिया जाय 


(०) 


र्क आ-॥80: हर आंग70$% जै॥(९००8 0 >|े।. 








समी ० (34.77) में आयी हुई राशि 20६ ६६ को हमने # के वरावर रख दिया है, क्योंकि 
समी० (78.7) से सहमत होने के लिए हमने प्रतिवंध /-- को निम्नलिखित रूप में 
लिख दिया है 


कल्डे (8-/)-० 


श्द्र्‌ यांश्रिकी के समाकल परियमन संबन्धी सिद्धांत ६२५ 


यदि रन और 7557-८० कर ले तो (6) से परिणाम निकछता है 
(7) गेनत्आए ००४ 0-॥(07--90%. » - 
यह (78.6) से सहमत है यदि वहाँ समकोणीय निर्देशांकी को 0, में ह्पान्तरित 
कर छें। लाग्रॉज की व्यवस्था से ऐसे परिकलन से हम एक बार फिर बच जाते हैं। 
(३) युगल लोलक 

यहाँ आकृति ३८ (पृ० १५०) कोणद्य ४ तथा ७ उपयुक्त निर्देशाक गण 
4५ हैँ । $ 2: के सकेतन मे लिखते है 
(8) अन्य आर, #चतऊआ$+ जंग ९, 

$/७०7.८०5 $, #-०7.००४$ $+ ८०५ ५५ 

इनसे निम्नलिखित विलकुर ठीक सबंध प्राप्त करते हू 


पलट मि+४)+ 7 पल) 
बडे नि कर के दूं इ+-क7०० (8-9) 


लत 48 (--॥8)5--(2/+-क) € 7. ८००४३-कर्ट्रा ८० ए- 
अंतिम पदपुज का चिह्न ऋणात्मक है, क्योकि € तथा 3 गुरुत्व वक्त की दिशा में धता- 
त्मक लिये गये हूं । यहाँ 7-7 द्वारा बने हुए छाग्रॉजीय को ॥ लवदा ग्रीक अक्षर 
कहेंगे, क्योकि 7, छोलक अवछवन की लूवाई के लिए छिया गया है। तो निम्न 
लिखित प्राप्त करते है -- 


हक च्त्न- गो नीकाा। ८०05($-- 9)%, 


१ है 
क्र ज््ञआफ्ू+क्रार 205 (#-9) $, 


कली चन्‍यशिधन-कोहा: जा ढ़-कय | झा 6-9)8% 


छे ४; ] 
क्ल5 नाश आय एम 7. घंए ($-- ४)४९४५ 


द््झ५ लाप्रॉज समोकरणों के उपयोग-प्रदर्शक उदाहरण रधरे 


इन संबंधों से छाग्रांज समीकरणों को लिस डालने के लिए हम तुरंत ही # तथा 
9 को अल्पराशियाँ मान छेगे । तो & जौर ४ भी उसी प्रकार के परिमाण की राशियाँ 
होगी जैसे कि $ और ७, अतएवं उनके वर्गफल्गे की उपेक्षा कर सकते है । तो प्रस्तुत 
समोकरण निम्नलिखित होगे 


- हा 
वेकक म  ? 


2 ढ+[४< 
(9) या । है] 
#कीृशच्टया ४: 
ये समीकरणों (27.3 ) के सर्वसम हूँ , केवछ इस बात की आवश्यकता है कि निर्देशांक- 
कोणो $ ५ से निर्देशाक-दूरियों 2५.४ को चला जाना होगा । इसके छिए रूपातरण 
समीकरणो (8) का उपयोग करेगे, जो अल्प $, ७ के लिए निम्नलिखित में सरली- 
कृत हो जाते हे 
चल रु »ऐ न 
समीकरणो (9) तथा (2.3) के द्वितीय समीकरणो के छिए सर्वेसमता तो प्रत्यक्ष 
है। प्रथम समी० (9) और प्रथम समी० (27.3) के लिए भी यह सच है, वशर्ते कि 
दक्षिणी अग में ५, के छिए उसका द्वितीय समी० (9) में का मान प्रतिस्थापित कर 
ले। अतएव दोलन प्रक्रिया का (27.3) के बाद दिया हुआ विवेचन प्रस्तुत समी- 
करणो (9) पर तुरत ही छागू है और यहां दोहराने की आवश्यकता नही । 
विपय समाप्त करने के पहले हम जोर देकर कह देना चाहते हैँ कि प्रस्तुत औप- 
चारिक विवृति में केवछ लोलक रज्जु | मे के तनाव की कोई चर्चा नही की गयी है । 
जैसा कि १५० पृ० पर दी हुई पाद-टिप्पणी में पहले ही कह आये हूँ, छात्रॉज के गति- 
समीकरणो में यह तनाव निकाय की आतरिक प्रतिक्रियाओं की भांति अंतनिदिततया 
समाया हुआ है । 
(४) भारी संमति लटूटू' 


इस समस्या के चिरसम्मत निर्देशाकगण 4, यूलरीय कोणत्रय 0, $ तथा ९ हूँ 
(0 और $ पहले ही (25.4) और (26.54) मे प्रस्तुत किये जा चुके हं) । 


4. प्र६३एपए $ञग्टापंत्यों +09- 


रघड यांत्रिको के समाकछ परिणमन संबन्धी सिद्धांत ६.२५ 


उनकी तथा उनके संगत कोणीय वेगों की हम निम्नलिखित आकृति द्वारा 
व्याख्याक रेगे 





आकृति ५२. यूलरीय कोणो 9, $, ५ तथा उनके भाव की व्याख्या 
(2<-ऊर्ष्वाधर; 225लदूदू का अक्ष; :--आकाझय में स्थित क्षैतिज 
रखा; >+-लछदूदू मे स्थित, उसके निरक्षीय समतल में रेखा) । बक्षों 
का इस प्रकार का अकन पृ० १३९ पर श्रवेशित निर्देशाको की प्रणाली 
के अनुरूप है 
१. 0 ऊर्ध्वाधर और लट्दू के अक्ष के वीच का कोण है; 0 पात-रेखा' के प्रति 
का कोणीय वेग है ॥ पात-रेखा इन दोनों दिशाओं से लूववत्‌ है। 
२. ४ वह कोण है जो पात-रेखा, क्षैतिज समतलत में एक निश्चित दिशा, 
जैसे कि £-अक्ष, के साथ बनाती है; $ ऊर्ध्वाघर के चारों ओर का कोणीय 


चेग है । 


शा, 


4. ॥घ6 0०६ ग्रेठठ65 


ड्रेप्‌ लाग्रॉज समीकरणों फे उपयोग-प्रदर्शक उद्यहरण २६५ 


३. $ वह कोण है जो पात-रेखा लट्टूके निरक्षीय समतल में एक निश्चित 

दिशा, जैसे कि >-अक्ष, के साथ वनाती है; # छट्टू के सम्मिति-अक्ष के प्रति का 
कोणीय वेय है । 

ये 0, $, ४ कोणीय वेग सदिशय ७ के पुर्णपदीय परंतु वक्रीय घटक हैं, न कि 

७, ०४० ०५ जो कि घूर्णनवेग के ऋणुरेखीय परतु अपूर्णपदीय घठक थे । नीचे दी 

हुई सारणी (70) दोनो घटक-जुटों के बीच की दैशिक कोज्याएँ दिखलाती है । 

सारणी 0,$, 9 के घूर्णन का नाव भी देती है (दक्षिणावर्त पेच वाला कायदा )--+ 








१ 9.| $ 
० ९05 ९ 0 हा 0आवढ 
(70) चायना ज5 अजि-++-++++-++ 
७७ न-ञ३ढ 0 0 ८05४ 
७३ 0 १५4 ८050 


प्रथम दो स्तंभ तो १ तथा ३ में जो कुछ कहा था उससे प्रत्यक्ष प्रकार से निककू आते 
हूँ । तीसरे स्तभ को समझने के लिए, देखिए कि ऊर्ध्वाधरतया लक्ष्य करते हुए सदिश 
९ का निरक्षीय समतऊ मे प्रक्षेप ४ अं 8 है। अपनी पारी में यह सदिश निरक्षीय 
समतल में ७, तथा ०६ के सामने दिये हुए दो घटको में खडित होता है, अर्थात्‌ ऋमशः 
फ भंत्र 0 भय $ और ४ ञआ। 0 ८०५ $ में । 
देखिए कि प्रस्तुत सारणी, $2 में दी हुई अनुसूचियों से असदृष, केवल बायें से 

दायें को ही पढ़ी जा सकती है, ऊपर से नीचे नहीं॥ उसकी पवितयों से अब हम 
प्राप्त करते हूँ :-- 

७3 5९05 8 0 दर 75] नि 
(गा) ७2००-आ॥ $0 |-भं 9 ८05 69४ , 

७9275 $-- ८05 0 है) ४ 
और (77) के प्रथम दो से 


(7) छान ण्ट्रन्न्ीनि घो09% डे 


२६६ यांत्रिको के समाकल परिणमन संवन्धी सिद्धांत ६-३५ 
अब 7५5०7 रखकर, पदपुंज (26.77) निम्नलिखित हो जाता है 
(े -उ 0+आ० ३१) +2- 9-० ०) , 


गुरुत्वाकर्पीय स्थितिज ऊर्जा 77 के छिए समी० (25.6 ८) के प्रभाव से आप्त 
करते हूँ 
03. स्ल्वानहन :-पीनआए$0+-2(+५०४)१--२०७ 8 
65. हक 
अतएव 2. स्थान-निर्देशको # और $ से स्वतंत्र है और केवल उतके समय के साथ 
के परिवर्तन पर निर्भर करता है। कहते है कि $ और ९ चक्रीय (०7०८०) 
निर्देशांक हैं। इस नाम की उत्पत्ति घूर्णनयुक्त पहिये के गत्यात्मक व्यवहार पै हैई 
(संस्कृत में पहिया>चक्र, जिससे चक्तीय बना, ग्रीक [६८००० से निकला) । 
थह व्यवहार पहिये के क्षणिक स्थान से नही उसके परिक्रमण की चाल से निर्धारित 
होता है। अतएव हर 
727. 27 
कक 
तो छाग्राँज के समीकरणों में राशियों 


के समय-अवकलजों को शून्य हो जाना चाहिए । पिछले प्रकरण के अंत में हमने इन 
राशियों को $ तथा ५ के सगी व्यापक्रीकृत घूर्णवुद कहा था। यहाँ से आर्य उन 
2 ढारा सूचित करेगे। तो व्यापकतया छिखेगे 

भर 
(74) हर 
अब दृढ़तापूर्वक कह सकते है कि यदि निर्देशाकव्‌ द 4६ चकरीय हों तो चक्रोय निर्देशाकों 
के सयुग्प घूर्णव्‌ंद 9६ गति के समाकल (अर्थात्‌ समाकलन वृद) हूँ । प्रस्तुत स्विि 
में इन नियताकों की गरिमा पृ० १८३ के (25-6) से हम पहले ही से जानते हैं । तो 
(75) 7 च्गीय ५+ 2(चत्यी 


द्डे५ लार्ग्राज समोकरणों के उपयोग-प्रदर्शक उदाहरण २६७ 

पहले पृ० १८८ पर, लद्टू के स्थान-निर्देशाकों के पदो मे इन नियताकों के व्यंजनों की 

कमी थी। ये अब व्यापक कायदे (74) के अनुप्रयोग से व्युत्पन्न किये जा सकते है-- 
/ 

#$० हर चत्व3(* +-८०५ ४ ) 


95 ही हे कि 
2५ ता करत आ770 ७+73 ००५ 0 ($+८००५ 0९) 
४. 89 


(76) 


(75) और (३6) का सयोग परिणाम देता है-- 
(7) #-+८०४० ५७ रड + 


3 
आए 0५५३// --2//८०४ 0. 
समीकरण (7) छाग्रांज समीकरणों में से दो की अतवंस्तु खाली कर देते हैं । तीसरा 


लाग्रॉज समीकरण “0 की परिवर्तत-दर व्यक्त करता है-- 
परिवर्त थ्ः्‌ 26 
(78) 20 की न दर ह| पुत्री 0, 


और यदि $ तथा एं के निरसत के लिए (77) का उपयोग करे तो निग्नलिखित 
हो जाता है 


/- 0/८05 9) (0/” ८०४ 0-- //) 
0 ( 0 
(9) था 4. शाए 6 वरिशण 








दक्षिणाम 0, जो रू से आता है, न केवल वह गुरुत्वाकर्पीय प्रभाव समाया हुआ है 


जिससे हम (25-4) हारा परिचित है, वरन्‌ उसके अतिरिवत एक बनावटी बल भी 
समाया हुआ है, जो व्यवहृत निर्देशाक-प्रणाली की प्रकृति का परिणाम है, जैसा कि 
हम पृष्ठ २५८ से जानते है । 

समी० (79) मे व्यापकीकृत लोलक समीकरण का गुण है। उसके समाकलून 
पर रुकने की आवश्यकता नही, बयोकि हम ऊर्जा 
(२०) प्र+ए--8 
का समाकल ले सकते है, जो (79) के प्रथम समाकल के परिणाम से सर्वंसम होगा । 


२६८ यांत्रिको के समारुख परिणमन संबन्धी सिद्धांत डर 


आइए एक वार फिर (77) की सहायता से समी० (72) की $ तथा 
राशियों का निरसन करें। तो (20) प्रदान करता है 
या के +-2/८००५० )2 5, प्र 
(2) रु ( ४ [ का) नं श्र न-22८0$ 0-7: 
यतः समी० (27) के त्तीत समाकलाक 22, 2/” तथा .5 है अतः लटूडू की 
समस्या के छिए वह प्रथम कोटि का व्यापक समाकल होगा। अंत में, जैसे कि 
$ 38 में गोलीय छोलक के लिए 0 और 0 को 
८05 0 --॥; क हंय क्च्या 
से प्रतिस्थापित कर छेते हूँ । तो हम प्राप्त करते है 


(गे (2-०७) 
जहाँ । 
(23) ए(0 हि डक ध्द दर हर । ४ )- (४-४८ ) ड़ 


यत. ए (४) है # में तृतीय घात का वहुपदी', समय ४ प्रथम प्रकार के दी 
वृत्तीय समाकल द्वारा दिया जाना चाहिए, जैसे कि गौलीय लोलक की स्थिति में। 
अर्थात्‌ 

१। 4 
(24) मच तप पु 

फण्ड ४ 
दिगंश कोण' ५ समी० (77) से तृतीय प्रकार के दीषवृत्तीय समाकल हार दिया 
जाता है (देखिए पू० १३५) | इस प्रकार 


१4 
24/-3/#. कक 
(25) जा (7-४) हिल 
अब पृ० १३३ की आ० ३९ के बाद दिये विचारों को दोहरा सकते हें और आ० ५३ के 
प्रतिझप पर पहुँचते हे । लद्दू के अक्ष का मात्रक गोले पर अनुरेखण' अक्षाय्ों 77४4 


3. एणएआ०्मांव्ग॑ 2. पद्6 ब्याणप्धा आहट 3. 8८८ 


६.३५ लाग्रॉज समीकरणों के उपयोग-प्रदर्शक उदाहरण २६९ 


तथा ४5०४ वाछे दो वृत्तों के बीच, उनको स्पर्श करता हुआ, आगे पीछे दोलित होता 
है। स्पर्शता विंदुजी पर, जैसा कि आ० ५३ में दिसलाया है, अनुरेसण मा तो केवल 
(स्पर्श करता हुआ) निकल जाता है या एक फदा बना देता है; फदा निशिताप्र' 
में भ्रप्ट हो सकता है। प्रत्येक दोलन में छट्टू का अक्ष (सर्देव) उसी दिगंश कोण 
5७ से आगे बढ़ता है जो, (78.5) के सदृश, समी० (25) से तृतीय भकार के 
एक पूर्ण दीर्घवृत्तीय समाकलन से प्राप्त होता है । 

एक विशेष वात यह कि यदि लट॒टू 
ऊर्ध्वाधर के प्रति एक सम पुर सरण 
करता है तो आवश्यक है कि समातर 
वृत्तदय ॥। तथा ॥५ एक ही में मिल ८४*५० 
जायें। उस स्थिति में आ० २९ 
(पृ०१३३) के वक्र 7/(४) को भुजाक्ष' 
का नीचे से स्पर्श करना होगा । इससे 
ज्ञात होता है कि भारी लटूदू का 
समपुर.सरण गति का एक विद्येप रूप 
है (परंतु जब कि बलो द्वारा अनि- 
यत्रित लदूदू के छिए वह गति का आऊक्ृति ५३. मात्रक त्रिज्या के गोले पर 
व्यापक रूप होता है) । भारी समित लट्दू के अक्ष का अनुरेखण 


८६८, 





यदि दोनो मूठ ४४ और ४५ विछकुछ ठीक सपाती न हो, केवल सपन्निकटतया 
ही हो, तो अब भी ऐसा ही जान पड़ता है कि ऊर्ष्वाधर के चारो ओर छट्दू का अक्ष 
समभाव से ही आगे बढ़ रहा है । परंतु ठीक-ठीक परीक्षा करने पर हम देखेगे कि इस 
आगे बढ़ने पर छोटे-छोटे अक्ष-विचल्लन अध्यारोपित है, जिनके कारण वह होता है जिसे 
““छद्य-सम पुर सरण” कहा था । लट्टुओ के साधारण प्रयोगी मे इसी प्रकार की घटना 
लाक्षणिकतया देखी जाती है। साधारणतया उसके किनारे पर रूपेटी डोरी को 
शीघ्रतापूर्दवंक खीचकर, लद्टू के अक्ष के चारो ओर जितना बड़ा हो सकता है उतना 
वडा कोणीय सवेग प्रदान कर, उसे उसकी नोक पर एक सकोटर पात्र' में अति साव- 
धानी से रख देते हँ कि उसकी गत्ति को कोई बोधगम्य पाश्विक आवेग न लगे । 


. (9. 2. 2जा5 ० ब्फैडसंडड2८..4. बच 4 ४०० छा 


२७० यांत्रिडों फे समाफल परिणमन संबन्धी सिद्धांत ६३६ 

इस व्यवह्यार को यों समझाया जाता दे कि ऐसे प्रयोग में आदि का कोषोम सवेग 
3/, सम्मिति-अक्ष के पास होता है। यही वात प्रारंन के पूर्णन-अक्ष के छिए घावों 
विधि से भी मिकछती है। अतएय पूर्णन-अक्ष पहछे तो आकृति ४३ के मात्रक गो 
पर एक छोटे से परिषय की रचना करता दे। इस परिपय को स्पर्श करते हुए 
समांतर वृत्तद्य, ४+६॥॥ तथा ४5-॥६ आस-पास के पड़ोसी हूँ और सारी गति भर में 
पास-पास ही रहते हैं, जैसा कि आ० ५३ के व्यापक चित्रण से देसा जा सकता है। 
कोणोय सवेग (मोमेंट) और इस लिए कोणीय वेग (वेलॉसिटी) भी पहले अल्यविक 
होते हैं और, घर्षणकत हानियो को छोड़कर, वे भी गति भर में अपरिवरत्तित रहते हूं। 
अतएव अक्षविचलन बहुत ही द्रुत और प्रायः दृष्टि-अगोचर रहते हैं। लदृदू गुछव 
बल से प्रभाषित होने में बहुत ही अएचि दिसछाता-सा जान पड़ता है; उसके स्थान 
पर सतततया गुरुत्वाकपंण के बल के समकोण “पार्ब्वगमन” करता रहता है। यही 
वह मिथ्याभासी व्यवहार है जिसने शताब्दियों से अनुरागी (एमेच्यूर) एवं प्रवीण 
(प्रोफेशनल ) दोनो ही प्रकार के जिज्ञासुओं का चित्त नृत्यमान छदूदू के सिद्धाते 
ओर. आकपित कर रखा है। 

$ ३६. लाग्रॉज समीकरणों का एक अन्य व्युत्पादन 


इसमें कोई सदेह नहीं कि व्यापकीकृत निर्देशाकों के लिए लाग्रॉज समीकरणों का 
हैमिल्टन के सिद्धांत से व्युत्पादन स्पप्टता और सक्षिप्तता में अनतिक्रात है, परत 
फिर भी ऐसी भावना होती है कि वहू कुछ अस्वाभाविक-सा ही है। विविध गत्या- 
त्मक घरराशियों के जो रूपान्तर संवधी गुण-धर्म ह और जो लाग्रॉज समीकरणों का 
अंतर्भाग बनाते हूं, उन पर प्रकाश नही पड़ता । आगे दिया हुआ व्युत्पादन इस कमी 
को पूरा कर देगा। 

हम किसी ्ा (# तीन से विभाज्य) संहति-विंदुओं वाले ऐसे निकाय पर ध्यान 


केंद्रित करते है जो किन्ही भी (स्वेच्छ) नियंत्रणो के अधीन हो । सरठता के लिए 
नियत्रण पूर्णपदीय निर्वाचित किये जाते है । यदि निकाय की स्वतवता-सख्याएँ / हो तो 
नियत्रणो की सख्या ४-- होगी । हमारा सकेतव समी० (34-2) का होगा। 
निर्देशकों को समकोणिक मान लेये और उन्हे >9,5%७--०७ केहेये। इसी अकार 
बाह्य बलो के घटकों को 27:,>9,...,, मान छेगे। अत में अपने सहति-बिदुओं 
के सवेगों के घटको को &, £., ६ कहेंगे । उन्हें क, /8४- -78 कहना अच्छी 
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होता, जैसा कि (35-74) में किया था, परतु यह सकेतन व्यापकीझृत निर्देशाकों के 
लिए व्यासिद्ध रसेगे। तो 


(7) पन्ना व चता,2, - 
जहाँ ॥॥ निस्सदेह, तीन-तीन के समवायों में बरावर हैँ । हमारे निकाय की गति 
लाग्राज के प्रथम प्रकार के समीकरणो (2.9) द्वारा वर्णित है। प्रस्तुत सकेतन 
में ये होगे 
है 
(2) दि सज्जन 2 मे | रा नी 0 भी] 
ध्र्त्त्किः हा 

अब व्यापकीकृत स्थान-निर्देशांकों, .॥ - -५१/ का प्रवेश कराते है ॥ इनका 
निर्वाचन इस प्रकार किया जा सकता है और करना होगा कि, ठीक (34.2) की 
आंति, ये ४-[ प्रतिवध, 77 (४-50, सर्वेसमतः सतुप्ट हो जायें तो नये और पुराने 
वेग-निर्देशाको के वीच समीकरणो (34.29) वाले सबंध होने होगे । इन्हें हम & के 
लिए हल करते है और निम्नलिखित प्रकार से, लिखते है 


रा ॥॥ 
(3) ब्धत्छ, गापुछ 79%]: 0५ 
चना 

ये 40 समी० (34.2) में 7; कहे गये थे तथा ४५ ७ के और इसलिए, 
जैसा कि $ ३४ में जोर दिया गया था, १.-:-५/ के भी फलन है। देखिए कि पुराने 
और नये स्थान-निर्देशाक तो एक स्वेच्छ विदु-रूपातरण द्वारा संवधित है, परतु वेग- 
निर्देशक रैखिकतया रूपातरित होते है और उनके गुणाक स्थान-निर्देशाकों पर निर्भर 
करते हूं । 

तो बल के घटकों का रूपातरण गुण क्या है ? नये वल-घटको को ९२६ कहेगे 
और (34.7) की भाँति उनकी परिभाषा आभासी कर्म की निदचरता द्वारा करेगे, 
अर्थात्‌ 

हि का है 

(५) भार > 2 %+ चूत (वे. 


उक्त हिना 


रणज्र यांभिकों के समाकल़ परिणमन संवन्धी सिद्धांत ३३६ 


अब हम आभासी से वास्तविक विस्थापनों और इनसे संगत वेगों तक चढ़े जाते हैं। 
(3) के प्रभाव से समी० (4) यों हो जाता है 
रज हज 
(4०) >क १52 > 225 48 का 
शच्च्य  आ 
अ से असदुश, ये ६६ परस्पर स्वतंत्र हैं। अतएवं (44) के दायीं तथा वायी ओर के 
गुणाक वरावर होगे, जिस कारण 
१ 
(5) ९:०० करें; टन, “रथ 
4 
यह रूपांतरण (3) का पक्षांतरण' हुआ। (3) में तो / पर योग होता है, (5) 
में / पर। स्पष्ट रूप से लिखें तो यह होगा-- 
हम सूद घु: ८242 (००० ०«०, 3. (चाय: ची०तलल 
&2 5००१४ +०ढ३ ७ >++**« ». +(चकाअें। न-ढाडें4 न ५*+ ० १ 
अतएब पक्षातरण ८६ और ८4 के मिथ-परिवरत्तन से बना है । हम कहते है कि बल 
के घटक बेग-निर्देशांकों के प्रतिपरिणम्यतया रूपांतरित (या उनके “प्रतिगमक”) 
होते है ॥* 
संवेग के घटकव॒द बल के घटकों के सदृश् रूपांतरित होते है, अर्थात्‌ उनके 
अनुपरिणस्यतया', क्योकि सवेगों को उन आवेगी वलों की भांति समझ सकते है जो 


(+) व्यापक आपेक्षिकता के बाद में यह प्रया है कि एक उपसिलेखत (फ*, 
20) द्वारा ९ तथा उस 9 (जिसकी परिभाषा अभो की जानेवालो है) जँसो 


राशियाँ सूचित को जायें, जो उत थु+ से प्रतिपरिणम्यतया रूपांतरित होती हों 
(अर्थात्‌ जो उनके “प्रतिगमक” हों) । परंतु हमारे विचार में इस प्रथा का, जिसका 
व्यापक आपेक्षिकता में इतना महत्त्व है, यहाँ त्याग किया जा सकता है। 


4. प:४०590४८. 2. एन्पर्य्य्ड्प्व्वीव्यध 3- टर्र्थ्पंब्पधज 
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आदि रो विराम दशा याछे हमारे सदति-दिद्दनों गो याछिि वेय प्रशन करे # । 
यदि नये को १४ कहें ती थे घुराने ई। के पद्े में निम्भलिसित संबंधों दारा 
स्थता हिसे जा सरते हँ-- 





॥(॥ 
(७ कल प्र 

5 

ड्ल्ड 
ये |५ के परिभाषक समीकरण है । यह परिभाषा उरा भही है परलु 
अपिर सार्थक रूप दिया जा सरता है । ऐसा करने के छिए गतिज ऊर्जा को, 





सहज ही 
कि 





पृ० २५० पर, एक बार तो | का फटन और दूसरी बार > का फडन समझिए । दीनों 
व्यजनों का भेद, जहाँ बढ़ी आवश्यक हो, हम 
या 
पु ् 


लिपकर बतायेंगे । तो निम्नलिखित बनता है 


£तड 0५, 24६ 


कोप्ठक इस बात की यांद दिलाने के लिए है कि कफ के लिए जवकछन करने में हमें 
१६ भों को तथा सभी ५६ जो को भी (7£/) स्थिर रफना पड़ेगा । समी० (3) 
के जनुसार कोप्ठफों के बीच का पद केवछ मात्र &« है। दूसरी ओर, प्रारभिक 


ब्यजन 
क््क 39 ४ रो 


प्रकेटतया प्रदान करता है 


(7) ०7. पु 27. हे ] 





9१८ 
अब हम मान सकते हूं 


वर 4, से स्वत एक*विभव 92. 
हैं, और तब लाग्रॉजीय 7... 7: 
च्खि 


से व्युत्पप्न होने योय 
9 का प्रवेश करा देते है; 
सकते हू 


पो (9)को इस तरह भी 
(9०) 


०क 
हे. कर (5.73) में पु 2* की परिभाषा को हमले पूर्ण व्यापक्तया ठीक 
सिद्ध कर दिया | 
व हम ऐसी स्थिति मे हैं कि गति-समीकरणो (2) को व्यापक्रोकृत निर्देशांको 
में रुपातरित कर सकते है । इसके लिए उन्हें ययाक्रप्त किम्रिन्न ८, (६००7,2.--०) 
के. कर / पर यो कर देह? 8. «५ * 
पो समी० (5) जे दक्षिणाय का प्रथम पद 
(7०) 


अब समी० 
(ग्ञे हा 
समी० (3) को तुल्य रूप ४ 
वैध +> ड्गः बंव& 
में लिसने से तथा 2६ 


छोड़कर अन्य सब £ स्थिर रसने से अह अत्यक्ष हो जाता है 
भव (77) क स्थान में भी यह छिस सकते हूं हे 
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१] ् 
चाय कम 
2 कप 2. ०१६ 
स्न्च्‌ 


परंतु (34.2) के अनुसार ठीक ४्टकि।, के लिए ही 7१, ओं को, 4६ ओ के 
निर्वाचन से, सर्वसमतः शून्य बना दिया है ॥ अतरब 4६ के लिए #,, के आशिक 
अवकलज भी पून्य हो जाते है । इसलिए हमारे समीकरण का दक्षिणाय (70) के 
रूप में लघुझृत हो जाता है। वामाग, 


ञ ॥. ४6 


निम्नलिखित में रूपातरित हो जाता है 


47५ . 7५ 2 
03... कह म्पण 2.६ + तक फ््स 


इसमें (6) और (72) का उपयोग किया गया हैं। अतिम योग इस रूप में लिखा 
जा सकता है 





>> #4%३0, + इक मे परआढथ च- बढ प्र. 


22% + 
यहाँ 7" का सकेताक' 4, यह स्मरण कराने के लिए है कि (६ के लिए अवकलन करने 
के पहले 7' को १, है के फलन मे परिवत्तित करना होगा । तब (73) का दक्षिण 
पार्षद निम्नलिखित हो जायगा 


470 _ 877 

730 28 252 

(73०) दा त 
इसे (70) के बराबर होना है, अतएव हम अंत मे प्राप्त करते हैँ 
(74) ४2 श7 ० 


बंध... हक म्कः ह्ब्‌ः 
(9५) को विचार में छाते हुए देखते हैँ कि यह छाम्रॉन समीकरण के (34.6) वाले 
हूप से, या, यदि स्थितिज ऊर्जा के अस्तित्व को न माने तो (34-8) वाछे उस के रूप 
से, समर्वसम है। 


. [ततब्द 


२७४ यांतिको के समाकल परिणमन संवन्धी सिद्धांत रे 


इसका दक्षिणांय (6) के दक्षिणांग से सर्वेसम है । अतएवं निम्नलिखित परिणाम 
होता है 


े क्या 
9पु& 
अब हम मान सकते है कि वाह्म वल धु, से स्वतंत्र एक-विभव 7 से व्युलन्न होने मोय 
हैं, और तब लाग्रॉजीय 7,-« 7-० का प्रवेश करा देते हैं, तो (9)को इस तरह भी 
लिख सकते हूँ 
2 
(ग हल 
६ 
इस प्रकार (35.74) में पुर्वंभावित 9५ की परिभाषा को हमने पूर्ण व्यापकतया ठीक 
सिद्ध कर दिया । 
अब हम ऐसी स्थिति में हैँ कि गति-समीकरणों (2) को व्यापकीक्षत निर्देशारों 
में रूपातरित कर सकते हूँ । इसके लिए उन्हें यथाक्रम विभिन्न 4५ (६-770% श)े 
से गुणा कर £ पर योग कर देते हैँ । 
तो समी० (5) से दक्षिणाग का भ्रथम पद 
__827 
(7०) (२४55 व्क 
हो जाता है। दायी ओर के द्वितीय पद में *,, का गुणनखंड होगा 





(00 





ब्म् ः 
(77) >> 4,४. प्क्ण ध 0६007 के लिए । 
क्च्च 
क्षव समी० (3) बतलाता है कि 
४ 
(72) 4 ब्क 


समी० (3) को तुल्य रूप 

वैदानत 24, बंपर 
में छिखने से तथा 4५ को छोड़कर अन्य सव 4 स्थिर रखने से यह प्रत्यक्ष हो जाता है 
अब (१7) के स्थान से भी यह लिख सकते हूं 
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का तप भी. 
>>. श्ध्र सका. त्वूर 
क्ख्य 
परंतु (34.2) के अनुसार ठीझ # 7, ४के लिए ही 7, थो को, क भो के 
निर्वाचन से, सर्यसमतः शून्य बना दिया है। जतशय हू के लिए 4 | के जाशिक 
जवकलज भी शून्य हो जानते हू । इसलिए उमारे समीकरण का दक्षिणाग (0) के 
रुप में लपुट्त हो जाता है। यामाग, 


5.४ 


निम्नलिसित में रूपातरित हो जाता है 


; व बी र्बत्द 
73 कम भम गण _ प्री पथ 
( ) फ् ४६ $॥ + 2] व तः दा र ढ्ष्व्कृ 
इसमें (6) जोर (2) का उपयोग फ़िया गया है। थतिम बोग इस रूप में छिपा 
जा सऊता है 

१ था, 

कप ॥ १ ्ज क्र 55, 4 7 5 
यहाँ 7" का सकेताक' 6, यहू स्मरण कराने के लिए है कि (६ के लिए अवकलन करने 
के पहले 4" को थु, । के फलन में परिवत्तित करना होगा | तब (73) का दक्षिण 
पारव निम्नलिखित हो जायगा 


[ 3०) 4६ 97 

५ ] स्का ते 

इसे (0) के बराबर होना है, अतएव हम अत मे प्राप्त करते है 
(4) 4878 _97 _ भट _ ० 


बा. बकू,. 24. ब्व: 
(94) को विचार में छाते हुए देसते है कि यह छाग्रांज समीकरण के (34.6) वाले 


उप से, या, यदि स्थितिज ऊर्जा के अस्तित्व को न माने तो (34.8) वाछे उस के रूप 
हे, समर्वंसम है। 


4. फल 


२७६ यांत्रिको फे समाकल परिणमन सम्बन्धी सिद्धान्त ६.३७ 


इस प्रकार हमने अपने विश्वास को दृढ़ कर लिया है कि लाग्राज समीकरणों के 
व्युत्पादन के लिए हैमिल्टन सिठात को जानने की आवश्यकता नही है; केवल मात्र इस 
बात की भावश्यकता है कि ततूसंवधित गत्यात्मक राशियों के रूपांतरणीय गुणधर्मों 


का सम्यक्‌ अध्ययन किया जाय। 
$ ३७. लघुतस क्रिया का सिद्धांत 


प्रकरण ३३ को समाप्ति में (प० २४९ ) हमने समाकछू सिद्धातों के मीमांसकीय 
गुण का उल्लेख किया था। यह शब्द इस भाव मे व्यवहृत होता है कि “किसी उद्देश्य 
से बना”; “किसी विश्येप अंत (परिणाम) की ओर निर्देशित”; “सभी संभव गतियों 
मे से प्रकृति उसीको निर्वाचित करती है जो अपने इष्ट-स्थान पर क्रिया के अल्पतम व्यय 
से पहुंचती है ।” लघुतम क्रिया के सिद्धात की यह अभ्युक्ति किचित्‌ अस्पष्ट ज्ञात होती 
हो, परतु है वह पूर्णतया उस गठन से सहमत जो उसके आविप्कर्ता ने उसे दिया था । 
इस सिद्धात के सूत्रीकरण में तल केवछ मीमासकीय वरन्‌ आध्यात्मिक विश्वासों 
ने भी भाग लिया था ।* मोपरत्त्वी ने अपना सिद्धात इस दृढ़-कथन के साथ अनुशसित 
किया था कि वही विश्वस्रप्टा की बुद्धिमानी को सर्वोत्तमतया व्यक्त करता है। 
+ जिस अंग्रेजी शब्द का यह पर्याय माना गया है वह है ;०४८०१०४/८० (देलिभोला- 
जिकल), //८०००४ए दो यूनानी झाब्दों से बना है: ६2५० या ६८००६, जिसका 
अये है अंत, उद्देश्य, संपूर्ण ; और !०8०5, जिसका अर्थ है,“शब्द” जिससे अंग्रेजी 
प्रत्यथ 087 ज्ञान की किसी शाखा के अर्य में बना १ देलिभोछाजों का शाब्दिक 
अर्थ हुआ उद्देश्य, भंत था संयूर्णता के लिए शब्द अर्थात्‌ तर्क-वित्तर्क । प्रकृति में प्रत्यक 
बात के लिए उद्देश्य होता है, इस जरय॑ में इस शब्द का व्यवहार किया जाता है । 
मौमोसा शब्द मान्‌ धातु पर दिका है, जिसका अर्थ है जिज्ञासा, अर्थात्‌ ज्ञान 
चाहूना या ज्ञान को खोज करना । हिंदी प्रामाणिक शब्दकोश के अनुसार मीमांसा 
का शाब्दिक अय॑ है--अनुमान या त्तक-वितक से यह सिद्ध करना कि कोई बात वास्तव 
में कंसी है। 
अतएव 7०००१०४४ के लिए “मीमांसा” दब्द उचित पर्याय है। (ईहदो अनुवादक) 
कह देने योग्य बात जान पड़ती है कि हिंदुओं के तत्वज्ञान संबंधी विचारों में 
एक विचार-पद्धति सौमांसा है। इसके दो भाग हे जिन्हें छे दर्शन शास्त्रों में से दो प्रदान 
करते हूँ । पुर्वे मौमांसा, या केवल सीमांसा के जन्मदाता जेमिनि कहे जाते हें 


इ्नरे७ जलघुतम क्रिया का सिद्धान्त २७७ 


छाइवनिज के मन में भी ऐसे ही विचार रहे होगे, जैसा कि उनकी रचना थियोडिसे' 
के शीरप॑-नाम से (जिसका अर्थ है ईश्वर की न्याय्यता) विदित होता है। 

मोपरत्त्वी ने अपना सिदात १७४७ में प्रकाशित किया था । उनसे कहां गया कि 
उन्हें छाइवनिज का सन्‌ १७०७ का एक पत्र देखना चाहिए (मूल पत्र खो गया है) । 
परतु फिर भी उन्होने अपनी प्राथमिकता का बडे जोझ के साथ समर्थन किया, यहाँ तक 
कि विवाद में उन्होने अपने पक्ष में वलिन अकादमी के प्रधान होने की हैसियत से भी 
जोर डाला । इस सिद्धात का गणित की दृष्टि से निश्चित रूप कुछ काल वाद ही 
यूछर और विशेष कर लाग्रॉज के हाथो मिला । 

लघुतम क्रिया के सिद्धात के ऊपर दिये हुए सूत्रीकरण में दो बातें स्पप्ट नही है । 

३. “क्रिया” शब्द का क्‍या तात्पर्य है ? स्पप्ट है कि यह वही चीज नही जो 
हैमिल्टन के सिद्धान्त में थी, क्योकि अब ऐसे सूत्रीक रण की बात है जो, यद्यपि हैमिल्टन 
के सूत्रीकरण से सबधित है, फिर भी उससे भिन्न है । 

२. “सभी संभव गतियाँ,” इस पदसमूह का क्या मतलब है ? यह अत्यंत आव- 
इयक है कि तुलना के छिए जिन सब प्रकारों की मतियों पर विचार करना है, उनकी 
डीक-ठीक व्याख्या कर ली जाय। तभी इन सव प्रकारों मे से उस वास्तविक गति को 
निर्वाचित कर सकेगे जो अधिकतम उद्देश्यपूर्ण या अनुकूल हो। 

प्रथम के बारे में--छाइवनिज ने गुणनफल 27' ८ को अपना क्रिया-अल्पांश' 
लिया था। जो कुछ आगे आयेगा उसमें हम भी निम्नलिखित राशि को फ्रिया- 
समाकल कहेगे 
(0) उ्ज [ गक . 


| 

मोपर्त्वी मे, देकार्द की भांति, सवेग ॥० को यात्रिकी के लिए मौलिक समझा 
था। अतएब मोपर्त्वों ने ॥४ ०४ को क्रिया-अल्पाश लिया। परतु स्पष्ट होगा कि 
एकाकी सहति-विंदु की स्थिति में छाइवनिज और मोपर्त्वी को परिभाषाएँ समतुल्य 
हैं, क्योकि 
(०) 27 4-॥० खॉ-क 2 वे 5. 
इसमें धामिक अनुप्ठानों के अतिरिक्त नेतिक अर्थात्‌ कानूनो और उपदेश्य के तकें- 
वित्तर्क भी दिये गये हे । उत्तर मीर्मासा व्यास-हृत मानी जाती है और आध्यात्मिक 
बततों संबंधी है, अर्थात्‌ वेदांत, वेदों का ज्ञानकाग्ड ३ (हिंदी अनुवादक) 

. फ्रढ०८००९,. 2. डाद्कफव्या ०६ उढ्तंका 


र्ज्ट यांत्रिफो के समाकल परिणमन संवन्धी सिद्धान्त ६३७ 


यह समता किन्ही-भी याँत्रिक निकायों को लागू होगी, वद्चर्ते कि क्रिया से निकाय 
के सभी सहत्ति-विदुओं के गुणनफलों, ॥:०, ८6% का योग समझें | 


दूसरी वात के बारे में--हैमिल्टन के सिद्धान्त में तुलना की जानेवाली सभी 
गतियों को हमने $ ३३ के (7) और (2) प्रतिबंधो से निरोधित कर दिया था। 
यहाँ (2) को तो हम रहने देगे परतु (7) मे तवदीछी कर देगे। अब, 8/5-० के 
स्थान में हम अभियाचना करेगे कि 
(3) १दि5०0. 

अतएव उन्हीं प्रक्षेप-पयों की तुलना की 
जायगी जिनकी ऊर्जा 22 वही हो जो कि 
अनुर्सधान-अधीन वास्तविक प्रक्षेप पथ की 
है। इस प्रतिबंध में स्वाभाविकतया यह 
अतर्भावित है कि प्रस्तुत सिद्धात केवछ उन 
ग्तियों के लिए ही वैध है जिनमें ऊर्जा 
संरक्षित रहती है, अर्थात्‌ विभवयुक्त बलों 
द्वारा कारित गतियाँ।॥ यदि वास्तविक पथ 
की स्थितिज ऊर्जा को 77 कहे, तथा परिणमित 
पथो की स्थितिज ऊर्जा को 77+992, तो 
(3) के कारण हम प्राप्त करते हूं 

(4) 0 7'+9॥7-0, 3877-:-ढ 7५ 

87,--09 7-- 9]7-- 28 7" 

इन बातो में प्रतिबंध (3) कारित 
परिवत्तंन को कल्पतादुष्ट करने के छिए आ० ५४--लघुतम क्रिया के सिद्धात 
हम आकृति ५१ का स्मरण करते हैं। में “प्रक्षेप-पथ” का परिणमन | कारण 
वहाँ परिणमन ०६ से संवधित दो बिंदु एक कि ऊर्जा परिणमित नही होती, प्रारंभ 
ही समय £ के थे। यह बात अब नही रहती के पथ का बिंदु 4 और परिणमित 
कितु परिणमित विंदु का समय अब £ नही. पथ का 4+०व्‌ भिन्न समयों £ और 
#+-०४ होता है (देखिए आ० ५४) | अतएवं /+० के होते है । वास्तविक पथ के 
यहाँ परिणमित पथ अत्दिदु को ४-६ पर अतविदु 2? को परिणमित पथ का 
नही पहुँचता, वरन्‌ प्रस्तुत आकृति की रचना विंदु (2 अम्यपित है। 





"६३७ लघुतम फ्रिया फा सिद्धांत २७९ 


के अनुसार, पीछे से अर्थात्‌ । के बाद। परिणमित पथ में विदु (? समय ००॥पर 
पहुँच जाता है, परंतु प्रारभके पथ में सगत-विदु द्वारा (जिसे भी (3 से ही जकित 
किया गया है) इसमे पहले के समय /-0॥ पर पहुँच जाता है। 

अब $ ३३ के परिकलन हम फिर से करले हूँ । उस प्रकरण के समोकरण 
(3)ओर (4) बंध रहते हूं, परतु समी० (5) को बदलना पड़ेगा, वयोकि जैसा वहां 
जोर दिया गया था, वह केवल ७-० के लिए हो वैध है। (33.5) को प्रतिस्था- 
पित फरनेवाला प्रतिव्ध हम निम्नलिसित का गठन करने से प्राप्त करते हूँ 

वं(४+ ०0) 
9७ न्क 

७) ४(४+) 7 के 
दायी ओर के जवकछों के भागफल को यह लिसकर रूपातरित करिए कि 





(४+%४) बंप व 5. 
७) 4 _ ४ कि 
4(४+ 94) 45 
पजजकर पता व कि है 
न (3) -४-7 (४) +--७ 


जहाँ एक से अधिक कोटि वालो अल्पराशियों के गुणनफलों की उपेक्षा कर दी गयी 
है। अतएव (5) से प्राप्त करते हूँ 
ध ु 

3&>5--- (0.४) -- &--- (७ 

ल्न्क् (0 58 व 00, 
या 

धर ऊर्ध 

(7) जल (3४) -+०४-+& जल (00). 
यदि इसे (33.4) में प्रवेशित कर दे तो हम निम्नलिखित प्राप्त करते है जहाँ 
सकेताक स्वेच्छ है। 
(8) ंड कपल पु ककेमो-अपेक-ी रक (»). 
समी० (8) & ही के लिए नही » और £ निर्देभांकों के लिए भी वैध है। अत- 


एवं (33.3), पहले की भाति (33.8) को पहुँचाने के बजाय, यहां निम्नलिखित 
प्रदान करता है 


२८० यांत्रिकी के समाकृछ परिणमन संबन्धी सिद्धांत ६.३६ 
ह। ड हु 
9) न्क्क कद (कैट -.)+% ५ नी-2:पैट:) 


व्ज्छ7५-277 हे (%)+ ड़, 


यहां (4) का उपयोग कर 
(9०) भिशा+-णि7++ 7 
रख देते हैँ। वैसा करने से (9) का दक्षिणाग 


ब्यिं 
(7०) ख्टेपा+27फ्रू 


हो जाता है। अब (9) को £, से ४ तक समाकलित करिए। इस प्रक्रिया में वामांग, 
प्रतिवंध (33.2) के कारण, शून्य हो जाता है। तो (70) के उपयोग से प्राप्त करते हूँ 
हि धर 
(77) | 3 7५/+2 || 748 प५-०. 
552 
परंतु यह निम्नलिखित के सिवा और कुछ नहीं है' 


4 
(पओ) 20 5 पद 0 
व है 


या, (7) का स्मरण करते हुए, 
(72०) 3885-5०. 
यह हुआ मोपर्त्वी की भावनानुसार लूघुतम क्रिया के सिद्धांत का सुब्यवत प्रमाण । 

आइए (77) से (72) में सक्रमण की कुछ और संपरीक्षा करें। हैमिल्टन के 
सिद्धात मे दोनों सकेतनों 

है] || पद तथा है 9 प4६ 

का, प्रतिवंध 3 /--० के कारण, परस्पर विनिमय करते हुए व्यवहार कर सकते 
थे। इसका उपयोग, उदाहरणतः, समी० (33-70) से (33-77) वाले सक्रमण में 
किया गया था। परंतु हमारे प्रस्तुत दृष्टिकोण से इन दोनों पदपुजों के गुणों में 
भेद है, जैसा कि ऊपर दिये हुए समीकरणो (77) और (72) की तुरूवा दिखलावेगी। 


६.३७ लघुतम क्रिया का सिद्धांत २८१ 


एक विशेष स्थिति छोजिए और बलो के अनधीन किसी गति पर विचार 
करिए। इस स्थिति में "४. अतएवं (3) की सहायता से समी० (१2) प्रदान 
करता है 


ग् 
(73) $ || 4-०0 (-॥) 5१० 


यह है छबुतम समय का सिशांत (“शीघातम पहुँच” का सिद्धात) जिसे फर्माद' 
मे सूत्रीकृ किया और प्रकाश के वत्तंन' पर अनुप्रयुकत किया | प्राचीन काल में 
हेरान' ने प्रकाश के परावर्त्तत का उसी भांति विचार किया था। 

किसी एकाकी स्वतत्र संहति-विदु के लिए, 7+-& के स्थान पर 775नियत 
'रख सकते हूँ और (72) के स्थान मे यह लिख सकते हँ-- 


(74) $ [लक [किल०. 


यह है “लघुतम पथ” का सिद्धात। वह किसी स्वतंत्र संहति-विदु का प्रक्षेप पथ 
निर्धारित करता है, उदाहरणार्थ, किसी वक्र तल पर, या--जैसे कि व्यापक आपे- 
क्षिकता में--कैसी भी वक्रता की वहुस्तरी में। इस प्रकार के प्रक्षेप पथ को भूरेखा 
कहते हूँ। इस विपय पर हम $ ४० में फिर आवेगे। 

क्लेब्श' द्वारा अपने विख्यात क्यूनिग्जवर्ग के गतिकी सवधी विचार" प्रकाशित 
में याकोबी' ने लघुतम क्रिया के सिद्धात से समय ४ के पूर्णतया निरसन की आवश्य- 
कता होमे को समर्थनीय और ठीक ठहराया। यह निरसन संभव है वयोकि-- 


प्‌ृ'-82- कप बच. न न्‍ 
और इसलिए 
हि [ 27 आ ट 
28-99) 


[. फल्यराथ 2. पटकिलांएा ३. झल्यव्त 
4 एाक्रडपा 5. छू०्प्राइकण्ए एम्श॑<ण्ण३ा पट एफब्रया: 
6, ]०००७ 


२८२ यांत्रिकी के समाक ऊ परिगमन संबन्धी सिद्धांत ६.३७ 


तो (72) के स्थान में अब यह अभियाचना कर सकते हूँ कि-- 


(5) 9 [[?४- शत खणा/ | ०० है 


2 के स्थिर होते हुए, परिणमन को यहाँ केवछ निकाय के प्रक्षेप पथ के 
आकाश्चीय गुण धर्मो से मतलूव है और गति भर में समय के वीतने का कोई उल्लेख 
नही होता । 

आइए, एक वार फिर हैमिल्टन और लघुतम क्रिया के सिद्धातों के मीमासकीय 
पाइव की ओर लौट आवें। देखिए कि “लूघुतम क्रिया” किन्‍्हीं परिस्थितियों में 
“द्वेघंतम क्रिया” भी हो सकती है। क्योकि 8... ... 5२० वालीं अभियाचना का 
उत्तर केवल कोई अल्पतम ही नही, बरन्‌ व्यापकतया वास्तव में बाह्यतमी होता है 
जो अल्पतम ओर महत्तम दोनो में से एक या दोनों ही हो सकता है। किसी गोल 
के तल पर भू-रेखाओं के दृष्टात से यह बात वहुत सरलता से विदित होती है। भू- 
रेखाएँ बृहत्‌ वृत्तो के चाप होती हैं। कल्पना कीजिए कि आदि विदयु 0 और 
बिंदु ? दोनो एक विशिष्ट गोलाद्ध पर स्थित हैं । तो इन दोनो को मिलाने वाला 

बृह॒त्‌ वृत्त का चाप ही उन अन्य सब चापो से छोटा होगा जो 0 और 2 से जाते 
हुए, पर गोल केस्द्र से न जाते हुए, किसी भी समतल पर होगे। परंतु वह कोटियूरक 
चाप भी जो 0 से ? को विपरीत दिश्षा मे, उस गोलाद्ध को पार करते हुए 
जिसमें ये दो सिरे के विदु नही होते, जाता है, भूरेखा है और यह रेखा उन अन्य 
स्व चापो से बड़ी है जो इस गोलार््ध पर होकर 0 और 2 को मिलाते हैँ। इससे 
यह परिणाम निकला कि समाकछ सिद्धातों को भ्रकृति की “सोह्ेश्यता” का नि 
निदर्शक समझने की कोई आवश्यकता नही है; वे केवल गतिकी के नियमों में सर्व» 
सामान्य एक वाहबतमीय 0 गुणधर्म के असाधारणतया प्रभावोत्पादक गणितीय 
सूभीकरण मात्र है। 
मोपरत्त्वी का दावा था कि उनका सिद्धात प्रकृति के सभी नियमो के लिए व्यापक- 
तया वैध था। वर्त्तमान काल में यह गुणधर्म हैमिल्टन के सिद्धात को देने की ओर 
हमारी प्रवृत्ति है । पृू० २४८ पर हमने उल्लेख किया था कि हेल्महोल्ज ने इस 
(हैमिल्टन के) सिद्धात को बैद्युतगतिकी सवधी अपने अध्ययनों के किए आधादिक 
बनाया था। उस काल से हैमिल्टनीय रूप के समाकल परिणमनीय सिद्धांतों का 
विविधतम क्षेत्रों में उपयोग किया गया है। 


६.३७ लघुतम किपा का सिद्धांत र्‌८रे 


इस ग्रंथमाला की द्वितीय पुस्तक में तरल दाव की धारणा को भलीभॉति समझने 
के लिए इस सिद्धात की सीधे ही मरण छेगे। इस प्रक्रम का एक विद्येप लाभ यह होगा 
कि समस्या सबधी अवकल समीकरणों--इस समस्या के लिए आशिक अवकल 
समीकरणो--की ही नही, वरन्‌ उन सीमा सवधी प्रतिवन्धों की भी हम प्राप्ति करेंगे 
जिन्हें इन समीकरणों के साधनों को सतुप्ट करना होगा । अन्यान्य समस्याओं के 
लिए भी, जिनमें अनवरत सहति वितरण हो, (केशिकत्त्व', कपायमान झिल्लियाँ, 
आदि) यही वात ठीक निकलती है । 

बहुतेरी स्थितियों मे आवश्यक होता है कि परिणमन सवधी सिद्धात में उपयोग 
करने के लिए पहले समस्या के लाग्रॉजीय 2, की तलाश कर ली जाय। उदाह्रणार्थ, 
ऐसी बात चुम्ब॒कीय क्षेत्र में इलेक्ट्रान की गति के सबंध में आती है । वहाँ आरोपित 
बल, विभव 7 से नही व्युत्पन्न किया जा सकता | आपेक्षिकता सबधी बातें एक 
दूसरा उदाहरण भ्रस्तुत करती हैँ । यहाँ लाग्राजीय को बनाने के लिए (4.70) 
में व्युत्पादित गतिज ऊर्जा के पदपुज का उपयोग नही करना होगा। उसके स्थान 
में पदपुंज 
(76) 8०८ | (7- 8926 


के क्रिया सिद्धांत का मगतिज अशदान की भाँति उपयोग करना होगा | इस पद का 
यूलरीय व्युत्यादन सीधे ही (3.79) के आपेक्षिकता सवंधी सवेय 2? को, और इस 
लिए वेग-अधीन इलेक्ट्रान सहति के नियम को भी, पहुँचाता है। 

व्यापकतया, विश्येपकर यात्रिकी से बाहर के क्षेत्रो में, दिये हुए अवकलन नियमों 
को ( परिणमन सिद्धात द्वारा ) पहुँचाने वाले लाग्रॉजी फलन 7, की खोज एक 
दु.साध्य समस्या है जिसको हल करने के लिए कोई सार्वत्रिकतया बंध कायदे नहीं है। 
चुम्बकीय क्षेत्र में इलेक्ट्राय वाली ऊपर कही हुई समस्या एक सरल विधि से छार्मर' 
और शवार्शचिल्ड' ने हल की थी। मतलब यह कि /.-- 7-92 के नमूने की 
भाँति का 7. का गतिज और स्थितिज ऊर्जा में पृथक्करण व्यापकतया साध्य मही है ॥ 

इस पर जोर दे देना चाहिए कि (76) के समाकल में जो राशि अंतर्गत है वह 
(2.77) के उचित समय के अल्पाश के सिवा और कोई नही तथा जिसे मिकीवस्की” 


. ए०जग्साए 2. [.4070: 
३. $इ्ात्र॥75८ंाव 4. फैडगि:6फचकय, 


र्ट४ड यांश्रिकी के समाझल परिणमन संबन्धी सिद्धांत ६.३७ 


ने विशिष्ट आपेक्षिकतताबाद की सरलतम निश्चर राशि की भांति पहचान लिया 
था। आइन्स्टाइनों ने ब्यापक आपेक्षिकता वाद में जगतू-रेखा के अल्पाश की भाँति 
उसे और भी अधिक व्यापक कर दिया। अतएवं (76) के रूप में हैमिल्टन का 
सिद्धात स्वयमेव आपेक्षिकतावाद की निश्चरता (अपरिणम्यता) संबंधी अभियाच- 
नाओं को संतुप्ट करता है। इस गुणधर्म में प्लॉक'* के अनुसार “हैमिल्टन सिद्धात 
ने देदीप्यमानतम सफलता” प्राप्त की है । 


. सिफशलाय 2. शक्ल: 
+ देखिए 086 [टण८ण८ तल 568७7 ऋब्घ ९४६ गा, $ गा, , 97008 6- 
न'८्ण०7व5, क्षएयें8 95), का अत्यंत शिक्षाप्रद लेख ॥ 


सप्तम अध्याय 
यांतिकी के अवकल परिणमन संबंधी सिद्धांत 


$ ३८ गाउस रत लघुतम नियंत्रण का सिद्धांत 


गाउस केवल उत्कृप्द गणितत ही नहीं, सगोलज्ञ तथा भूमापविद्यावेत्ता' भी 
थे जौर ऐमे होने के कारण संस्यात्मक परिणामों के परिकलनों से उन्हें बड़ा प्रेम 
था | उन्होंने ही लूपुतम बर्गफलों की विधि की नीव डाली जिसका प्लानुफ्रमिक 
अधिफाधिक गहराइयों के साथ विकास उन्होने तीन विस्तृत प्रथो में किया। यदि, 
जैसा कि कभी-फभी होता था, गटिज्जन' विद्यापीठ में उनसे (अपनी इच्छा के 
विरुद्ध) ध्याख्यान देने के छिए कहा जाता था तो सर्देव ये लघुतम की विधि के विषय 
पर ही भाषण करना अधिकतम पसद करते थे। 

“यांधिकी का एक नवीन व्यापक मौलिक सिद्धांत” इस शीर्षक का १८२९ 
का उनका छोटा-सा एक गवेपण-निवध* इस छाक्षणिक वावय में समाप्त होता है, 
“बह एक बड़ी ही उल्लेसनीय बात है कि अनिवार्य नियश्रणों से असगत स्वतन्न गतियो 
का प्रकृति उसी प्रकार रुप-भेद कर छेती है जिस प्रकार कि अनिवार्य संबंधों से 
परस्पर सवधित राशियों पर आधारित परिणामों को अनुरूपता में छाने के लिए 
परिकलक गणितज्ञ लघुतम वर्गफलो का उपयोग करता है।” 

गाउस ने अपने नये मौछिक सिद्धांत को लघुतम नियंत्रण का सिद्धांत कहा था। 
नियत्रण की माप की परिभाषा उन्होने निम्नलिसित को थी-- 

निकाय का एक संहतति बिंदु छीजिए और उसकी सहति तथा “स्वतंत्र गत्ति 
से इस विंदु के विचलन के वर्गफल” का गुणनफल निकालिएं। निकाय के 
सब सहति-बिंदुओं के लिए ऐसे गुणनफलों का योग नियत्रण को परिभाषित 
करता है । 

. 56००5: २. .०:पहला 

जे (उह]७३ ०प्पाड ६ फैड्फा, 4, 232 (829); ए०ए० 5, 23. 


२८६ यांजिकी के अवकल परिणमन संबन्धी सिद्धांत छ.३ेट 


यदि संहति-विंदुओं और उनके समकोणिक निर्देशाको का पृ० ९० की भाँति 
अंकन करे, तो # संहति-विदुओ वाले निकाय के नियत्रण की माप निम्नलिखित 
प्राप्त होती है-- 
37 


(3) रथ ऊुण &-्कं 


का, 
फ्च्च 
क्योंकि यदि आतरिक नियत्रणों की उपेक्षा कर दी जाय तो जो “स्वतंत्र गति” होगी 
बहू निम्नलिखित देगा द्वारा मिलेगी-+ 
प्‌ 
कक 
अतएव (7) के कोप्टक के भीतरवाली राशि सचमुच ही “स्वतंत्रगति से होनेवाला 
धह विचलन” है जो £ वे सहति विंदु पर नियंत्रण के कारण होता है। 
उसे संहृति-विभाजित “खोया हुआ वर” भी कह सकते है (देखिए पृ० ८३)॥ 
अतएव (7) के स्थान में हम लिख सकते हँ-- 
37 
(>) ् जि बल) 
श्न्य 
देखिए कि यहाँ खोये वक और व्युत्कतम सहतियाँ' उसी प्रकार आती है जैसे 
कि त्रुटियो के परिकलन मे त्रुटियाँ और भार होते हैं। 
अब इस बात का निश्चय कर लेना चाहिए कि “लघुतम नियंत्रण” इस पद 
का क्‍या मतलब है। अर्थात्‌ यह इगित कर देना चाहिए कि 8225-0० के परि- 
कछन में कौन-सी राशियो को स्थिर रखेंगे और कौन-सी राशियों को परिणामित 
करेंगे । 
निम्नछिखित को हम स्थिर रखेगरे- 
क--निकाय की क्षणिक दश्षा, अर्थात्‌ उसके सहत्तिविंदुओ में से प्रत्येक का स्थान 
और वेग । अतएवं हमें लेना चाहिए हे 
(3) 8:0४55०, कप चच0, 


. मल्टए:००४ घरा45$८5 


छ३८ गाउस कृत लघुतम नियंत्रण का सिद्धान्त श्ट७ 


ख--बै नियत्रण जो निकाय पर लागू हों। यदि इनको पूर्णपदीय गठन 75५, 
%५-०)-5० के रूप में छे तो परिणमन ०.८ में इस गोण प्रतिवध को विचार में लेना 
होगा कि-- 

38 वम 
(4) श का 3:0:75०, 5>,2,.. |, 


<. 95% 


जहाँ ४ प्रतिवधों की संख्या है, और इसलिए 3४-४7 निकाय की स्वतत्रता- 
संख्याएँ हें। समी० (4) का £ के लिए दो वार अवकलन कीजिए। यह 3८, 8६ 
तथा 8: मे पदो का प्रदान करेगा। (3) के कारण इनमें से केवल 3: के ही रखने 
की आवश्यकता होगी, अर्थात्‌ 


१8 5४: 
हि >-- 8.0, 5५5० 
(० पे हे 


ग-+निकाय पर आरोपित बल और, स्वभावत', संहतियाँ; हम प्राप्त 
करते हूँ 
(5) १,५००, णा,55०. 

जो राशि 5७ अब शेप रह गयी, केवछ वही परिणमित को जाने वाली है। 

गौण प्रतिवधों (4४) को विचार मे छेते हुए, राग्रॉज के अनिर्धारित गुणकों 
वाली विधि द्वारा, (7) से हम प्राप्त करते हैं-- 


३४ हि 7 माप 
(6) $2--2 जप िक्रक-मैंध- पे गे ्ि ) 80. 
बन दम हर 
लक ई 


ध 


इन 3:% ओ के केवल /-53४-7 ही स्वतत्र है। परतु, जैसे पृ० ९१ पर, अपने )५ 
ओ का इस भ्रकार निर्वाचन कर सकते है कि कोप्टको () के बीच के # शून्य हो 
जायें, जिस कारण (6) में केवल _ पदव्‌ द ही रह जायेंगे। इन बचे हुए _ पदो के 
3. अब स्वतत्र की भांति समझे जा सकते है । परिणामवश उनके सहारा _ कोप्टकों 
६) के पदो को घून्य हो जाना चाहिए। अतएंव हम (72.9) के रूप में प्रथम प्रकार 
के लाग्रांज समीकरणों को पहुँचते है । 


शर्ट पांभिको के अवयकल परिणमन संबन्धो सिद्धांत ७.३९ 


स्पप्टतया यह उपपत्ति अपूर्णपदीय नियंत्रणों पर बिना किसी परिवर्तन के लागू 
है। इस प्रकार सचमुच ही “यात्रिकी के एक नवीन व्यापक मौलिक सिद्धात” की 
प्राप्ति हुई है, जैसा कि गाउस ने अपने निबंध के छीपक में दावा किया या। यह मौलिक 
सिद्धात दालॉँबेर के सिद्धात से पूर्णतया समतुल्य है। पशचोकत की भांति वह एक 
अवकल सिद्धांत है क्योकि उसे निकाय के भूत ओर भविष्य के आचार (व्यवहार) 
से नही, वरन्‌ केवछ उसके वर्तमान आचार से ही काम है। यहाँ, महृत्तमों तथा 
अल्पतमों के निर्माण के लिए परिणमन कछन के कायदों की नही, केवल साधारण 
चलन कलन अर्थात्‌ अवकलन गणित के कायदों की आवश्यकता है । 
$ ३६. ह॒र्त्व कृत लघुतस वक्ता का सिद्धांत 
ठीक-ठीक बात तो यह है कि भ्रस्तुत सिद्धांत केवछ ग्राउस के सिद्धांत की एक 
पिशेष स्थिति है। फिर भी ह्॒त्वे अपने सिद्धांत को नया तो नही परंतु कम से कर्म 
पूर्णतया व्यापक अवश्य ही कह सके थे । इसका कारण यह है कि वे सभी वलो को 
किसी प्रस्तुत निकाय और उससे मिथःक्रियाकारी अन्य निकायों के बीच के संबंधों 
द्वारा प्रतिस्थापित करने में सफल हुए थे (मिछाइए पृ० ५)। इस कारण हंर्त् उत्त 
निकायों में ही अपने तईं सीमावद्ध कर सके थे जो बलों के अधीन न थे। अपिच 
सिद्धात को वह ज्यामितीय व्याख्या देने के लिए, जिसकी तलाश थी उनको यह, भनु> 
मान करना पड़ा था कि सारी संहतियाँ एक, कहिए कि परमाणवीय उत्पत्ति की, 
मात्रक सहति की गुणज' हैं । तव गाउस के व्यंजन (38.7) का गुणनखंड ॥#६& 7 
(०४०) ह्वो जाता है और 2; थून्य (अर्थात्‌ आ: 577, 2६5०), तो परिणामवश 
(38.7) का निम्नलिखित हो जाता है-- 
हक 2 कं 

पे हा १2+ 9] 

यहाँ योगन (सकेतन, 27) के ऊपर के सकेताँक 2४ से यह मतलूव है कि निकाय 
की मात्रक सहतियो की संख्या, जिनका कि योग करना है, दिये हुए निकाय से युग्मित 
मिश्क्रियाकारी निकायों के संग्रतमात्रक सहतियों को एक समुचित सख्या द्वारा 
अकथित प्रकार से बढ़ा दी गयी है। 


4. ४ण४छाटड 


७.३९ ह॒त्न कृत लपुतम यफ्रता फा सिद्धान्त ८९ 


तो आइए 
कहे. बंप 
३ + स्थान पर-क्या 
लिसकर (7) का परिवतंत कर लें। यहाँ 


१ 


(2) कान कप. 


हा] 


ऊर्जा के सिद्धात की विशेष गठन के कारण ऐसा करना थनुज्ञेय है। यह सिद्धांत 
लाग्रॉज के प्रथम प्रकार के समीकरणों का, और इसलिए लूघुतम नियत्रण वाले सिद्धात 
का भी, परिणाम है। अपने प्रस्तुत विशिष्टीकरण के लिए ऊर्जा सिद्धात को यो छिस 
सकते हँ--- 


कक 


१08 

चर कप 
० 

या, अधिकतर सक्षेप में, 


(कि ) नियत ॥ 


इस कारण, (7) का इस नियताक के वर्गफछ से विभाजन प्रदान करता है 
यह राशि 


रम््न्य 


हत्जे &# को रेखा का अल्पांश कहते है तथा उसे को निकाय: रचित प्रक्षेप पथ 
की वक्ता और यह स्वीकार कर लेते हे कि , 
(4) 57-०७ 

प्रत्येक स्वतंत्र निकाय या तो विराम दशा में रहता है या एक लघुतम 
बक्रता वाले प्र पर एक समान गति को अवस्था में । हे 

१६ 


२९० यांशिफो फे अवफल परिणमन संबन्धी सिद्धान्त ७.३९ 


व्यंजन का यहू ढंग (मिलाइए, पूर्वकथित (पृ० ४) हत्जंकृत ग्रंथ का ३०९वां 
प्रकरण) न्यूटन के प्रथम नियम के सूत्रीकरण का स्मरण दिलाने के लिए निर्वाचित 
किया गया है। 

स्वीकृत (4) का गणितीय उपचार गाउस के उपचार का अनुसरण करता है 
और, पृ० २८६ पर (क) और (ख) में ऊगाये हुए परिणमन प्रतिवंधों के आधार 
पर बिना बलों के अधीन निकाय के छाग्राँज के प्रथम प्रकार के समीकरणों को 
प्रकटतया पहुँचाता है (8४557 रखकर)। 

हत्नें जो & को “रेखा अल्पांश” तथा 2८3 को वक्रता कहता है, उसका 
ओचित्य क्या है? प्रकटतया इन धारणाओं की व्याख्या बहुविमितीय भाव में करनी 
होगी। हम तीन जिमितियों में नहीं, किंतु (5,०५...४४) निर्देशाकों वाले 2५ 
विभितियों के युविलडीय आकाश में हैं। ऐसे आकाश में रेखा का अल्प्रंश सचमुच 
ही (५) द्वारा दिया जाता है। अब यह दिखलाने के लिए कि किसी प्रक्षेप पथ 
की वक्॒ता का वर्गफल विलकुल व्यापुकतया (3) द्वारा दिया जाता है, दो और 
तीन विमितियों की स्थितियों पर विचार-विवेचन करेंगे. 

समी० (5.0) के अनुसार निर्देशाकों :७, ४५ के आकाश में, प्राप्त करते हैं 


>> (5) 
७) 57 हर ( 55 ) 
आकृति ४ ख से, ४ € उन दो पड़ोसी स्पर्श रेखाओं के वीच का कोण है, 
जिनके स्पशे थिंदुओं के वीच की पथवर्ती दूरी ७४ है। इन स्पर्श-रेखाओं की 
दैशिक कोटिज्याएँ हे, ऋमात्‌ 

बँ0 बंध बंध , बंता ८5५9 बछ 
(6) कुल फोर हू पे प् 55, ग + 55६68. 
ये देशिक विज्याएँ उन दो बिंदुओ के निर्देशांक भी हे जो निर्देशांकों के मूल विदु के 
चारो ओर खीचे हुए मात्रक वृत्त त्तथा स्पर्श रेखाओ के समातर मूल बिंदु से खीची 
हुई त्रिज्याओं के प्रतिच्छेद से बनते है ; इसके सिवा कोण /५ € इन दोनों प्रतिच्छेद' 
बिंदुओं के वीच के चाप की दूरी से मापा जाता है। अतएवं हम (6) के अनुसार 


प्राप्त करते हैं 


3. 594८८ 2. [शाल्यइब्टी05 


खछड० ह्॒त्जं कृत छूघुतम वक्ता का सिद्धान्त “२९१ 


बगल १३ 40:0०. १ 
3८१ (५ ) +ः (45) ] ४६७१४ 
और (5) से, हर 
2 ( ७ 
(0 एक) + कह) * 
तीन निदेशाकों ४४. ४७ »३ के आकाश में, & ८ एक वार फिर तीन 
विमित्तियों के प्रक्षेपप्थों की पडोसी स्पर्श रेखाओं के वीच का कोण है। मात्रक वृत्त 
अब मात्रक गोले द्वारा प्रतिस्थापित होता है जिसके केन्द्र से दोनो स्पश रेखाओं के 
समांतरद्दय खीचे जाते हैं। गोले के तल से उनके प्रतिच्छेद-बिढु 0५ & को चाप के 
'मात्रकों में निम्नलिखित मापता है-- 


४0 )१ . (:१७ ४2:९७ 
3६“ क्र) + कि) कि) ** 
इस प्रकार अब (5) से /ट का व्यजन प्राप्त करते हूं जिसमें तीन पंद होगे । 
तो अब 2 विमितियों के आकाश के लिए और 7४ पदों के समीकरण (3) 
के लिए व्यापकीकरण प्रकट है। 
यही हमें ह॒र्त्त की यात्रिकी पर अपनी विवरणिका समाप्त करनी चाहिए। 
जैसा कि १० ५ पर कहा था, उनका विचार चित्ताकर्षक तथा प्रोत्साहक है और बडा 
'"तर्कसंगत है; परतु बलों को जटिल संवधो द्वारा प्रतिस्थापित करने के कारण, उसको 
'सफलता नहीं प्राप्त हुई। 
$ ४० भू-रेखाग्रों संबंधी विययास्तरण 
भू-रेखाओं की परिभाषा यह करते हें कि वे एक स्वेच्छ अर्थात्‌ किसी-भी वक् 
सल पर विना बलो के अधीन (अतएव घर्पण रहित) उन सहति विंदुओ के प्रक्षेए- 
पथ हूँ जो उस तल पर ही गतिशील होने के लिए नियत्रित हैँ। समझिए कि कण 
की सहति एक है और तरूका समीकरण #(<,»,2) 55० है। 
लघ्तम क्रिया का सिद्धात बताता है कि ये भू-रेखाएँ सभव न्यूनतम या, अधिक- 
त्तर व्यापकतया, (देखिए पृ० २८१), बाह्यतम दैब्ये की रेखाएँ भी हूँ। ऊर्जा का 
,अविनाशित्व छागू होने के कारण पथ पर वेग नियत रहेगा। ऊर्जा के नियताक 
का उपयुक्त निर्वाचन करने से वेग को एक के वरावर रख सकते हैँ और इसलिए 


ह॥ धर रच >> 
क्र हैं स्थान में कु हिल सकते है। 


श्षर यांभिको के अवकल परिणमन संबन्धी सिद्धान्त ४० 


यदि अपने प्रक्षेप पैथों को छाग्राँज़ के प्रथम प्रकार के समीकरणों द्वारा वित 
करें तो हम भू-रेखाओं की मौलिक परिभाषा प्राप्त करते हे। सदिश तथा लिखी 
हुईं प्रस्तुत स्थिति में ये होंगे--- 
(7) एज्नोे हम्बर्त 7. [इप्घ6-8प्४री०१६--प्रवशता ।] 
यदि, जैसा कि प्रस्तुत स्थिति में होता है, ०+-नियत, जिस कारण ण्प्न्0 
[मिलाइए, $ ५ (३) का प्रारंग], तो ४ की दिखा प्रक्षेप-पय के मुख्य अभिलब 
की ओर होगी। परिणामवश (देखिए उसी स्थान पर) & आइलेपक समता में 
होगा। दूसरी ओर, छुए०० # की दिशा # की प्रवणता (जो एक सदिद्ञ है ) की 
तलू-अभिलंब की होगी, क्योंकि तल पर होने वाले किसी स्थानातरण (४४, 4), ४) 
के लिए 


मामा, का 
+धधन॑ <“-- न] 
लत हक हिल 


होता है जिस कारण दिशा 
भा का का 
भा 9 किट 


सचमुच ही विस्थापन के लंववत्‌ है। अतएवं समी० (7) में भू-रेखाओं की परिं- 
भाषा समाविष्द है। यह्‌ समीकरण कहता है कि किसी भू-रेखा का मुख्य अभिलंब 
तल्न-अभिलंब का संपाती है, या तुल्यात्मकतया, किसी भू-रेखा के आइलेवक समतरू 
में तल-अभिलंब होता है। 

अब हम छूघुतम वक्ता सिद्धात की शरण लेते है) उसके अनुसार, पड़ोसी पथों 
की अपेक्षा भूरेखा की वक्ता सबसे कम होती है । पड़ोसी पयों को, प्रतिबंधों 
(38.3) के अनुसार, उसी बिंदु से होकर जाना पड़ता है और उसकी बही स्पर्शरेखा 
होती है जोकि भूरेखा की है। इन सभी पड़ोसी पयो को इस भाँति प्राप्त करते हैं 
कि विचाराघीन स्पर्शरेखा से होते हुए सभी संभव तिरइचीन' समतलों को ले जाते 
हूँ और पृष्ठ पर उनके अतिच्छेद निर्धारित किये जाते हैँ; जिस समतक्क में दिये हुए 
पृष्ठ का अभिलब हो वही भूरेखा को निर्धारित करता है। हर्त्वं के सिद्धांत के अनु- 
सार इन तिरश्चीन काटों की वक्रेता अभिरूंब काट से अधिक या तुल्यात्मकतया, 
उनकी वक्रता भिज्या इससे कम, होती है। अ 


4. 05०ण५प४०8 छॉ272 2, 5$6४ऋ 


७-४० भू-रेखाओं संबन्धी विषयान्तरण २९३ 


यह तथ्य पृष्ठों की अवकछ ज्यामिति के म्यूस्नियर' प्रमेय से सहमत है, जो 
कहता है कि किसी तियंक्‌ (तिरछी) काट की बक्रता-त्रिज्या उस प्रक्षेप के वरावर 
है जो अभिल्‍ंब काट की वक्रता-त्रिज्या तियंक्‌ काठ के समतरू पर डालती है। इस 
प्रकार म्यूस्नियर-प्रमेय में लूघुतम वक्रता सिद्धात की व्यापक अतर्वस्तुके मात्रात्मक 
व्यजन की प्राप्ति होती है। 


अब आइए अत में अपनी भूरेखाओं पर लाग्रॉज के द्वितीय प्रकार के समीकरणों 
का अनुप्रयोग करे। वेसा करने में हम गॉउस के १८२७ के महान्‌ ग्रथ, 'पृष्ठों के 
बक्रो सबधी व्यापक अनुसधान”' के विचारों के वातावरण मे प्रवेश करते है; जो 
चार विमितियों को बढ़ाने से, आपेक्षिकता के व्यापक वादीय विचारों का क्षेत्र बच 
जाता है। 

लाग्राँज तो स्वेच्छ वक्रीय निर्देशांकों 4 का प्रवेश कराते है; परंतु निदेशाकों 
की भाँति पृष्ठ पर वक्रो के दो स्वेच्छ वर्गों का उपयोग करते हे जो पृष्ठ पर एक 
“जाल” बिछा देते है। प्रथानुसार हम उन्हें 


(2) #४न्‍ूनियत, एच्न्नियत 
कहेंगे। इन निर्देशाकों में गाउस रेखा अल्पांझ 48 को इस रूप में छिखते हं-- 
(3) 4६४ मन 2बं॥व०५- (54०7, 


22३ 


“प्रथम अवकल परामितियाँ” 5&,# और (5 को # तथा ० के फलन समझना 
होगा। पृष्ठ पर के बिंदुओं के समकोणीय निर्देशाँकों से उनका सबंध निम्न 


लिखित है 
| खो 
मह हि। गह 
98, 0॥, (08, 
2 
० ६) 7 
9०, 6०, 9०, 
फजदें कै ० 2 कट 22 
ह# हेए. हेह हेए. के हे० 
. फै[€परश्ताट्र 


2- “:वृष्पंश्प॑गपर5 हद्याध्प्ग३ लाए 3पुलामलंद5 वप्पए्थडा। 
३६ ०9लिव्ापंग. एम्टबापवपटाड 


श्पड यांत्रिको के अवकल परिणमन संबन्धो सिद्धान्त षा 


2व4/ से विभाजित रेखा अल्पाश का वर्गफल, पृष्ठ पर गतिशील हमारे (मात्रक) 

सहृति विंदु की ग्रतिज ऊर्जा 7' है। इस कारण व्यापकीकृत निर्देशाकों के लिए 
लाग्रॉज समीकरणों को गॉसीय संकेतन में निम्नलिखित संबंध बना कर रूपातरित 
कर सकते हँ-- 

ब्न्टेट "धकनी-मर 

स्का 

97'"_88 

9 


(्ः 





के न2-“-४8 ० 2 
॥ 


यदि अंत में रु के स्थान में रड रख ले तो भ्रेखा का अवकल समीकरण, 


लछाग्राँज की विधि के अनुसार, निम्नलिखित होगा-- 
/ व / 4. वंछ 
(५) के [ झटके ॥2 ) 
95/##' 0क_ #॥ 42 | 00/4० 
का | कक) पी कह कक क्र शा (6) | 
यह है # निर्देशाक के लिए। ० निर्देशाँक के छिए उसको लिखने की कोई आव- 
इ्यकृता मही । ऊर्जा-सिद्धात के प्रभाव से (अस्तुत स्थिति में कुतग वह (4) के 


सर्वंसम होगा । 

सभी ० (4) का व्युत्यादन, गाँव अपने ग्रंथ के प्रफरण १८ में, छघुतम पथ के 
सिद्धात द्वारा करते है। यहाँ हम केवल यही बताना चाहते थे कि गॉँस की व्यापक 
पृष्ठ परामितियों की विधि (2), छाग्राज को निकायो को य्रात्रिकी की विधि के 
समतुल्य है। दोनो विधियाँ निर्देशाकों के स्वेच्छ (भनमाने) रूपातरण के लिए 
अपरिणम्य हैँ और केवल, फ्रमातू, पृष्ठ या यात्रिक निकाय के आतरिक गुण-धर्मों पर 
निर्मर करती है। 


अप्टम अध्याय 
हँमिल्दन फा सिद्धान्त 


8४१ हेमिल्टन फे समोकरण 


लाग्रांज के समीकरणों में हमारे स्थतत्न परिणम्य (घर राशियुद) थे 4 
तमा १, थे। द्ेमिल्टन के समोकरणों में, जिम्दें रो विभिन्न प्रदारों से अब व्युत्पप्त 
फरेगे, स्वतप्न परिणम्य बृ& तथा |« होगे। परश्मोह्ा की परिभागा समी० 
(36,92) के अनुसार है। छाग्राज के समोह्ररणों का छाक्षणिक्र फन था 
बह “स्वतप्न ऊर्जा! 7-2, जो (+ ओ सौर 4५ भो का फलन समसी गयी 
थी। हैमिल्टन के समीकरणो का छाक्षणिक फलन है सपूर्ण ऊर्जा + जिसे छु& ओ 
तथा #& ओ का फलन समसेग्रे। इस फलन को “हैमिल्टनीय फलत” या केयछ 
हैमिल्टनीय बहते हूँ भर उसे /7 (५,/)) द्वारा सूचित करते हैँ; ठीक वैसे द्वी भंसे कि 
स्थतत्र ऊर्जा को छाग्रॉजीय कहा था और 4. (,4) दर सूचित किया था । 

न्‍प जौर 7. में सबंध (34-76) विद्यमान है जिसे, 9« की परिभाषा का 
उपयोग कर, हम यो लिफेगरे-- 
(7) सर 254१-२7. 

आइए, इस सिद्धात का आधार,$ ३७ के जतिम भाग के अनुसार तुरत ही विस्तारित 
कर ले। गतिज और स्थितिज प्ग्ददान 7. के विघटन का त्याग कर देगे ओर, साथ ही, 
उसको £ पर युव्यकततया निर्भर करने देंगे। पृष्ठ २५६ के अनुसार, दस प्रकार का 
निर्भरत्व तनी होगा जब या तो नियत्रणों के समीकरणों में या निर्देशाकों के परारि- 
भापषिक समीकरणो में समय (£) आवे। तब छात्राँजीय को निम्नलिखित व्यापकीकत 
रूप में छिखते हूँ --- 


(गे 7.<7.6,%,9)- 
समी० (7) को 7. के (सगी) हर को परिभाषा रसिए, 
(ःणे ध सन्‍नय(कऊछ), 








२९६ हैमित्दन का सिद्धान्त ट्ड! 


मरद्यपि चैसा करने से उ संपूर्ण ऊर्जा का आशय सो देता है। पहले की भाँति, 
ै#«& निम्नलिफित संबंध द्वारा दिये जाते हैं : 


(व का कप 

यदि हैमिल्टन के सिद्धात 

(४4) 3[78- 0 
न] 


फो यांतिफी का मौलिक सिद्धांत जे लें तो छाग्रॉज-समीकरणों को ठोक $३४ को 
भाँति प्राप्त करते हैं, 2. का नूतन, विस्तृत आशय होते हुए भी। आगे आगे हुए 
विवरण के लिए हम इन समीकरणो को निम्नलिसित रूप में छिसेंगे 


(ते ॥ 2] न्यू 
(१) हेमिल्टन समीकरणों की लछाग्रांज-समीकरणों से व्युत्पत्ति 
आइए हम उ7 ओर 2: के पूर्ण अवकलों को लिख हें 
ग्प ग्प्र (24 
(2) बीौ> ४79 क्यू, 4१५+ ७ 0; ग्फ़ः 
तथा 
827 (/*] ०2 
(2०) क>हूर+ ० बंधन > जद 
और, छाम्रॉज समीकरणों (7८) तथा #६ की परिभाषा (८) के द्वारा ४« 
का रूपांतरण यों कर हें 
अ चर ४ 
(४). ग.+दु वक 2 #स्वक + 27६ 4 
अब (7) का पूर्ण अवकल (2४) की सहायता से गठित कीजिए 
4 मु अर न 5 
७9) कारक करन # बू:-दूँ; -39#7%७- ७४% ४६५ 
दायी ओर के अंतिम पद को द्वितीय पद से काट देने पर प्राप्त होता है 
(3० कारन ४-2 7 ह/ नेक हल 








८४१ हैमिल्टन के समोकरण २९७ 


धाप का यह व्यंजन निस्सदेह समी ० (2) के उसके व्यजन से सर्वंसम होना चाहिए। 
यदि 4£ के गुणाकों का समीकरण करें तो मिलता है -- 


ग१्स _ ०. 
(30) काका 
44५ तथा 4/& के गुणांकों की तुलना प्रदान करती है 
- _ गा - बस 
(4) # ४] ब्कूः फः त्ि * 


देखिए कि इन संबंधों में आश्चर्यजनक सम्मिति है। ये ही “हैमिल्टन के साधारण 
अवकल समीकरणवुंद” या सक्षेप में, हैमिल्टन-समीक रणदुंद है । 

प्रसंगवश, वे पहले-पहल छाग्रांज की इससे वहुत पहले प्रकाशित पुस्तक 'बैस्लेपिक 
यांत्रिकी' में आ चुके थे (प्रकरण ५६१४) | परंतु बहाँ वे केवक़ अल्प दोलनों के 
संबंध में उपयोग के लिए व्युत्पन्न किये गये थे। 
(२) हँमिल्टन-समीकरणों का हैमिल्टन-सिद्धांत से व्युत्पादन 

समी० (7) के प्रकाश में हम इस सिद्धांत को इस रूप में छिखते हैं--- 


-ग| सकल) [ में 4श- ख#ं। ] 4 


हि 3%+ 74%, -4; %४-/४ ये.) 
कक [26 (/ ८ 


जहाँ कोप्ठक के बीच के अंतिम पद को आशिक समाकलन द्वारा रूपातरित कर सकते 
है ।यों 


(5) 


छः 5 
(6) र् #+ 4६ 4 | 2& ऐेह४ 4--#% पृ || * 
] ग०  ] 


हैमिल्टन-सिद्धात में जिस प्रकार परिणमन' किया जाता है उसके कारण समा- 
कलित पद शून्य हो जाता है। (5) में (6) का प्रतिस्थापन, तदुपरात 04& 
तथा ७9, में पदों का एकत्रण प्रदान करता है 


. “5वल्स्बमंपुपट :यबपपंवुप्दा 2. पएख्शंबरांगा 


१३६८ हैमिल्टन का सिद्धान्त ्न्ध्‌ 
(गे हि [हि न» गैक रा हि + 5 ) ०५३ ] पैं।<-+0. 


यदि इन 04% ओ तथा 0; ओ को स्वततन्न परिणमनों की भाँति ले सकते तो 24६ 
तथा »/& के गुणनखंडों को अलूग्र-अछग, सकेतांक £ के प्रत्येक मान के लिए, शून्य 
रख देना ठीक होता और इस प्रकार हैमिल्टन-समीकरणवृंद (4) की प्राप्ति हो 
जाती । परतु यह अनुज्ञेय नही है, क्योकि यद्यपि 6८ और ## का | में प्रवेश 
स्वतंत्र परिणमभ्यों की भांति हीता है, वे समी० (7८) द्वारा समय के साथ संवधिव 
है । यह एक ऐसा तथ्य है जिसके कारण समी० (7) का सर्वेस्ंमत सतुष्ट होता 
विचारणीय हो सकता है । १रतु देखते है कि (५६६ को नियत रखते हुए) ## के लिए 
(7) का आंध्विक अवकलन (7) के द्वितीय कोः्ठकों () को सर्वेश्ृमत्त भूल्य कर 
देता है। तो यह परिणाम निकल्ले हें कि प्रथम () को भी थून्य हो जाता चाहिए ॥| 

हैमिल्टन-समीकरणो को द्वितीय विधि से व्युत्पन्न करने के हेतुओं में से एक यह है 
कि उसके बारे में अब हम एक महत्त्वपूर्ण वात कहना चाहते हैँ । 

हम जानते हैं. कि स्वेच्छ “विदु रूपातरणों” के अधीन छाग्राज समीकरणवू दे 
अपरिणम्य हूँ, अर्थात्‌ यदि धु& ओ को एक ऐसे नये भिर्देशाको के जुट (% जो डरा 
प्रतिस्थापित कर दें, जो पूर्वोक्त से निम्नलिखित प्रकार के संबंधों द्वारा सवधित 
हों, तो उनका रूप मही वदलता- 
(8) (2४५५७ १४--१/) 
वो सहागरी 22 निम्नलिखित द्वारा मिलते हैं 


(88) ॥०] लि ः १८9 च्न्क, ८० 
9५५ ४ 9१, ०५०५ ५ 
भर्यात्‌ ऐसे $४ के रैखिक फलनों द्वारा जिनके गुणाक 4,» ठीक वैसे ही जैसे कि 
(30.3) में (७ के फलन हे । 
अब हम दिखायेगे कि निम्नलिखित और भी अधिकतर व्यापक रूपातरणों के 
अधीन हैमिल्दन समीकरण अपरिणम्य' होते हूं. हु 


. इंप्रभ्रपंबया 


द्डर्‌ हैमिल्टन के समोफरण २९९ 


(9) (रा (व), 
#77७ (१५), 

जहाँ ये | जौर ७ चरराशियों 4६ तथा [६ के जुटो के स्थेच्छ फलन है-- 
परतु स्वेच्छ जागे दिये हुए एफ निरोच के भीतर ही भीतर । एक विशेष वाल यह है 
कि १ ओ को $#% में रंसिक होने की जायश्यफता नहीं । 

मान लीजिए कि समीकरण व्‌ द (9) (२.7? के पदों में धु के छिए हल किये 
गये हूं (निस्सदेह यह आवश्यक होगा झि समीकरणयद (9) ऐसे गठित किये जायें 
कि यह सभव हो सके) और बव्यजन उप (4./) में प्रतिस्थापित कर दिये गये है । इस 
रूपात्रित हैमिल्टनीय को यदि पं कह तो प्राप्त होता है 
(7०) स्र (१७)-7४(९,०) 

इसके सिवा, (5) में थायी हुई राशि 29:१७ की 29: ९३, से तुलमा कीजिए। 
हम सहज ही देख सकते है कि रूपातरण $, (8) में दोनो पदपुज बरावर होगे । 
अब यह अभियाचना है कि एक योजनीय पद के अतिरिवत, व्यापक रूपातरण (9) 
में भी यह समता बनी रहे | इस योजनीय पद को थ्‌ और $ के एक फलन 2” का, 
या वैकल्पिकतया 4 तथा (२ के फलन २ का पूर्ण समय जवकलछज होना चाहिए ।#% 
अतएंव हम नभिम्नलिखित रख देते हे 


६ थ है द् 

60. 20459 7:४+ कुकर): 
यह # स्वेच्छ है । यही ऊपर कहा हुआ रूपातरण (9) पर लगानेवाल्ा निरोध 

समीकरण (70) और (77) के (5) में प्रतिस्थापन में अतिरिबत पद-६ समा- 
कलने और तदनंतर परिणमन मे, शून्य हो जाता है, क्योकि सिरों (के विदुओ) पर ०4 
और »( शून्य हो जाते हूँ । अतएबव समी० (5) अपना पहले का रूप कायम रखता 
है और निम्नलिखित हो जाता है 

भ(्न(0,.0- 2 #%%)॥- ०. 


# यदि 47 प्रारंभ में 6 और / के फलन की भाँति दिया हुआ हो तो मिस्संदेह 
उसे प्रथम समो० (9) द्वारा 2» के लिए हल कर सकते हे और 7 में प्रतिस्थापित 
कर सकते हे । इस प्रकार 4 तथा 0 का एक नया फलन ऊ प्राप्त करते हें । 


३०० ' हैमित्टन फा सिद्धान्त ८४ 


इसके सिवा रूप्रांतरणों (6) और (7) में भी कोई परिवत्तित नही होता । इससे 
परिणाम निकछता है कि नवीन परिणम्यों (चर-राशियों) में हैमिल्टन-समीकरणव्‌ द 
वँध रहते हैं । तो अब, समीकरणों (4) से पूर्ण सागत्य में हम निम्नलिखित प्राप्त 
करते हँ-- 

व्ध्त> भव्य 

ढठः ७ कु 


(72) गे. 


निरोध (37) छगाये हुए रूपांतरण (9) को वेधिक रूपातरणवृद या स्पर्शा- 
सेमक रूपांतरणवृद कहते हैँ ।* पश्चोवत नाम का कारण ज्यामितीय है। 
4. 4७ --4/ के | विभितियों थाछे आकाश में निम्नलिखित द्वारा दिये हुए एक, 
अतिपृष्ठ' का ध्यान कीजिए--.. 


(73) ४ 5४(कु १७--००१/)- 
यहाँ नीचे दी हुई राशियाँ, अर्वात्‌ 
चर ट 
2प४ 


उबत अतिपृष्ठ के स्पर्श-समतल का स्थान निर्वारित करती है और, कारण, इस समतल 
के निर्देशांकपण समझी जा सकती है । अभियाचना यह है कि बिंदु धु+ के निर्देशाकों 
तथा समतल | के निर्देशाकों के बीच यह प्रतिबंध हो कि , 


(74) बदन 2 $ बंप 
हा 


हे ये दो बाबय, कफनानिकल रूपांतरण चुद, तथा कांटेव्ट रूपांतरण यूद 
पूर्णतया समानायथंक नहीं कहे जा सकते १ उनमें जो भेद है बह पारिभाषिक है । 
इस भेद पर झकने को आवश्यकता नहों; केवल इतना कह देना चाहिए कि 
समुचित परिस्थितियों में दोनों रूपांतरण- वु'द एक-दूसरे की एक विश्येष स्थिति 
के रूप में दिखलाये जा सकते हें । देखिए उदाहरणाय ए0४८८६ _4००0/४४र्ग 
व2हब्कांध (207००, ए४४०६८५ उप; अथवा, (00580०व, 27६४४ (9८व्!98), 
(997८८८, उपर --अंग्रेजो जनुदादक 
4- प्रजु८:-डप्ः८८ 


<.४१ हैमिल्टन के सपोफरण ३०१ 


यह प्रतिबंध “रंखिक अल्पांशों के मिलन” का निश्चय करा देता है, अर्थात्‌ निर्देशाकों 
4% वाले किसी भी विदु से पड़ोसी बिंदु तक जाने मे निरतरता रहती है । अब समी ० 
(9) द्वारा नवीन निर्देशाकों (९६, 7) का प्रवेश कराइए और (73) का इव नये 
मिर्देशाकों के पदो में परिकछत कीजिए । समझिए कि परिकलन का फल हुआ-- 
डचच्ड(0, 2). 
अब हम यह अभियाचना करते हूँ कि यह नया पदपुंज भी एक अतिपृष्ठ निरूपित करे 
जिसे (३ द्वारा निर्धारित विदुओं पर निर्देशाकों 2? वाले निर्देशाक से स्पर्श करे । 
अंतणव (74) से हमें प्राप्त करना होया-- 
है॥ 
(75) ब2- 2, 4९५, 
श्च्त्य 


या, यदि 9 को समानुपात-गुणनखंड ले ले तो 


(7०) ब्ड-27 7%-/(१४- ५४६ २९) 


अतएव, बिंदु के रूपातरण में, किसी दिये हुए बिदु पर पृष्ठ तथा उसके स्पर्श-समतल की 
स्पर्शता परिरक्षित रही है । अब प्रतिबध (76) की समी० (77) से तुलना कीजिए । 
(76) को 4 से गुण। करने पर उसे यों लिख सकते हूँ -- 

(764) 5 बंप 57५ 4:+ कक, 

यदि (766) में धए--र्व2-4.2 रख दे और (76) में 9557, तो दोनों प्रतिबंध 
एक ज॑से हो जाते हूँ । इस प्रकार “स्पशात्मक रूपातरण” वाला नाम काफी ठीक ही 
ठहराया हुआ समझा जा सकता है। 

समीकरणों (9) जैसी व्यापकता वाले ख्यातरणों में 2; ओं का सवेग के घटक- 

बूंद होने का तात्पर्य छिप गया है। इस कारण हम 7१५, (६ ओ को वंधिक परिणम्य 
कहना अधिक पसन्द करते है, और तब 2?;, (2; वेधिकतया संयुग्मी' कहे जाते हें । 
कारण कि हैमिल्टन के समीकरण (निरोध (77) के साथ) रूपावरणों (9) में 
अपरिणम्य है, उन्हें बहुधा हैमिल्टन के वेधिक समोकरण कहते हूँ । 


4. (ब707/०थॉए. <०्प[ण्ट्रन८ट 


३०२ हैमिल्टन फे सिद्धान्त ८डश्‌ 


वैधिक रुपांतरणों के अथीन इस अपरिणम्यता के कारण ही हैमिल्टन-समीकरपों 
के खगोलविद्या संबंधी स्थान-च्युतिसिद्धांत में विशेष गौरव है । गिव्ज' की सांह्यिकीय 
यांजिकी में भी वे महत्त्वपूर्ण भाग छेते हें । इस विपय पर विचारविवेचन इस माला 
की“पंचम पुस्तक में होगा। 
हैमिल्टन-समीकरणों की इस विवृति को हम ऊर्ना-सिद्धांत के बारे में एक बात कह 
कर समाप्त करेंगे। 
समी० (2) से: सहमत होते हुए, व्यापकतया, 
बंप _ मम ) 
पलक का 
(4) के अनुसार, कोष्ठक समी० ४: के लिए शून्य होता है। तो व्यापकतया हम 
प्राप्त करते है -- 
बाप _ 2्स 
67) ग्रे भा 
विशेष करके, यदि 77 सुब्यक्ततया £ पर नही निर्भर करता, तो निम्नलिखित संरक्षण 
(अधिताशित्व) नियम की भ्राप्ति होती है 
(8) नस सर नियत । 
यह नियम ऊर्जा के अविनाशित्व (संरक्षण) वाले नियम से अधिक व्यापक है, क्योंकि 
(7) तथा (7८) के अनुसार, वह कहता है कि 
(78०) के प्‌ 4४--२.+5नियत, 
79% 
जहाँ 7. को ४ पर सुव्यक्ततया निर्भर नहीं करना होगा, परतु अन्यथा वह बिलकुल 
कुछ-भी (अर्थात्‌ स्वेच्छ,) हो सकता है। पष्ठ अध्याय की पादटिप्पणी, पृ० २५५ 
में इसी नियम का उल्लेख हुआ है। समी० (784) से ऊर्जा के संरक्षण (अवि- 
नाशित्व) की प्राप्ति होती है, यदि 7. को दो अददानों में विभवत कर सके; एक तो 
4६ ओ के द्वितीय घाव में समागर गतिज भाग; और दूसरा इन 4६ ओ से स्वतत्र 
स्थितिज भाग । 


4. (5955 


<.ड२ राउय फे सम्ोफरण और चक्रीप निकाय गण ३०३ 


६ ४२. राउय फे समोकरण झोर चक्रोथ निकाय गण 

$ ३४ के समीकरणों (70) और () में हमने छाग्रांस के प्रथम और दितीय 
प्रकार के समीकरणों से निकले हुए एक मिश्चित प्रकार” के समीकरण पर विचार किया 
था। अब हम एफ ऐसे मिश्चित प्रकार के समीकरण से परिचित होगे जो छातग्राय के 
द्वितीय प्रकार के और हैमिल्टन के समीझरणो के सथोग से निकलता है । इन नये प्रकार 
के समीफरणो का नाम राउय* पर पठा, 'ट्राइपस के लिए “गृहशिक्षक” तवा परीक्षण 
केरुप में जिनका सित्का केम्ग्रिज विद्यापीठ में घान्िकी की शिक्षा पर दशकों तक जमा 
रहा। कुछ छाल उपरात हेल्महोल्व' ने उन्हीं समीकरणों फा विफास एक-चक्रीय 
तथा बहुचफ्रीय निकायो के अपने बाद के 









सवध में किया | ऊप्मागलिकी की भौतिक 
समस्यालों के साधन के छिए इस बाद का उपयोग करने का उनका पिचार था । 


विकाय की स्वतप्रता-सख्याओं को दो वर्गों में विभक्त कर छेते है । एक वर्ग, 
जिसमें /--7 स्वतप्रता सक्याएँ होगी, छाग्रांज के स्थान तथा वेग निर्देशाको 
वृ७4#"०१.# + पृऊपूफ़ * ब्‌।> 
द्वारा निश्चित किया जाता है । दूसरा, जिसमे # स्वतत्रता सख्याएँ होगी, हैमिल्टन के 
यँधिक परिणम्यों 
4+4+5 4,33५" ** (४3 
2.५0  2/.४- "7 
के पदों में निरूपित द्वोने को है । लाग्राँजजीय 7, या हेमिल्टनीय 27 के स्थान पर अब 








+इस संबंध में राउय (००३७) के ॥परध्य॑४८ छा प्० 0] प्रभ्यांट$ 0 2 
59527 ०६ 279 804,८5 (दुढ पिडों के निकाय के गोस्की संबंधो ग्रंथ) का 
उल्लेफ़ कर देना चाहिए जो दो भागों में है-- प्रारंभिक भाग, 7! उच्चतर 
भाग ९:०णै८ए राई प्रणवृपद एब्घंदाए ०6 गयी ग८५५ संग्रह है । राउथ ने अपने 
गतिकीय समोकरणों के गठन का विकास पहले पहल अपने एक पुरस्कार-निबंध, 
ही पसंद ०९ 5ध्रतवाप ०6 ५ छारथा 500० ० 2०४९० (किसी दो 
हुई गति को साम्यता संबंधी रचना) में किया था जो १८७७ में प्रकाशित 
हुआ था। 


4. प्रशाण६०, फ्रेव्यंगव +599, ((884) तचया. 'ाह+ उ्काद _ रै448 97 


इे०्४ड हैमिल्दन फे सिद्धान्त दा < ४२ 


एक राउयफलन /९ की रचना करते है जिसे ऊपर गिनाये हुए 2 परिणम्यों का 
एवं, व्यापकता के लिए, समय का भी, फलन होना होगा | ती फलन होगा-- 
() 70(६कुपु--१/ पृ७१४--०१/क 2/जक-+ ०१) 

4२ निम्नलिखित समीकरण द्वारा परिभाषित होगा-- 


है प्र 
(9) हल छ.. आपुशाए(कर4/ परत 4) 
श्ल्य-+र 

देखिए कि र्न्न के लिए 7२ हैमिल्टनीय (47.7) के में रूपातरित हो जाता है 
तथा, #०-० के लिए दक्षिण ओर का योजन' शून्य हो जाता है और (चिह्न को छोड़- 
कर) 2९ लाग्राँजीय हो जाता है । प्रकटतया , 7९ की परिभाषा (2) को हम तुल्यात्मक 
प्रतिवंध 

हा 4 


(2४) अजय (,%,०-१॥ 7५०४४ )+ हे ॥ पु 
न््य 
द्वारा भप्रतिस्थापित कर सकते थे। 
इसके आगे हम वैसे ही बढते है जैसे कि समीकरणों (47.2) से (47.4) तक) 
#र के पूर्ण अवकक का गठन हम करते है, एक तो () से-- 





क्र ३ क्र पु ध्पर्‌ [2 
0). बाएन्‍जूए हक >>. कह ०. कि ०, हा 
डच्च्य ह्न्चा स्व 
और दूसरा (2) से, 
रच रर 
(3०) गत्ले, बुस्क#त 2, 2४4%-०: 
शिच्युजिककण हि्तुणिएकीण 


4. के लिए पदपुंज (47.20) का उपयोग कर सकते हैं । अधिक स्पष्ठता के लिए 
इसे हम निम्नलिखित में विघटित कर छेगे-- 


जु, ६८६३+ 7४2३ ८४३ 


<.ढ२ राउथ के समोकरण और चक्रिक निकाय गण इ्ग्प्‌ 


रण हब 7 
60). बनरटकक 32, #बकु+ 2 # व + >, # पु 
श्न्च्वि श्च्चति जकर 


(34) में का प्रतिस्थापन (30) के अतिम पद को (36) के मध्यपद से कटवा 
देता है और निम्नलिखित रह जाता है 


है र्ज हा ड़ 
(0 ०--है॥- > फब्क-2बक॑+>,. के कक- 
कत्ल ट््च्च्ा स्ज्जिकी 
पंद-प्रति-पद (3) से तुलना करने पर मिलता है 
। 
9 9 


तथा निम्नलिखित समीकरणों की अनुमूची--- 
ईिच्तग,2, ० ०-ततिा #ब्ल7++ 7, ति/+-्ची 








के लिए के लिए 
(0). #ैच-- ५ के जल 25 
(5). # वर्क ॥ 43 क्व 
टन 22९ ५ >>-- 
४.  वतवू अर वह 


बायी ओर के [7 समीकरण छाग्रॉज प्रकार के है, जहाँ 7.-+--/२; एवं दायी ओर 
के # समीकरण हैमिल्दनीय प्रकार के हैँ, जिनमे स्‍7--7९. 
इन समीकरणों के सूत्रीकरण के समय राउथ का विचार उनका चक्रीय निकायो 
के सवध में अनुप्रयोग करने का था। यह अनुप्रयोग यो चलता है--मान छेते हूँ कि 
द्वितीय वर्ग के निर्देशाक चक्रीय है, जिस कारण पृ० २६६ से वे लाग्रांज़ीयो में नहीं 
आते; इस स्थिति में वे राउध-फलन में भी नही होते । तब सहागमित %#& निश्चर 
(नियत) रहते हँ (राउथ के समीकरणों (5) के दक्षिणी वर्ग के ऊपर वाले समीकरण 
से, अथवा, जैसा कि पु० २६६ पर कहा था, छाग्रांज के समीकरणों से) । तो #& ऑ 
के इन निश्चर मानो को तथा समी ० (47.7० की सहायता से, समी० (2) के समागत 
, व्यापकतया स्वेच्छ) 4७ के मानों को भी प्रतिस्थापित कर सकते हैं ! इस प्रकार 
एक राउथ-फलन प्राप्त होता है, जो प्रथम वर्ग के पु& तथा पु& के केवल -न निर्दे- 
२० 


३०६ हैमिल्टन के सिद्धान्त <-ड२ 


शाकों पर ही निर्भर रहता है | इन निर्देशांकों के छिए ऊपर दिये हुए समी० (5) 
का वाम बर्ग बैध है / अतएवं इस प्रकार प्रस्तुत समस्या को छाग्राज-्य्रकार के /-7 
समीकरणों में रूघूकृद कर लिया है । 
राउय ने अपनी विधि का उपयोग मुख्यतया दी हुई गति की दक्याओं की स्थायित्व 

संबंधी कठित समस्या में किया था । इसके स्थान में हम इस विधि को एक ययोचित 
सरल उदाहरण, स-समितति-लट्टू के दृष्टात द्वाय निदर्शित करेंगे। इस द्विगुणित 
चक्रीय समस्या के चक्रीय निर्देशाकवृद यूठरीय कोणद्य $ और ५ हैं । समीकरपीं 
(35.75) से (35.77) के अनुसार, 

#8+ 77 

४7 (सी 24-0४ ८080 ) 

००50 ०-०६ 7 + 
है [ फू 605 तर] 
ज__ जहर 

+322 2“ हि 0 

ज आए 6 


“2 (2-38 ८०४० )| 


है 7५, भत्र 78 
तो, (35.73) के प्रभाव से राउध-फलन निम्नलिखित हो जाता है 
207 । (02/--7//८०७))१ _॥ 0७ _ (2//-॥/“०० 0) 








लक क्रमश कट] 
सका 2 नए ८०5 0 
2४८०४ 0 
20४ + ७ (0), ७ - व करत )7 6५ # ८०४0. 


तो, १4४5-०0 के साथ, ऊपर दी हुई अनुसूची (5) के वाये वर्गे का निचल्ा समीकरण 
प्रदान करता है-- 

कम्न्त्ग 0 
और उसी वर्ग का ऊपर वाला समीकरण देता है-- 


ह $->--.९ 
(6) ५ 0चतणा पुह 


ट्ड२ राउय फे समोकरण सौर चक्षिय निकाय गय ३०७ 


जो स्वाभाविकतया “ब्यापक्रोगुत छोलफ समीकरण” (35.79) से सहमत है। 
यह दृष्ठात राउथ-विधि की उपयोगिता निदर्शित कर सकेगा । विशेषतया प्रस्तुत 
किये हुए दृष्टात से अधिकतर कठिन उद्दाहरणों में । 

सन्‌ १८९१ में वोल्त्यमान' ने म्यूनिस विदापीठ में मेससवेल के वैद्युत-चुम्ब- 
कीय वाद पर कई व्यास्यान लगातार दिये जिनमे के प्रारभिऊ ब्यास्यानों को दो वंचुत- 
परिषयों के बीच अम्योन्य प्रेरणीय प्रभाव झा निदर्शन करने के लिए उन्होंने एक 
द्विगुणित चफीय याप्रिक निकाय का सविस्तर विचार करने में समर्पित किया था । 
निदर्शनार्थ एक विशेषतया तैयार की हुई यत्र-रचना थी जिसमे मुख्यतया अपकेन्द्र 
नियत्रकों से युक्त, भिन्न दिशाओं में घूमनेवाले, कोर मारे हुए दतुर पत्नियों के दो 
जोड़े थे । सावधानता पूर्वक बनाया हुआ यह प्रतिमान हमारे इस्टीट्यूट' के सम्रहाल्य 
(अजायव-घर) में परिरक्षित है। हम लोगो को यहे सब स्वय मेक्सवरू के बाद 
(थ्यूरी) से, जिसको उन्हें निदर्शित करना था, कही अधिक पेचीला ज्ञात हुआ था । 
अतएव हम इस बाद (ब्यूरी) के स्पप्टीफरण के लिए उसका उपयोग न करेगे, कितु 
इसके स्थान पर अनिवार्य मुख्यावयवा में उससे बहुत कुछ मिलते-जुलते, मोटरगाड़ी 
के डिफरेशियल' सयधी एक अनुशीलन का समस्या 72[. 5 में छामर उठायेगे। 

अब आइए जतत उस गणितीय अनुप्ठान का, जिसने हमें छात्रॉज-समीकरणों से 
हैमिल्टन और राउथ के समीकरणों तक पहुँचाया, हम दो परिणम्यों (या परिणम्यों 
के दो जुदो ) ४ और 9 के एक फलन <द् पर विचार करते हूँ और समझ छेते हूँ कि-- 
(7) बंड(&)) > ४४ + एव). 


यदि »,9 को स्वतंत्र परिणम्यों की भांति >,४ द्वारा प्रतिस्थापित करना चाहे तो 
< के स्थान पर निम्नलिखित “रूपभेद किये हुए फलन” पर विचार करते हँ-- 








(8) ए(5, ए)-*>२+)४- 2(७)) 
वास्तव में (7) के विचार से (8) का अवकलन तुरत ही देता है 
(9) बए(5,४)---ब+३7? 


समीकरणदय (7) और(9) निम्नलिखित “पारस्परिकता सवधो” के सर्वसम है-- 


. 80228फड7॥ 2- ऊैश्ख्ज़््यो 
3. (9४0/५४०, संस्थान 4- 0#व:८7 थे, एक वेप्रम्यकारक योवत्र (दंतुर पहिया) 


३०८ हैमिल्टन के सिद्धान्त <.ड३े 


(7०) 92.0. टे2..ए, 
शेड हि 
१००... १०. 
बी इज: 


यदि, दूसरी ओर, प्रारंम के परिणम्यों में से केवड एक को ही, कहिए कि ) को, उसके 
“बेथिकतया संयुस्मी” ४ द्वारा प्रतिस्थापित करना चाहें तो (8) का विम्नलिखित 
में “हपभेद” करना होगा-- 


(77) 72७, ९४)०३४-2, 

जो प्रदान करता है 

(72) ब/(७,४)->->४४४+24४, 

और, साथ ही, निम्नलिखित “पारस्परिकता संवंधगण” भी 
पः १०... 7, # 9०. 

(03) कप १9४ 


से ए के रूपातरण की तुलना छाग्रांड से हैमिल्टन को रूपांतरण से की जा सकती है 
और ,2 से 77 के रूतातरण की छाग्रॉज से राउथ को रूपातरण से । 

इस प्रकार का स्वतंत्र परिणम्यों का परिवत्तंन और छाक्षणिक फलन का आर्तु 
पंगिक हूप-भेद लाग्रॉज रूपातरण कहलाता है और वेश्लेपिक गणित में विस्तृत भाग 
लेता है। यहाँ पर उसका उल्लेख मुख्यतया इसलिए किया गया है कि आगे चलकर 
(पंचम ग्रंथ में) ऊष्मागतिकी के अपने अध्ययन में उससे काम लेना होगा । 


$ ४३. श्रपूर्णपदीय वेग-परामितियों के भ्वकल समीकरणवुंद * 


अब तक जिन अवकल समौकरणों पर विचार किया गया है वे सब व्यापकीकत 
निर्देशाकों सबधी लाग्रॉज-समीकरणों के नमूने के थे, परतु नचानें के लद़्दू के वाई 
(थ्यूरी) ने हमारा संपर्क विलकुल भिन्न प्रकार के, वहुत सरलूतर गठन के, समीकरणों 
से कराया , अर्थात्‌, कोणीय वेगों ७४, ०५ और ०५ के गूलर-समीकरणों (26:4) 
से | तो आइए निर्वारित करें कि छाग्रॉज-समीकरणों से उनका क्या संबंध है । 
दोनो प्रकारों का मेद इस तथ्य से निकलता है कि ७:, ०३,७३ पूर्णपदीय निर्देशांकगण 
नही है जैसे कि 0, ७, $ है, कितु इनके रेखिक फलन है जो समय (£) के लिए समा 
कलनीय नही । उनके बीच का संबंध समी० (35-77) देता है । तो वुरत ही अ* 
संमित लट॒दू पर विचार करिए जिसकी गतिज ऊर्जा है-- 


<.४३ अपुर्गपदोय वेग परामितियों के अवकछ समोक रणवृन्द ३०९ 


[ ) प्रच- डु [67] ७:-+-7३०७१५+-३5 ७*,) $ 
और,संक्षिप्तता के लिए, विना बलो के अधीन लट्दू की स्थिति पर ही विचार कीजिए । 
मिम्नलिखित $-निर्देशांक के लिए हम लाग्राज-समीकरण से प्रारंभ करते हैं-- 








व. 0_०7' 
9) ब्र्क्क छा 
समी० (35.77) के अनुसार, 
2०३ _ 8०2 _ 2०३ 
20 “सन सन कक पक क २ च्चव, 
१ 9४ ढ़ 
9० _ 0७०४ __ 0०3 _ 
कड़े 54925 ठ़् १५ कक 0. 
अतएव, (7) के विचार से, 
१7! 7 2० 
9 ज्न्यीप्ा कल नी 22०४ हा नीर३०३ ढ चन्‍्॥०क 
कीट किक 7 नी ०३७ हक ओिण० 
वो अब (2) से प्राप्त करते हूं 
(9) १८8 .(-7.) ०० 


यह तृतीय यूछर समीकरण (26.4) है। 
ऐसा ही परिकलन 0-निर्देशाक के लिए प्रदान करता है-- 





अथि००७$,११-०-आय है, “2०5० 
90 90 90 
ट्छ 





(0: 
गज ७ ८०५ 0 आए ढक, “दह् ११४ ५००४ 0 ८०४ $, 


2०, नि 
का बनाए ध्या 9. 


समी० (7) से हम प्राप्त करते हँ-- 


स्त०१ ८05 ९9--7,०३ भंग ९, 
90 


बेर हैमिल्टन के सिद्धान्त <.४३ 


छ सू[ण आए $+72०५ ००४३)४ ८०४0 --२;०६ ९ आं० 0. 
७ 
अचएव' लाग्राँंच समीकरण 


(0 हल * 
£ 60 ) 
५! 


निम्नलिखित हो जाता है--- 
.__7 ध003. -.प' बं७ड ३२ 
णचफ्कू 2०05 ४-- 7६ त्क्का ना 


(5) ०; भय $ (#+५ ००5 0) 


-7५ ७७ ००४ $ ($+0 ८०६ ७) 
नर; ०३ ९ अंग 0. 
परंतु, (35-77) के अनुसार, 
$-+% ७०४ 9-०३, ९ अंग 0-3७, आ॥ $-+-०५ ००५ ४, 
जिस कारण (5) के अतिम तीन पदों के स्थान पर लिख सकते हैं--- 


(7-२7,) ०७४ ०; शो $-([7--7५) ०५ ०४ ००५ $: 
और, प्रथम दो प्रदों को इनसे जोड़कर, प्राप्त करते हैं, 


(6) ््न्््‌ 7, न्खि -(-.20 ७, ७०५ ) ब्ण््ड़ 
नई फहि- (5-२३) ०२०५). #० ९. 
अत मे, छाग्रॉज-समीकरण, 

99 


परिणम्यों के उपयुक्त रूपातरण के- बाद और (3) के विचार से,_ निम्नलिखित हो 
जाता है--- 


<.४४ हैमिल्टन याकोयी समौकरण ३११ 


(7) रण्न्प ] न न (३75) ७४ ७०३ ) ञ्रा ९ 


बंः 

(6) और (7) से परिणाम मिकलता है कि दोनो ६) को अवश्यमेव घून्य हो जाना 
चाहिए, जिस कारण हम प्रथम थौर द्वितीय यूलर समीकरण (26 4) प्राप्त करते है । 

एक विद्विप्द दृष्टात के लिए जो स्पातरण किया हे, वह्‌ बिलकुछ व्यापकतया 
उस स्थिति के लिए भी किया जा सकता है, जब स्वेच्छ सख्या की अपूर्णपदीय वेग- 
परामितियाँ हों जो वास्तविक वेग-निर्देशाकों के रैसिक (या अधिकतर) व्यापक 
फलनों द्वास निश्चित हों ।# यदि, जैसे कि दृद् पिंड के लिए, इन परामितियों में व्यक्त 
की गयी गतिज ऊर्मा एक विशेषतया सरल रूप घारण करे, तो गति समीकरणों के 
समाकलन के लिए इस प्रकार के रूपातरण अपूर्वतया बहुमूल्य हो सकते है । वे इसलिए 
भी उपयोगी हो सकते है कि ये अपूर्णपदीय प्रतिवधो को भी सतुप्ट कर सकते है । 
चोल्ट्जमान' ने अपूर्णपदीय वेगों के सगत घूर्णों के घटको को गैसों के गत्यात्मक सिद्धात 
में प्रवेश कराना आवश्यक समझा था। इन धटको को उन्होने “धूर्णाण” नाम 
दिया था। 


रन 4, ४2 -+ (4-7) ७३ ण्ण ९०५ ७ 


$ ४४. हँमिल्टन-पाकोबो समीकरण 


पिछली शताब्दी के प्रारभ में सैद्धांतिक भोतिकी का सर्वाधिक महत्त्व का प्रइन 
था, “प्रकाश का तरंग्रात्मक वाद किवा कृणात्मकों बाद ?” तरंगात्मक वाद की नीव 
हाइगिस' ने डाली थी और, उल्लिखित काल में टामस यंग के व्यतिकरण सबंधी 
दृग्वियय के आविष्कार ने उसका पुष्टीकरण किया । दूसरी ओर, कणात्मक वाद को 
न्यूटन का समर्थन प्राप्त था जो देखने में उस समय आधिकारिक ही प्रतीत होता था। 
उसी समय हैमिल्टन,' खगोलज्ञ तथा गणित के परम विवेचक, आलोक यत्रो में प्रकाश- 


#*- मिलाइए, विशेषकर, 6. पब्णण, 24668 4॥7, 59, (904) तथा 
असआाएडीश- बढ ऊखां, 2/687- (06- 37, (4938. और भी देखिए, 5॥0/- 
4. 0447. तय 5. वए. 2. 05६. ए:््ड़० ]ए०- ३. ब्यव 6. 

, फ्रेण्याबयय... 2. 00फ्ए८०फोक धःवकाए ३. झण्एइशा$ 
4 0:85 श्णग्णाए 5. एज... प्रश्या[ए 00 


ड्ेश२ हैप्रित्टन के सिद्धान्त ८.४ 


किरणों के पयों के अध्ययन में निरत थे । इन अब्ययनों के परिणाम १८२७ में प्रकाशित 
होने लगे ।* छगमग उसी समय तरंगात्मक आलोकिऊी' के दो प्रधानतम भ्रतिषादकों 
फ्राउनहोफर' और फ्रेनर् की मृत्यु प्रायः एक जैसी ही अल्पआयु में हुईं। हैमित्दत 
का व्यापक गतिकी संवधी कार्य कुछ बाद में हुआ, परंतु किरण-आलछोकिकी' पर उनके 
अनुसंधानों से उसका अंतरग सवध है ।[; प्रस्तुत प्रकरण में इसी गतिकी सवधी कार्य 
के फलों का छोटा-सा संक्षेपण दिया जायगा। 
आइए, अवान्तर रूप से, यह भी कह दें कि प्लाक द्वारा क्रिया के मौलिक ववाट्म 
के आविष्कार के बाद अब उपर्युक्त प्रश्न भिश्नतया रखा जाना चाहिए । अब यह नहीं 
पूछते कि “तरग या कण २”; वरन्‌ कहते है कि “तरंग एवं कथ !” प्रथम दृष्टि में 
तो, प्रतीयमान परस्पर-विरोवी इन दो भावनाओं में सामज्जस्य स्थापित कराना असभव 
जान पड़ता है। वास्तव में वे आछोकिकी एवं गतिकी दोनों के ही परस्पर-विरोधी' 
नहीं, वरन्‌ पूरक पाश्व॑ हैं। जैसा कि श्राडिगर ने स्वीकार किया है, हैमिल्दन के 
विचारों के त्कंसगत विस्तरण से उनके तयाकथित विरोथ का शमन हो जाता है और 
वह हमे तरंगात्मक किवा क्वांटमात्मक यात्रिकी तक पहुँचा देता है । 
किरण-आलोकिकी प्रकाश-कणों की यात्रिकी है। आलोकीयतया विपमांग माध्यमों 
में इन कणों के पथ सर्वदा ऋजु-रेखीय ही कदापि नही होते, वरन्‌ हैमिल्टन के साधारण 
अवकल समोकरणों द्वारा निर्वारित किये जाते है, या हैमिल्टन के सिद्धात द्वारा; और 
यह्‌ सिद्धात उन समीकरणों के समतुल्य ही है। दूसरी ओर, तरगात्मक आलोकिकी 
के दृष्टिकीण से, प्रकाश-किरणे तरग-ुष्ठों या तरंगाग्रों की परंपरा के लंबकोणिक 


+# '[६७४४५८5 ०० 47 ००४०४, (किरण-आलोकिकी संबंधी रचनाएँ )+ वार 
80). 7/278 4८८४. 827; तथा 830 और 832, के शेप पूरक । गतिविज्ञान संबंधी 
उनकी कृति (४०४८) 834 तथा 835 के प्र मठ, उ०ह 7-का४०, में 
प्रकाशित हुई । 

4. ए्बए८ ०9065 . ए:बणग0टिर 

3३. एहटअआगर्टा 4. ऐिए ०एप०5 

| याकोबी कृत इस विषय के सुत्रोकरण में यह संबंध खो गया है! 89/ मे 
8. पटालण, (बलाइन) ने उसका फिर से उद्घार किया (देखिए रर८#लिम्धशा 
दक | सीट; द७,.. 488८8६//- शरण, वा 59. 60, 603)- 


८.४४ हैमिल्टन घाकोदो समोकरण ३१३ 


प्रक्षेप पदों द्वारा दी जाती हूँ ।* हादगिश सिद्धातानुसार ये तरगाग्रगण समातर 
पृष्ठ बंद होते है । हैमिल्टन ने इस तरग-पृष्ठ-परिवार को एक (वाध्यतया आशिक) 
अवकल समीकरण द्वारा निरूपग करने का तवा इस विधि का बहुविमितीय जाकाश में 
किसी-भी यांधिक निकाय के 4६ ओं को विस्तरण करने का भार उठाया । जैसा कि 
हम देखेंगे, तरंग-पृप्ठों का परिवार $--नियत द्वारा दिया जाता है, जहाँ & समी० 
(377) का लघुतम क्रिप्रा-फलन है। इन पृष्ठो के लयकोणिक प्रक्षेपपयव्‌ द निम्न- 
लिखित समीकरण द्वारा निर्धारित किये जाते हूँ-- 


7) (० 72 
(7) अल 
अब इसका अनुप्रयोग अविनाश्ी अर्थात्‌ सरक्षित एवं क्षयण्नील निकायो के लिए करेंगे। 


(१) संरक्षित निकायवृंद 

पहले ऐसा निकाय छेते है जिसमे ऊर्जा संरक्षित है और एक गतिज अश 7'तथा एक 
स्थितिज अंश 77 में विसडित की जा सकती है । अतएवं 7, ॥7 और /, इनमे का कोई 
भी £ पर सुब्यक्ततया नही निर्मर करता । 

आरंभ हम समी० (379) से करते है और उसके दक्षिणांग के 9५४ को 

+-शै/प-)( 7--5&)--० 7-- थे 
द्वारा प्रतिस्पापित कर लेते ह | तो (37.9) का दक्षिणांय निम्नलिखित हो जाता है--- 
दं 


2 087५-27... 3 7-42. 
(2) 20 7:27: १: 


तेदुपरांत उस समीकरण के वामांग को व्यापकीकृत निर्देशाकों 9, 4 में रूपातरित कर 
छैते हैं। यो-- 


(3 ) जे कतक- 
तो (3) और (2) का समीरकरण प्रदान करता है 


+पहु आलोकोयतया समदिक्‌ माध्यमों के लिए ही ठीक है। मसणिभों अर्थात्‌ 
किस्टलों जंसे विषमदिक्‌ साध्यमों में किरण और तरंगाग्र के बोच की लंब कोणि- 
फता साधारण युक्लिदीय नहीं रहतो वरन्‌ अन युविलदीय, (8वा८ः्शा$९वें प्टप502 
००४०४०००॥७) व्यापकीकृत टेन्सर लंब कोणिकता होती है। 


३१४ हेमिल्टन के सिद्धान्त डी 


है 

्क 
समी० (4) का सीमाओं ० और £ के बीच £ के लिए हम कलछित कर लेते हैं, दो 
प्राप्त करते है 


(5) 38-०४ ७ ४०५- फेक 
जहाँ 3 तो समी० (37) ढारा निश्चित है और | तथा 84, समाकलम की नीचे 
बाली सीमा /--० के लिए है, ? तथा ७६ ऊपर की सीमा £ के लिए । 

समी० (5) इग्रित करता है कि क्रिपा-समाकलू ७ को आदि-स्थान 4 अंतस्थान 
4 तथा ऊर्जा 5 का फलन समझना चाहिए, अर्थात्‌ हमें समय ४ के स्थान में स्वेच्छया 
अभ्यर्पित पूर्ण ऊर्जा उ5 का परिणम्य (चर राशि) की भांति उपयोग करना पड़ेगा। 


श्र ॥* 87-- 7 5४ 
(4) 20 7-2 7 बै7--फे--कू 2 हक. 


(०) 55-55 (4, 9०8). 

तो, (5) के अनुसार, समय के फलन की भाँति गति यों दी जायगी 
__ 98 

2 नव 


जहाँ 4 और ७५ स्थिर रखे जाते है । यदि इसके स्थान में 77 स्थिर रखी जाय भर 
4 कियाँ 6, का परिणमन करें, तो (5) प्रदान करता है-- 
(8) कर्ज 23 


तन ह? » /०7-- च्र्का * हु 
इनमें का प्रथम संवध ऊपर दी हुई अम्युक्ति, समी० (6) से, सहमत है । रहा दूसरा, 
उसे शीघ्र ही एक अधिकतर सुभीते के गठन में रूपातरित कर देंगे । 
मानना पड़ेगा कि जद तक & गठन (6) के रूप में न ज्ञात हो- तव तक गति 
का कुछ बहुत ज्ञान नही होता । परंतु ऊर्जा-समीकरण 
साफ) चत्स क 
का स्मरण कीजिए। इसमें समी० (8) से # का मान प्रतिस्थापित कीजिए । पा 
प्राप्त होता है--+ 


(्‌ 9) सर (8, की जल: मत 


समी० (9) को छाक्षणिक फलन & के निर्वारक समीकरण की भांति समझते हैं! 


5 ० 4 ८ अं 5220५ # 2 3 या यम अप 329: 


डंडे हैमिल्दन याकोबो समीकरण इ्श५ 


ह्टन-याकोबी सम्ोकरण कहते है । /' यदि 9? के ढिंतीय घात में समाग हो (7 को 
# से स्वतंत्र मान सकते हैं) तो वह द्वितोप घात और प्रथम कोटि का होगा । 

मान लीजिए कि हमने इस समीकरण का पूर्ण समाकल प्राप्त कर लिया है, अर्थात्‌ 
ऐसा साधन जिसमें अम्यर्पणीय नियताकों की सख्या समस्या की स्वतत्रता-सख्याओ 
की सख्या के बराबर है। इन नियताकों को 

&]973१० "* 

कहिए । कारण कि 3 समी० (9) में वही आता, उसे (9) के द्वारा केवल एक योग- 
नीय (सकाली) नियताक' तक ही निर्धारित कर सकते है । अतण्‌व ऊपर दिये हुए 
समाकलन में का एक, कहिए कि ०,, फाजिल है और उसके स्थान पर एक ऐसा 
योगात्मक नियतांक' रख सकते है जो अनम्यपित रहता है। तो ५, को अपनी ऊर्जा- 
परामिति 2 द्वारा प्रतिस्थापित कर सकते है, जिस कारण पूर्ण समाकल यो लिखा 
जा सकता है-- 
(7०)  $5-5(4,8,०%०-०००/) +नियताक 

ऐसे सपूर्ण साधन की प्राप्ति के लिए जो चिर्सम्मत विधि है वह परिणम्यों के 
पृथबकरण की विधि है । वह ऐसी विधि है जो वहुधा, परतु स्वंदा नही, अनुप्रयोजनीय 
है। इस विधि की चर्चा हम $ ४६ में करेगे। $ ४५ में हम दिखाबेगे कि समी० 
(70) निकाय की गति का ज्ञान कंसे कराता है। 
(२) क्षयशील निकाय 

अब हम यह व्यापक दृष्टिकोण लेगे कि लाग्रॉजीय 2. और इसलिए हैमिल्टनीय 
परभी ४ पर निर्भर करते है । इस स्थिति मे, व्यापकतया, 2. जोर ह को /' तथा 
7 में विघटित करना असम्भव होता है । यदि किसी विद्येप स्थिति में कुछ स्थितिज 
ऊर्जा 77 हुई भी, तो उसे समय पर निर्भर करना पड़ता है । यह स्थिति खगोल विद्या 
की तथा क्वाटमयात्रिकी की स्थान-च्युति समस्या के लिए महत्त्वपूर्ण है । उस स्थिति 
में कोई ऊर्जा सिद्धात नही रहता और इसलिए कोई पूर्ण ऊर्जा नियवाक £ भी नही होता। 
परिणाम यह होता है कि हम रूघुतम-क्रिया-सिद्धात का उपयोग नहीं कर सकते और 
हमें हैमिल्टन-सिद्धात की शरण लेनी पड़ती है ॥ अतः हैमिल्टन सिद्धात में आये हुए 
समाकल द्वारा प्रदत्त एक लाक्षणिक फलन <* को निश्चित करना होता है। यो-- 


३. अवरावर <०प्रच्थाप. 2. एम्रफअंहठपव्व. 3. शिक्षापफ्रेगव॑ण्य एप्स 


३१६ हैमिल्टन के सिद्धान्त 72 8॥ 


+ 
(77) 5 है 74, 
40 


और &* को आदि तथा अंत के स्थानों तया यात्रा-काल £ के फलन की भाँति सम- 
झना होता है, भर्बात्‌ 

(72) $*<-3* (4, 4०, /)- 

इसकी समी० (6) से तुलना करनी है जिसमें (प्रस्तुत स्थिति में अनुपस्थित) निशचर 
पूर्ण ऊर्जा 5 ने / का स्थान लिया था । 


तो आइए पहले (57) के द्वारा न््यि का गठन करें-- 


है 
45% 
(73) शक मकर ः 
तदुपरात (32) की सहायता से, प्राप्त होता है-- 
बं३* __>+905* * । 905* 5 पु 23 
(74) & “>8ढ / छ 933 


निम्नलिखित संबंध (75) जो (8) का समपर्मी है और जिसका यहाँ उपयोग 
हुआ है, 

--25* 
(75) श्प्च्द् 


सहज में ही सत्यापित' किया जा सकता है। केवरू मात्र (77) का $६ के लिए 
अवकल निकालिए और समी० (47,7 ०) का स्मरण कीजिए । 

तो अब (47-7) वाली /7 की व्यापक परिभापा के विचार से, (73) और 
(74) की तुलना प्रदान करती है-- हे 


(76) करत 0- 
अतएव समी० (75) से हम प्राप्त करते हूँ 


कि 8355 85* 
(४7) कै मर श्र्कूः ४) 9. 


4. प्रथ्य5वव, 


“८.४५ हैमिल्टन याकोबो समीकरण के समाकलन के लिए घाकोबी फा नियम ३१७ 


यह है व्यापक रुप में हैमित्दम-याफोदी समोकरण ॥ इसमे हमारा पहले का समीकरण 
(9) एक विशेष स्थिति की भांति सम्मिलित है । इस वात को सिद्ध करने के लिए 
मान छीजिए कि, पृ० ३१४ के (7) की भांति, उर स्वतत्र है / से | तो (77) से 
निकलता है कि /£ में $* रैसिक है । अतएय हम रस लेते है कि 
&*--4/+-89 
भौर (6) से ज्ञात होता है कि --०८-्उ, अर्थात्‌ ऊर्जा नियतांक 5 के बराबर जो 
अब विद्यमान है। 9 हमारे पुराने छाक्षणिक फलन & के सर्वसम सिद्ध होता है। 
इस प्रकार प्रस्तुत स्थिति मे (77) का केवलमात्र विशेष रूप (9) ही रह जाता है । 
पिछले उपप्रकरण (7), पृ० ३१४, में जो कुछ (9) के समाकलन के वारे में 
कहा था, वह अधिकतर व्यापक समी० (77) को भी उतना ही लागू है! इसके 
पूर्ण समाकल में अब [+7 नियताक होते है, जिनमे का एक फिर योगनीय होगा 
तो (70) के स्थान में अब हम लिख सकते है 
(78) &$*--5* (4, #, ०, ४४५- » * “/)+नियतांक । 
8४५ हँमिल्टन-पाकोवी समीकरण के समाकलून के लिए याकोबी 
का नियम 
समीकरणों (44-8) के संबध में हमने कहा था कि इनमे के दूसरे का समाकलन' 
तत्क्षणात्‌ नही किया जा सकता ) इसका कारण यह है कि हमने अपने आशिक अवकल 
समीकरणों का समाकछन (44-6) के रूप में नहीं, किन्तु क्रमात्‌, (44९70) और 
(44०8) के रूपों मे किया था। समी० (44०7) में 
95 
(प ) म्न््क्ु डे 
दूसरी ओर, हमने एक ऐसा समीकरण प्राप्त किया था, जो सीधे ही सीधे, समय में 
गति का वर्णन करता था । अब यह सिद्ध करेंगे कि यदि & का £ के लिए नही, उसके 
स्थान पर, समाकलनाकों, «७, ०७,---०६ के लिए अवकलव करें तो निम्नलिखित 
समीकरणों की प्राप्ति होती है-- 
(2) 8,०52... --२; 3..2५+२ 
क्ेणप 
ये समीकरण निकाय के पथ की ज्यामितीय रूप-रचमा बताते है, बशतेंकि 8» को 
सम्ाकलनांफों का एफ दूसरा जुड समझें । यह है याकोबी फा नियम्त पिछले प्रकरण की 


३१८ हैमिस्टन का शिद्धास्त <४ए्‌ 


स्थिति () के लिए । श्वितति (3) में तो बद और भी सरछ निम्नलिखित झूरे घरारय 
फर छेता है-- 


(3) हबनत 2, (-7, 2 ..../: 


यहाँ एक-जेंसी रचना के ये | समीकरणव्‌ द है जो निकाय को यति को कालात्मड 
एय स्पानात्मक दोनों मार्च देते हूँ । 

ऐसी ही सरछता फा स्थिति (7) में भी हम प्रवेश करा सकते हैं यदि औपचारिक 
तया लिख हें फि-- 
(3०) 85 2899. र 

ध्श, 

जहाँ हमने / 58; और 5--> रख लिया है । 

केवल स्थिति (7) के लिए ही इसे सिद्ध करेंगे। स्पर्थात्मक ख्वातरण की परि* 
भाषा (4-7) का स्मरण कीजिए । आगे कही जानेवाली बातों के लिए इसे 
छिस छेंगे-- 


(4) ब९(% ९)००० ४४४५, ८ जम४०, . 
इसकी तुलना छाक्षणिक फलन (44.70) के (निम्नलिखित) पूर्ण अवकल से 
कीजिए--- 


है र्ज 
78(%, 8, ०) ०० बकक टटिब्फक >. टबथ +, 
प्ज्न्ि 


जो (44.8) और (2) से प्रतिस्थापन करने के वाद, इस प्रकरण का (3०) हीं 
“जाता है, ह 


(5) 48(4, ०)०००.३, 4६ + 2.8 ग्द 


यह समीकरण समी० (4) से सहमत है यदि 

(०) मे को *$ के, (९६ को «# के, 29 को -+8» के 

सर्वसम समझ लें । अब हम जानते है कि प्रतिबंध (4) सतुप्ट करते हुएं, एक रूपा* 
प्रवरण 4,॥४-१ 0, 2; छारा हैमिल्टन समीकरणवृद (47.4), 


<.४५ हैमित्दन याझोयों समीकरण फे समाफझलन के लिए पाकोयो का नियम ३१६ 


* ग्य.. व 
हिल-क्पित के " 
से समीकरणों (॥7.72) 
ब्यस ._ भा 


श्त्तिण हरढ्रःण्त 
को जा पहुंचते हैँ । प्रस्तुत स्थिति में, (6) के विचार से, ये निम्नलिशित हो जाते हैं-- 
पर गति > प्स 
(0 कक शेड 03 बज १9: ५ 





परंतु (47,70) से 

मं(९७ कम (१०), 
या, (6) के प्रभाव से, 

सं -9)च8िच्श- 
तो परिणाम निकलता है कि 


(9) ि च्न्ट, ग्रे 0शि (चत्व५ 


कक... (०थि/>7: 80, (०/शि ऐ>7- 


इस प्रकार समीकरण (7) निम्नलिखित हो जाते हँ-- 
5 (--, * च्डा, 

0० #्ीटिटसर्न शत 
ये समीकरण ०+ ओ के बारे में कोई नयी वात नही बताते, ये केवल इसी बात कहा 
कर देते हूं कि थे समाकलनाक हैं । यही बात 3; के समीकरण के सारे में हो पे वल 
सकती है। 8,--7 से एक महत्त्वहीन योजनीय नियताक के भीतर ही भीतर बह 
श्र प्राप्त करते है, जो समी० (3८) को विचार में रखते हुए, कोर पे कम हक 
है। दूसरी और, 8५ (/7>7) के लिए समीकरण वृद (70), बाकोवी के सियन 
का प्रमाण प्रस्तुत करते हैँ; वे कहते है कि «६ ओं की भांति % भी के 5 

यही उपपत्ति, विना किन्‍्दी महत्वपूर्ण परिवर्ततो के, स्थिति (5) के लिए ही 
की जा सकती है, बशतें कि स्पर्शात्मक रूपातरण की परिभाषा सी कुछ आ 2 
व्यापक कर ले । परंतु इस फल की यहाँ आगे कोई आवश्यकता न पड़ेगी, अतएः 
उसके कारण हम यह्‌ यहाँ और न रुकेंगे । 
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६ ४६ केपलर समस्या की चिरसम्मत तथा बवांटम-सैद्धांतिक विवृत्ति 

इस प्रकरण में हम दिखाना चाहते है कि किस भांति समाकलन की हैमिल्टन- 
याकोवी विधि बिना किसी दुविधा के सीषे-सीधे खगोल विद्या की ग्रहीय समस्या के 
समाधान पर पहुँचा देती है । इसके अतिरिक्त हमें यह देख' कर आइचमं होगा कि 
परमाणवीय भौतिकी की आवश्यकता के लिए यह विधि (मानों) जानवूझकर वनवायी 
ग्रमी है और स्वाभाविक रूप से हमें (पुराने) क्वांटमवाद तक पहुंचा देती है। 

विपय का आरंभ हम स्थिर 2 सूर्य वाले द्वि-पिड की समस्या के निम्नलिखित 
प्रुवी निर्देशांकों में व्यक्त लाग्रॉजीय से करते है>- 


(पे प्न्ड (#+7$)) के तट 
इससे हम घूर्णों का परिकलन करते हैं कि 
(7०) कच्चा, 79 कारक 


इनका (2) में परिस्थापत तथा स्थितिज ऊर्जा में चिह्न का परिवर्तत निम्नलिखित 
हैमिल्टनीय प्रदान करते हँ-- ५68: 
(7) मच्दु (कल न ४४-०४ 
ओर, (44-9) से, हैमिल्टन-याकोबी समीकरण मिलता है-- 
न हे ( ठप ). 

() हे गम; क्र) (नल फल ) 

आइए, इस उदाहरण में “परिणम्यों के पुथक्करण” वाली विधि का अनुप्रयोग 
करें जिसका उल्लेख पृ० ३१५ पर किया था । 

अवकल समीकरण (2) को हल करने के लिए निम्नलिखित गठन के साधन 
से यत्न करते हँ-- 
(3) ड्न्जर+ क 
इसमें 2९ केवल # पर और & केवल $ पर निर्भर करते हैं। यदि (2) के दक्षि- 
णांय की व्यापक फलन  (7,$ ) द्वारा प्रतिस्थापित करें तो हम प्राप्त करते है--+ 


(०) (्र ) क्‍ (९) री ४) 


सामान्यतया, ऐसा संबंध होता नही । परंतु यदि /$ से स्वतंत्र ही, जैसा कि अ्स्तुत « 


८-४६. फेपलर समस्या को दिरसम्मत तथा पयांडम-संद्धांतिस पियृति. ३२१ 


स्थिति में हो! पे पक ॥वनो ० 2 
तमेदीशाह,तो के को किसी नियवाफ, झहिए कि ८), के बरायर रख देते है, 
] 


इस 0 को "बुपाकरण निमताझ एटो है) । तब उ निम्नखिखित समीकरण से 
निर्धारित होता हैं-- 
'४(२१* हर 
() (5) 70०६० 
जो क्षेत्फलन' द्वारा निर्धारित किया जाता है सिसमे एक पूर्ण समाकछ मिलता ऐ। 
हूं अनुमान कि / ९ से स्वतत्न प्रकटतया दस सख्य के सुल्य है कि प्रस्तुत स्थिति में 
& चक्रीय है, पर्थात्‌ बहू जयहल समीकरण में सुब्ययततया नही होता । तो देखने है 
कि परिणम्यों के पृषाफ़रण की विधि दिये दृए जवकझल समीकरण के समिति संबंधी 
विशेष गुणपर्मो पर लिर्मर करती है, समितीय गुणवर्म जो बढुधा, यद्यपि सर्वद नदी, 
पाये जाते है । 
जब हम $ ४५ के व्यापक रूप पर घलते है, ८: को २५ के बराबर रख देते हूँ और 
(2) का पृपप्क्रण यो करते है-- 


(5) 98 बल 

>8४ 
ततया 

95 [..[5 "८४ -क डर 
(०) नन्तदः महक 6 न ] «० 


समी० (5) कोणीय सवेग के सरक्षण (अविनाशित्य) का नियम है, अर्थात्‌ 
केपूलर का द्वितीय नियम पृथवकरण नियताक, ०७ निश्चर कोणीय सवेग है, जो 
समी० (6.2) में प्रयुक्त क्षेत्रफकीय वेगाक से सारतः सर्वसम है। समी० (6) 
परिणम्य श्रिज्या सबेग' देता है । 

लाक्षणिक फलन 5 के परिकलन के लिए, हम (5) तथा (6) का समाकल 
कर (3) का गठन करते है । 5 के स्थान पर ८4 रखकर हम प्राप्त करते हैं-- 


7 
(7) $स८ || [टन 5“) “किस कवियताक ॥ 
7 


. (९०४१४४६०४८ 2, एवार् प्राणाप्रव्याण्ण ५ 
9 
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समाकलन की निचली सीमा स्वेच्छतया कुछ भी निर्वाचित की जा सकती है क्योकि वह 
केवल योगनीय नियतांक के परिमाण पर ही प्रभाव डालती है। 

इस समय हम ज्यामितीय प्रक्षेप पय अर्थात्‌ केपूलर के प्रथम नियम पर ही ध्यान 
देगे। बैसाही करने के लिए हम (45-2) का अनुसरण करतेहै और निम्नलिखित 
गठित करते हँ-- 


७0) कत्टुए ते | [० 3०.५. 


प्रत्यक्षत:, सुविधाजनक होगा कि समाकलन-परिणम्य के लिए+ के बदले 5 व 


का प्रवेश कराया जाय और (8) को फिर से यों लिखा जाव--- 


कि ४ [यि् (५+५०७०४७)-क'क] डक 
5 


(9) 


/ [ (8) (ऋण) | 


यहाँ 3,., ध्यवे 3,.., [5मस्तम दम ] सूर्य से अपभानु' तथा अभिभानू: 
तक की दूरियों के व्युत्कम हैं । दोनो समाकलों की तुछना प्रदान करती हैं- 
(४०) उाक ध्ञानपिय 
व अर 

जब हम (9) को सुविधाजनक स्लिफोयमितीय रूप में प्राप्त करना चाहते हैं । इक 
लिए निम्नलिखित रूपातरप मूम्त पड़ता है-- 

(६7) उस लव -औ-+४- ईनपन_ ह2, 


. 4एवीठप 2. एचमंटएएप 3. एब्लंजाण्व्यंड 


< ४६  केपलर समस्या को चिरसम्मत तया पवांदम-सेद्धांतिक विवृति. ३२३ 
यहूं 5555७०७ को ॥5+--7 में और 5७>5,॥७ को ४5-०7 में ले जाता है। तो 
(9) से हम प्राप्त करते हैं-- 

॥ कक 
(2) 3-5 74 छ 


और, समाकल की अम्यपंणीय निम्न सीमा को 7 के बरावर करने पर प्राप्त होता है 
(79) $- 02ल्‍7८0४77४8, #5४८०$ ($-- 39) 

अंत में (77) के मार्ग से ४ से 5 को छोट आते हैँ और इस बात का ध्यान करते हैं 
कि आइति ७ के अनुसार-- 





और इसलिए, 
यू & 
बहा ढञ  छ- बज 
तो अब (73) से दीर्धवृत्त का समीकरण निम्नलिखित परिचित रूप में प्राप्त करते हूँ 
__7 _7+ 6८05 ($ 92) 
बे क्या दम व) 
जहाँ निएचर 8, को $ की परिभाषा के भीतर रख सकते हूँ । 
प्रायोगिक हेतुओ के कारण खगोलज्ञ की जिज्ञासा प्रक्षेपपथ के ज्यामितीय रूप म 
उतनी अधिक नही होती जितनी कि समय के फलन के रूप में गति में | यहाँ फिर 
हैमिल्टन-याकोवी विधि सर्वाधिक सुव्यवस्थित रूप में उत्तर प्रदान करती है, अर्थात्‌ 
समी० (45.7) के द्वारा कि-- 


5-2 22 
हे से... 925 डर 
इसमे परिणम्य 5 के प्रतिस्थापन से हम प्राप्त करते हं-- 
(75) #5205॥7 रे 


कक आन छत या 
४ 3भृ6-5ऋ नस) 
इस समीकरण से $ ६ में दी हुई अपनी पुरानी विवृत्ति पूरी कर देते हूँ । वहाँ समय के 
'फलन की भांति ग्रह का स्थान अनिर्धारित ही छोड़ दिया गया था। समस्या १:३६ की 
'उत्केद्र अनमली” को एक नया समाकलन परिणम्य मानकर (उसके सकेतन # 
सया समी० (77) के सहायक # में गड़बड़ी न करनी चाहिए), उसकी सहायता से 


इ्र४ हैमिल्टन का सिद्धान्त ८.४६ 


समी० (75) सादे ही समाकलने द्वारा हल किया जा सकता है और सीधे ही सीधे 
निम्नलिखित सुचिख्यात केपूलर समीकरण की प्रगति करा देता है-- 
47/न्‍5#-- € शा #, 

जिसका उल्लेख उपर्युक्त समस्या में किया गया है। 

यह भलीभांति विदित है कि आधुनिक परमाणर्वीय भौतिकी में भी द्वि- तथा वहूं 
पिंड समस्याएँ मुख्य भाग छेती है । हाइड्रोजन परमाणु में इलेक्ट्रान नाभिक, प्रोटान, 
के चारों ओर वैसे ही परिक्रमण करता है जैसे कि ग्रह के चारों ओर । यहाँ भी हैमित्टन- 
साकोवी विधि आइचयंजनक मान की सिद्ध हुई है। वह अक्षरशः उस स्थान को वा 
देती है जहाँ बवांटम-संख्या को प्रवेश कराना चाहिए। ह 

पुराने क्वांटम बाद में, जब कभी भी स्वतत्रता-संख्याओ की £ वी अन्यों से पृथक्‌ 
की जा सकती थी तब £-वीं स्वतत्रता-संख्या का एक कला-समाकल निश्चित किया 
जाता था (जिसे “क्रिया परिणम्य” भी कहते थे) और जो यो दिया जाता था कि- 


(76) झिल्क 

यह समाकल 4 के मानों के सारे अधिक्षेत्र के लिए किया जाता था । तब अभियाचनों 
यह होती थी कि .& प्लाक के मौलिक क्रिया-क्वाठम का पूर्ण-संख्यक गुणज' होवे 
(देखिए पृ० २४४), अर्थात्‌, 

(764) है ि/ ८] लियतांक 
जहाँ # उपर्युक्त प्लांक का मौलिक करिया-ववांठम है जिसे प्लाक (प्लाक ) 
कहते है। (76) के # को छाक्षणिक फलन ४ के पदों में व्यक्त कर हम ्रार्सत 
करते हँ--- 

(77) हि बं[४-+ 3 5५ नतताक्र 


७5५ फछन 3 का £ वॉ "आवतंत्त्व मापाक” है, अर्थात्‌ 4& के अपने मानो के पूरे 
चक्र में जाने में होने वारा & में परिवर्तन है । 

हाइड्रोजन परमाणु के इलेक्ट्रान के निर्देशाक 9:5-# तथा 4४557 होते हैं। ४ का 
अवकल समीकरण (2) और उसका साधन (7) सीधे ही सीधे खग्ोल विज्ञान से 
परमाणवीय भौतिकी को स्थानातरित किये जा सकते हैं, वद्तें कि गुरुत्वाकर्षीय 
स्थितिज ऊर्जा को कूलम ऊर्जा, जे द्वारा प्रतिस्थापित कर लें। 


. फैप्ब्डुप्थ णाणपछोॉट.. 2. (०णेंक्फो 


<.४६ फेपरर समस्या फो चिरसम्मत तया ययांदम-संद्धांतिक विवृति. ३२५ 
कारण कि, निर्देशाफ् ढ़ का जधिक्षेत्र 0 मे 2८ तक विस्तरिल होता है, अताख 
्ि जौर (77) मे प्राप्त करते है-- 
8 5.$  +- 2४२३ _४ ,. 
रा 2 2 पे 8 दिस 
ढ्‌णु देगंशों परयांदम संस्या है, २५, जसा कि हम जानते हैँ, दिगधी' संयेग-पूर्ण 
2 के सवंसम है। 
/ निर्देशाक # के मात्ों के प्धिक्षेप्र झा किस्तरण हैं अल्पतम / (+&७) से 
छकर महृत्तम + (+,.०) तक और वहाँ मे फिर बापस। जताभव समीकरण (7) 
ओर (77) से टूमे मिलता है-- 


(79) 5, ्य| ध [कि ड- ) त् ]) वी नत॥॥. 


पह ॥॥ प्रिज्य फ्यांटम-संसया है। क्षेत्रफलन की सर्वोत्तम रीति # के समतल में 
समिश्र समाकडन करना होगा । ऐसा करने पर (9) निम्नलिखित हो जाता है 


(२०) न शा मम न ज्ज्छजी 
ग्रठ) 
अतएव, हाइट्रोजन इछेस्ट्रन की ऊर्जा, ववाठम द्षा ॥/+-79 भें, निम्नलिखित होगी, 
था छ--27/ ५ हर 
) 5 किक 


यह ऋणात्मक इसलिए है कि इछेक्ट्रान-प्रोटान के वीच की अनत दूरी के लिए ऊर्जा 

को शून्य माना था (देखिए स्थितिज ऊर्जा के उपर्युवत व्यजन) । 

समीकरण (27) तथा “बवाटम-छछायों में ही ऊर्जा-विकिरण” वाली बोर की 
परिकल्पना, इन दोनो ने ही हाइड्रोजन वर्णक्रम (तथोक्त बामरों माला) के पहले- 
पहल अववोधन पर पहुँचाया और वहां से व्यापक रूप में हम वर्णक्रम रेखाओं के 
आधुनिक वाद तक पहुँच सके । 

परमाणुवाद में हुए ज्ाघुनिक विकास यहाँ प्रस्तुत की गयी इलेक्ट्रान-कक्षाओं 
के वर्णन से बहुत आगे चले गये है । जँसा कि $ ४४ के प्रारभ में उल्लेख किया गया 
था, हैमिल्दन की विचार-रेया के बाद होने वाछे अनुसमधानों के परिणाम स्वरूप पर- 
माणदीय प्रक्रियाओं की और भी अधिक गम्भीर तरय-यात्रिकीय भावनाओं का 
ग्रादुर्भाव हुआ है। 


. वैद्ंग्रपाा॥.. 2, पिद्यागरवर इचसंट$ 


प्रयम जध्याय मंदंधी ३२७ 


१४ अप्रत्यास्य टाझर, इठेफ्ट्रान को परमाणु से--हाफ कर भहति सथा ए 
बैग बास्य इलेस्ट्रान आदि में विराम दशा के ४४ सहति के एम परमात से ऊंद्ीयतया 
टायर खाता है। परमाणु खुद्य हो जाता 2ै और अपनी भौस दक्षा से ऊर्जा तक 
उ मानकों द्वारा ऊपर उठा दिया जाता टू | तो इस्स्ट्रन का जल्यतम बेग 
होना चाहिए ? 








्७ क्या 


इल्ेक्ट्रान तथा परमाणु झे जतिम बेगो, ऋमात्‌ ० तबा /, के दिए एफ एक 
वर्गात्मझ समीकरण प्राप्त होगा । कत्यवम मान २५ इस मॉ से निकछता है किए 
तथा 77 के साथनों ने आयी वास्तविक हैं केबल्द अर्जा के सरक्षण 


का मसिद्धान लागू होता तो जिस बेन को प्रत्याझा 









झा की जाता ८३ मान कुछ आधक 


होगा, यद्यपि दोनो का जतर प्रेश्ननौय ने होगा क्योकि अनुपात रे (220००) 
बहुत बड़ा है | 

यदि टवकर लगाने वाले कग को सहति उतनी ही या लूगनग उतनी ही बी हो 
जितनी कि टक्कर खाये हुए कप की, तो जिस अल्यतम ऊर्जा को आवश्यकता होती है 
बह केवल ऊर्जा-सरक्षण-मिद्धानानुसार प्रत्याशित ऊर्जा से प्राय दूनी होती है । 

१.५. राकेट, चंद्रमा को--मनवस्त इगझ़ास्टं दायनों के साथ एक राकद 
(हवाई वान) ऊद्वविर ऊपर को दाया जाता है । समझिए कि राफऊंट की अपेक्षा में 
रेचन-वेग ८ है तथा प्रति सेकड निष्कानित सहति 95२-॥४॥ है और मान छीजिए कि 
दोनों ही समय में नियत (समय के विचार से एक जेसे ) रहते हैं। यह भी मान लीजिए 
कि गति नियत उपेक्षणीय घपंण के कारण गुरुल्वाऊर्पी त्वरण £ से होती है। तो 
गति समीकरण का गठन कीजिए और यह नान कर क्रि राजद का आदि-बेग पृथिवी 





पृष्ठ पर शून्य है, समीकरण का समाकलन कीजिए यदि ;/--आदि को सहति #५ का 


सन याँ भाग और ००5२००० मीटर-नेकड! हो तो ४-> 70, 3०, 50 सेकड 
में रापंट किये ऊँचाई पर पहुंचता है ? 
4. एल 
*केयल हाइड्रोजन परमाणु के छिए हो -//: इससे छोटे, 7347 के बराबर है, 
हाइड्रोजन से निफ्टतम संहृत्ति दाज़े परमाणु होलियम के लिए यहू अनुपात कोई 
4>7847 फे बराबर होगा । 
2. एजापएश--रेघक, शून्यकारक 


समस्याएँ 
प्रथम श्रध्याय संबंधी 


१९३. प्रत्यास्थ टबकर#--एक ऋणुरेखा में # संख्यक एक-समान संहतियाँ है 
परस्पर छूती हुई, रखी हूँ । दो अन्य 2/ संहतियाँ, वेग ० से चछती हुई, वायीं ओर से 
उन संहतियों की पक्ति से टकराती हें । प्रकटतया यदि वायी ओर से आयी हुई दो 
संहृत्तियाँ दायी ओर की दो संहतियों को अपने वेग ह॒स्तांतरित कर दें तो संवेग तथा 
ऊर्जा नियम संतुष्ट रहते है । दिखछाइए कि यदि दाहिनी ओर से केवल एक सहति 
ही निकल जाय, या यदि अंतिम दो संहतियाँ विभिन्न वेगों ४, ०७ से चल निकट, तो 
इन नियमों का पालन नहीं हो सकता । है 

३.३. प्रत्यास्य वककर-असमान संहतियों में--अब दायी ओर की अंतिम संहृति 
# शेप अन्य संहतियों से कम (संहति, # ) रखिए ! इस वार वेग ० से चलती 
हुई एक ही संहृति 24 फिर वायी ओर से टकराती है । ऊर्जा और संवेग के सिद्धातो 
से दिखलाइए कि यह असंभव है कि केवल एक ही संहृति १४ गति में हो जाय । यदि 
मान लिया जाय कि केवल दो संहतियाँ गतिशील की जाती हैं तो उनके वेग कया 
होंगे ? 
१.३. प्रत्यास्थ टक्कर-अससान संहृतियाँ---दाहिनी ओर की अंतिम संहति कि 
को शेप जन्‍्यों से बड़ी लीजिए। वे ही सब अनुमान फिर कीजिए जो प्रश्व २ में किये 
थे । 'परतु देखिए कि अब दायी ओर की अतिम-से-पिछली संहति अपना संवेग बागी 
ओर हस्तांवरित करती है। तो 02 का वेग तया पवित की वायी ओर की प्रथम संहर्त 
क्या होगे ? यदि 2४” बहुत्त ही बड़ा हो तो क्या होता है ? 


#-पहू अत्यावश्यक है कि भ्रइनावछी १-१ से १-३ में वर्णित प्रयोगों को 
विद्यार्थों स्वयं करे । किसो चिकने आधार पर मुद्राओं द्वारा वे किये जा सकते हैं ! 
या डोरियों से लटकाये हुए प्रत्यास्थ गोलों द्वारा भो बेसा कर सकते है । लठकाय 
हुए गोलों को विराम अवस्था में परस्पर छूते हुए होना चाहिए ॥ अंततः और 
कुछ नहीं तो, प्रोणिका में रखी हुई मारबिछ को ग्रोलियों से ही काम चल 
सकता है ।* 


प्रथम अध्याय संबंधी ३२७ 


१.४. अप्रत्यास्थ दवकर; इसेक्ट्रान की परमाणु से--एक ॥7 संहति तथा ० 
वेग वाला इलेक्ट्रान आदि में विराम दशा के 2४ संहति के एक परमाणु से कंद्रीयतया 
टक्कर खाता है। परमाणु क्षुब्ध हो जाता है और अपनी भौम दशा से ऊर्जा तक 
अं मात्रकों द्वारा ऊपर उठा दिया जाता है तो इलेबट्रन का अल्पतम वेग ४ क्या 
होना चाहिए ? 

इलेक्ट्रान तथा परमाणु के अतिम वेगों, क्रमात्‌ ० तथा 77, के लिए एक एक 
वर्गात्मक समीकरण प्राप्त होगा । अल्पतम मान ०, इस माँग से निकलता है किए 
तथा 77 के साधनों मे आयी हुईं करणी' वास्तविक हो । यदि केवल ऊर्जा के सरक्षण 
का सिद्धात लागू होता तो जिस वेग की प्रत्याश्ञा की जाती उससे ० का मान कुछ अधिक 
होगा, यद्यपि दोनों का अतर प्रेक्षणीय न होगा क्योंकि अनुपात नर (2200०) 
बहुत बड़ा है। 

यदि टक्कर लगाने वाले कण की सहति उतनी ही या लगभग उतनी ही बड़ी हो 
जितनी कि टक्कर खाये हुए कण की, तो जिस अल्पतम ऊर्जा की आवश्यकता होती है 
वह केवल ऊर्जा-संरक्षण-सिद्धातानुसार प्रत्याशित ऊर्जा से प्रायः दुनी होती है । 

१.५. राकट, चंद्रमा को--अनवरत इगझास्ट' दागनों के साथ एक राकंट 
(हवाई वान) ऊर्ध्वाधर ऊपर को दागा जाता है। समझिए कि राकंट की अपेक्षा मे 
रेचन-वेग ८ है तथा प्रति सेकड निष्कासित संहति /5-४॥ है और मान लीजिए कि 
दोनो ही समय में नियत (समय के विचार से एक जैसे) रहते है । यह भी मान छीजिए 
कि गति नियत उपेक्षणीय घर्षण के कारण गुरुत्वाकर्पी त्वरण & से होती है। तो 
गति समीकरण का गठन कीजिए और यह मान कर कि राकट का आदि-बेग पृथिवी 
पृष्ठ पर शुन्य है, समीकरण का समाकऊन कीजिए । यदि [आदि की सहति #/, का 


ज्र् वाँ भाग और ८-०2००० मीटर-सेकड-? हो तो /+> 70, 30, 50 सेकड 
में राकंद किस ऊँचाई पर पहुँचता है ? 


. काव्य 
*केवल हाइड्रोजन परमाणु के लिए हो 0//77 इससे छोटे, 7847 के बराबर हे, 
हाइड्रोजन से निकटतस संहति वाके परमाणु होलियम्त के लिए यह अनुपात कोई 
42<847 के बराबर होगा । 
2- 8:४9४०४६--रेचक, शून्यकारक 


ड््श्द समस्याएं 


१.६. संतृप्त बाय से ग्िरता हुआ जछ-बिदु--पानी की एक गोलाकार बुँदिका' 
जलवाप्प से सतृप्त वायु में, बिना घर्षण के, युरुत्व के वश, गिरती है। आदि (#-<०) 
में उत्तकी प्रिज्या ८ और उसका वेग ०, है । संघनन के कारण जल-विदु की उंदति 
निरन्तर बढ़ती रहती है, संहति वृद्धिकी दर बूंद के पृष्ठ के समानुपाती है। जैसा 
दिखाया जायगा, उप्तकी त्रिज्या # की वृद्धि समय / के साथ रंखिकतयां हींगी। सवतंज 
चर राशि के लिए / के स्थान पर + लेकर गति के अवकछ समीकरण का समाकतने 
कीजिए । दिखाइए कि ८५७ के लिए वेय-वृद्धि समय के साथ रेखिकतया होती हैं! 

१-७, पिरतों हुई जंजीर--किसी मेज के किनारे पर एक जजीर रखी हुई है 
जिसके सिरे के पास का थोड़ान्सा भाग किनारे से लटक रहा है, वाकी सब जंजीर 
सिकोड़ी हुई है। आदि में छठका हुआ सिरा विराम दक्ष) में है अब जंजीर की कड़ियाँ, 
एक-एक करके गिरना प्रारंभ करती है । धर्षण की उपेक्षा कर दीजिए । चलित रूप 
में लिखी हुई ऊर्जा यहाँ यति का समाकल नहीं रहती । उसके स्थान में ऊर्जा का क्षेप - 
भाग छिखने में आवेगी (कार्नो)' ऊर्जा-हानि को विचार में छेना होगा ।.,.., 

१-८. गिरतों हुई रस्सी--हम्दाई / की एक रस्सी मेज के किनारे से वीये * 
खमक रही है । आदि में उनका एक टुकड़ा :७ मेज से बिना गति के लटक रहा था । 
किसी समय £ पर समझिए कि रस्सी की छूवाई & ऊरष्बॉयर सौचे छूटक रही है। 

मान लीजिए कि रस्सी पूर्णतया नम्य है। दिखछाइए कि 7+-77 नियत के रूए में , 
ऊर्जा सिद्धांत यति-समाकल प्रदान करता है। 

१.९. पुषियी के आकर्षण वह चंद्र का त्वरण--पृथिवी से चद्धमा की हूटी 
लूगरभग ६० पूथ्वी-तिज्याओं की है। मान लीजिए कि चंद्रीय कक्षा वुत्ताकार और 
२७ दिन ७ घंटे ४३ मिनटों में परिकमित है । इससे पृथ्वी की ओर चंद्र का तवरण 
(अभिकेंद त्वरण) परिकलित किया जा सकता है। न्यूटन के गुरुत्वाकर्यण-नियम 
से तिकाले हुए त्वरण के साथ इस त्वरण की चुलना ने ही प्रथम वार उक्त निवम की, 
सत्यता ठहराबी थी। 


१.१०. ऐुँठ, सदिश राशिवत्‌ । एक समकोणीय निर्देशांक प्रगाली (##४) , ४: 


लीजिए । इनमें किसी बल म के, अनुप्रयोग-विंदु की सदिश जिज्या को £ समझिए । 
अब प्रथम से घूर्यत द्वारा प्राप्त एक दूसरी निर्देशाक प्रयाली (८४) को जाते हैं । 
दिखक्ाइए कि प्रथम नि्देशांक प्रणाली के मूल विदु के अति वछ # का पूर्ण सदिय की. 


4. पच्कृपोश्रेण्ठ एड्रहत व्यव्प्टए 


प्रथम अध्याय संबंधी ३२९ 


भांति रूपांतरित होता है, अर्थात्‌, ४-२ (५,),८) की भाँति | इसको सिद्ध करने के 
लिए यह मान लेना पड़ेगा कि दोनों निर्देशाक प्रणालियाँ एक ही भाव में हूँ (दोनों 
दक्षिणावत्ते या दोनो बामावत्तं) । 
१.११: ग्रह-गति का वेयालेख--समी ० (6.5) से, /८० के साथ, ग्रह-गति का 
बेगालेख' निम्नलिखित द्वारा दिया जाता है-- 
:_ _ ओआ 
मा अ गज ] 


गन्त2 चने नमन ८०5 $+>5, 


जहाँ 2/ सूर्य की संहति है; (2 कोणीय सवेगाक' है; # सत्य अनमली' है (देखिए 
आकृति ६ ); और 6 तो गुरुत्वाकर्पण है ही। दिखलछाइए कि इस बात पर 
निर्भर करते हुए कि वेगालेख का “ध्रुव” £--१-०० उसके बाहर या भीतर है, प्रक्षेप- 
पथ अतिपरवल्य या दीब॑वृत्त होगा । इस भव के स्थान के पदो में सीमात स्थितियों 
के परवलूय और वृत्त का भी वर्णन कीजिए । 

१:१२. इलेवट्रानों के एक समांतर दंड का आयन-पक्षेत्र में से जाता । प्रक्षेप पथों 
फा अन्‍्वालोपॉ--अनन्त दूरी पर स्थित एक उद्गम इलेक्ट्रानों को समातर पथों 
में दाग रहा है। प्रत्येक इलेक्ट्रान का आवेश (चार्ज) ० सहति ॥ और आदि-वैग 
४ है। एक आयनित'" परमाणु 4 (आवेश ऊ, संहृति 0/) मूल विदु पर स्थित है। 
यदि ८ तथा £ के चिह्न एक जंसे हो तो 4! के चारों ओर का कितना क्षेत्रफल इलेक्ट्रान 
कभी न छू पावेगे ? 

3“अक्ष को आपाती कणों की दिशा मानिए और समझिए कि समस्या समतल की 
है। इछेक्ट्रान का प्रक्षेपपय ध्रुवी निर्देशाकों मे लिखना और 44 को निर्देशाक प्रणाली 
का ध्रुव तथा अतिपरवलमिक प्रक्षेपपथ की नाभि समझना सबसे सरल होगा । उक्त 
क्षेत्रफल का सीमात ही इलेक्ट्रानीय प्रक्षेपययों का अन्वाछोप होगा। किक के 
कारण 4 को विराम दश्षा में समझ सकते हूँ । 

दिखलाइए कि यदि ८ और 75 विरुद्ध चिह्नों के हों तो भी प्रक्षेपपथों का अन्वालोप 
वही सीमात देता जान पड़ता है; परंतु अब उसका कोई भौतिकीय आशय नद्दी । 


4. सपज्ठण्28घ्फा 2. 478णॉव 70776०६ 
3. परच्णढ गाण्यागए.. 4- सरस्नेगुद.. 5 वग्पांदवपे 


है३० समस्याएँ 


१:१३. दीघ॑वृत्तीय प्रक्षेप-पय, दूरी के अनुलोसतया केद्धीय बल के अधीव-- 
समझिए कि एक संहति.| एक स्थिर विदु 0 की ओर निर्देशित बल के प्रभाव में है 
[0 को बछ का कंद्र (वल-केंद्र) कहते है) । त्तो 

ला 5 


न्न्े 
जहाँ ४7+()/॥, £>+ एक नियताक । 


दिखलाइए कि # की गति के लिए निम्नलिखित तीन नियम होते है ः 

१. # एक दीघघंबुत्त की रचना है जिसका केन्द्र 0 है। 

२. सदिश त्रिज्या ४ समान समय में समान क्षेत्रफल घेरंती है। है 

३. आवत्तंकाल 7'दीबृत्त के रूप से स्वतंत्र है और केवल वल-नियम पंर विर्भर 

करता है, अर्थात्‌ £ और |# के मानों पर। 

१.१४. लिथियम का नोभिकोय विभंजना--प्रदि एक हाइड्रोजन-ताभिक 
[प्रोदान' सहति ॥५], वेग ० से, 7.7 [ लिथियम' परमाणवीय भार, 7] के नामिक हर! 
टकरावे, तो पश्चोक्‍्त दो &-कर्णों [४++अल्फा; अल्फा कण, संहति #५, रू4॥9]में 
विभकत हो जाता है। ये दो «-कण (पूर्णतः तो नहीं पर) करीब-करीब विपरीत 
दिज्ञाओं मे भाग निकलते हैं । मान लीजिए कि «कण टवकर-रेखा के विचार से 
सम्मिततया एक समान वेगों से जाते हैं; तो उनके वीच के कोण 26 का पंरिकंदत 
कीजिए। देखिए कि प्रोटान की गतिज ऊर्जा 8, के अतिरिक्त; सहतति-न्यूवता कै 
कारण, कुछ और ऊर्जा के का भोचन (मुक्‍्ति-प्रदान) होता है जो ह से-कही अधिक 
है और जो से की ही भाँति उन दो »-क्ों को सचारित होती है ॥ अतएुव ६०४ 4 
के लिए अतिम उत्तर मैं न केवल ॥9 और #£ ही आते है, वरन्‌ प्रोटान की गतिज अर्ना 
कै, तया ऊ भी । ० 

उन मात्रकों में जो प्रायः परमाणवीय भौतिकी में मिलते है 27-74» गर्ग 
[थ८८०४०४ ९०४७, इलेक्‍्ट्रान वोल्ट] । एक प्रयोग में 2/5००.22९ 776 निकला 
था। तो ०, और 28 के क्या मान होंगे ? 


. १.१५. न्यूद्रानों और परमाणवीय नाभिकों के बीच केस्रीय टवकरें, पेरेफित 
को इंट का प्रभाव---सीसे (220, छेड) की पचास सेंटीमीटर मोटी पट्टिका द्वारा 


- सिलाइला, 35०5, ते, 4933.. 2. एछ0059,... 3- प्रक्रांण्ण 


प्रयम अध्याय संबंधी श्क्ट 


भी स्यूट्रानों का बेग कुछ थोड़ा-सा ही कम होता है; परतु, इसके विपरीत, परेफिन का 
केवल वीस सेंटीमीटर मोटा स्तर उन्हें पूर्णतया अवशोषित कर लेता है। यह वात 
सहज ही समझ में आ जायेगी जब स्मरण करेगे कि केस्द्रीय टककर में न्यूट्रान (सहति 
#स्ता) की गतिज ऊर्जा पैरेफिन के हाइट्रोजन नाभिको (हाइड्रोजन नाभिकतर 
प्रोटान; सहृति, ॥॥ल्‍5३3) में के एक को पूर्णतया हस्तावरित हो जाती है; जबकि 
न्यूद्ान के सीसे के नाभिक (सहति 2ै:7206) से केद्रीय टक्कर में जो ऊर्जा हस्ता- 
तरित होती है वहू उल्लेखनीय भी नहीं। जो ऊर्जा कि आदि में गतिहीन नाभिक 
(सहृति )/) न्यूद्रान (महति ॥) से केन्द्रीय टकफर में प्राप्त करता है उस अनुपात हे 
के फलन की भांति दिखलाते हुए एक वक् खीचिए। 

११६- फेपूलर-समीफरण--जपनी कक्षा में किसी ग्रह की गति का दीघकालिक 
परिणमन, अवयाल रूप में, कगोणीय सवेग के सिद्धात द्वारा निर्धारित किया जाता है । 
इस दीर्घकालिक परिणमन को समाकल रूप में पाने के लिए, केपूलर का अनुसरण करते 
हुए, हम निम्नलिखित प्रकार से चल सकते हैँ (आ० ५५ ): 





आ० ५५. उत्केद्र अनमछी, #, तथा उसके सत्य अनमली, ४, 
से सबंध के लिए केंपूलर-रचना | 
दीघंवृत्त के केन्द्र के चारों ओर दी अक्ष केव्यास का एक वृत्त खीचिए । अब हम 
ग्रह के समय £ के, उसके दीर्घवृत्त पर के 2 से वृत्त पर के एक बिद्ठ # को सहागमित 


हैं। यदि दीर्षदृत्त मुख्याक्षों लिर्देशाक अक्षों की आंवि लें, दो बिई छ़्वा 
झुर्जीकों वही होगा जो 2 की अपने अुवी ल्नर्देशांकों ४ भ्रव 8) गये 
च्रदत्त है, ती 4७ श्रुवी लर्देशांकों 6+ 9) ढारा नि है । 
क्का सहागमी # है (जैसे कि मूर्े में बसे 
ही यहाँ दोनों ही अपमानु से ग्रहगति की दि्ञामे माप है, न कि ख़गोल-विश्र्त 
की भाँति अनमलियाँ अभिमानु से दी जाती है मापते की दिशा 
चही है जो यर्ही पर अर्थात्‌ ग्रह की गति की दिशा प्रतिकूल ।) 
अरह 8 के निर्दे तथा १५ एक और तो? तथा के पदो किये जा 
सबते है; शीर री और, दीर्षवूर्त के एक अध उत्केद्र डी # के पी 
में । अतएुव क्या हो तो दिया होता हैं । रु पर की गर्ति 
को अभि लिम्तलि परा प्रदत 


स्स्या ? 


जहाँ का अप है तथा, 0 है गुहत्वाकर्यणाकक 3/ सूर्य की सहतिः और 0 के 


| 
क्लेप्लर समीकरण की ब्युपन्न करने के लए, 5 को धुत और किंएण 50 
(४, अपकेंद्र ) को धुवी अक्ष लिकए, दीघेवृत्त के समीकरण से प्रारभ कीजिए । समी- 
करण है ह 

टी सड 

पु 6 ६०$ र्कृ 

जहाँ !? अवरामिति/ वात &9) है। अब उपर्युक्त रूपातरण सवंधों का उपयोग 
कर, $ के स्थान पह ४ रखिएं, और जलिम्नलिखिंत समीकरण प्राप्त कीजिए 


इन दोनों सर्म , 7 तथा का ल्रसन, कोणीय सवेग 
सदा का मो० (6.8) का उपयोग अततः समावलर्न उपरार्ती 
कषप्छर्समीकरण की प॒ष्ति कराते हैं। वर व्‌ कि यह वषेज छगालें कि पर 


द्वितीय अध्याय संबंधी ३१३ 


द्वितीय प्रध्याय संबंधी 


२-१. चलते पहिये के अपूर्ण पदीय प्रतिबंध--पैने किनारे वाला एक पहिया 
बिना स्खलन किये हुए किसी खुरदुरे समतऊू आधार पर चल रहा है, (उदाहरणतः 
किसी बच्चे द्वारा चौरस सडक पर खेल के लिए चलाये हुए एक गोल चवकर का ध्यान 
करिए) पहिये की त्रिज्या ८ है। उसकी क्षणिक स्थिति के निर्धारण के लिए 
निम्नलिखित बातो के मानों को ठहरा लेना होगा-- 

१. पहिये और आधार के स्पर्मविदु के निर्देशांक »,)! एक ऐसे समकोणीय 
निर्देशांकों की प्रणाली ८.) को अभिदेशित जिसका &/-समतल आधार का संपाती 
हो; 

२. पहिये की घुरी और 2-अक्ष के बीच का कोण 0; 

३. पहिये की (5५) पर) स्परशेरेखा (पहिये के समतलू का आधार के समतल 
से प्रतिच्छेद) और :£-अक्ष के वीच का कोण ९; 

४. पहिये के स्पर्श बिंदु की त्रिज्या तथा किसी एक स्वेच्छया निश्चित की हुई 
प्रिज्या के वीच का कोण $, यह कोण धनात्मक समझा जायगा यदि बहू, कहिए 
कि, पहिये के घूर्णण की दिशा में हो। 

अतएव, परिमित गति में, पहिये की स्वतंत्रता सख्याएँ पाँच होगी। परंतु 
पहिये की चलनशीलता शुद्ध (स्खलन हीन) लुठन के प्रतिवध से निरोधित है, जो 
कि पहिये और आधार के वीच सर्पी घर्वण' के कारण होता है। अतएवं यह ठीक 
है कि पहिये के अपनी क्षणिक दिल्ा में घूमते हुए, अपनी स्पशेरेखा की दिशा पर 
चली हुई दूरी 85, ८8$ के बराबर होगी। इस समीकरण को निर्देशाक अक्षों 
पर प्र्षिप्त करने से नियत्रण के वे प्रतिवध प्राप्त करते हूँ जिन्हें 8६, 3) और 
39 को सतुप्ट करना होगा । ये हँ-८ 

55६ ००५ ५8९; 92-०० थ॥ ५१9$. 

अतएव लुठन करते हुए पहियें की, अत्यणुगति में, केवछ तीन स्वतंत्रता-सख्याएँ 

होगी। 

दिखलाइए कि प्रतिवध (7) को स्वयं निर्देशांको के बीच के समीकरणों में नही 

लिख सकते। ऐसा करने के लिए दिखलाना होगा कि समीकरण / (४),४४)१०० 
का अस्तित्त्व प्रतिवध (7) से असगत है (9 प्रतिबंध (7) में नही बाता) । 


4. 5कीर झिंकंगा 


३१४ समस्याएँ 


३९२ द्विदिक क्रियाशील एकाको सिलिडर बाछ्ले नोफ इंजन फे छिए एक गति- 
पालफ घक्र' फा सप्तिकट परिर्ष' ($९ (४) पृ० ७७, को भी देसिए) । ढिदिक 
क्रियाशील पिस्टन इंजन ऐसा होता है कि उसके पिस्टन के दोनों ओर पारी-पारी 
से भाफ प्रवेशित करायी जाती है ताकि पिस्टन के गदइत के दोनों प्रह्मारों में कार्म 
किया जा सके। 

सरलता के लिए मान छेंगे कि प्रत्येक प्रह्मर में दाव नियत (एक जैसा ही) 
रहता है (पूर्ण दाव चक्र या डीज़ल-)०८ं-- चक्र); और यह भी मात लेंगे कि 
सबवधक दडिका अनन्त रुवाई की है। तो पिस्टन से कक ईपा को संचारित फ्रेक कोण 
के फलनवत्‌ परिणमनीय ऐंठ, उस अर्दध चक्र के लिए जिसमें क्रंक पीछे से आगे के स्तंभ 
स्थान तक जाता है, निम्नलिखित से दी जाती है (मिझछाइएं समी० 9.5): 

ख्न्ञ् शा ९. 
यहाँ 7., एक नियताक है और $ पिछले स्तंम स्थान से होने वाछे धूर्णत की दिशा 
में मापा जाता है। आगे से पिछले स्तंभ स्थान को जाने वाले. दूसरे अद्धं चक्र में। 
उक्त अनुमानों के ही अधीन [अर्थात्‌, (7) द्विदिक्‌ क्रियाशील इंजन; (2) पर्ण 
दाव के अधीन कार्य ; (3) अनंत संवंधक दंडिका], ऐुंढ उसी नियम के अनुसार 
बदलती है, वश्तें कि अब $ अगले स्तंभ स्थान से घूर्णन की दिशा में मापा जाय! 
समझिए कि इंजन १र का बोझ एक नियत एँठ ह7 द्वारा प्रदत्त है। पश 
तदनुसार अद्वशकित 2४ और प्रति मिनट घूर्णनों की सख्या # है। अतएवं चालक 
ऐंठ 2, परिणमनीय द्वोगी और बोझवाली ऐँठ ० नियत रहेगी। परिणाम वश 
इंजन का कोणीय चेग अधिकतम (घा०पोीम्रणयाय) मान ०७०७ और अत्पत्म 
(ग्रभाएंयपय) मान ०५७ के वीच घटता बढ़ता रहेगा । मध्यमाव (साध्या 
अर्शध८) ७,, लगभग यों दिया जावेगा 
६ _(2:0०2-7-40 04% 
न हू 
आपेक्षिक उच्चावचन अर्थात्‌ इंजन के असंतुलन की मात्रा (3) यो दी जाती है-” 
8-- (०७० (0 च 
0 


+ 60, 


गतिपालक चक्र का काम यह होता है कि इस आपेक्षिक उच्चावचद को एक सीमा 


4. प्राफ्फ्रावटं. 2. 3997०ससएभ्रंड त९अछा 


३३६ समस्‍्याएँ 


प्रयुक्त सारे अपकेन्द्र बल्ल के, तया एक-एक सहति अत्पांधों पर आरोपित अपकेद्ध 
बलों के परिणामी घूर्ण के, परिणाम हूँ । 

पृ० ७४ से हम जानते हूँ कि अफेले पिंड के भार की क्या प्रतिक्रियाएँ होती 
हैं; अतएव उनके प्रभाव को यहाँ छोड़ सकते है । 

२८७ यो-यो संबंधी वाद--पतह॒ति 2 तथा अवस्थितित्व घूर्ण । वाले एक 
मडलकाकार अर्थात्‌ टिकिया के रूप पिंड के माध्यिकायी समतल में अक्ष के 
लबवतू एक गहरी स-समित नाली खुदी हुई है। नाली में, ईपा पर एक डोरी 
लपेटी हुई है। ईपा की भ्रिज्या / है। डोरी का छूट्टा सिरा हम हाथ से पकड़ते हैं। 
अब डोरी को सदा कसी रखते हुए पिंड को गिरने देते हूँ। जैसे-जैसे पिंड गिरता 
है, उसे तब तक एक पूर्णनात्मक त्वरण प्राप्त होता रहता है जब तक कि सारी डोरी 
खुल न जाय। अब एक संक्रमण दशा आती है जिसका पूरा व्यौरा हम यहाँ न 
देंगे पर जिसका परिणाम यह होता है कि पिंड डोरी के एक ओर से दूसरी ओर चला 
जाता है। तदुपरांत डोरी ईपा के चारों ओर दूसरी दिश्ला में लपठने लगती है 
और पिंड घूर्णनीय अवत्वरण के साथ अर्थात्‌ वेग कम होते हुए ऊपर उठने छगता है, 
इत्यादि इत्यादि; तो निम्नलिखित दक्षाओं में डोरी में तनाव क्या है 

(क) उतरने में ? 

(ख) चढ़ने में ? 
मान छीजिए कि अक्ष से डोरी के छुट्टा सिरे की दूरी की अपेक्षा / इतना छोटा है कि 
डोरी को सब समय ऊर्ष्वाधर समझ सकते हे । 

२-८. एक गोले फे पृष्ठ पर भतिमान कण--एक संहृति बिंदु किसी गोे के ऊपरी 
आधे के बाहरी पृष्ठ पर चछ रहा है। उसका आदि स्थान &0 और आदि वेग ०७ 
कुछ-भी होने दीजिए, सिवाय इस वात के कि पद्चोक्‍त को गोले के पृष्ठ से स्पर्श रेखिक 
होना होगा, तथा गति को घर्णहीन, केवल मात्र गरुदत्व के अधीन होता होगा । वो 

किस ऊँचाई पर संहति बिंदु गोले को छोड़ देगा ? 


“४ तृतीय भ्रध्याय संबंधी 


३.१- अत्यणु दोलनों युक्त मोलोय लोलक--व्यापकतया गोलीय छोलक कै 
अक्षेपपथ के निप्पद बिंदु' गति के दौरान में आगे बढ़ते है । परंतु पर्थाप्त छोटे दोलनो के 


4. ऐपज्पेंग कृणंगफ 


तृतीय अध्याय संबंधी रेरे७ 


लिए निप्पंद विदुओं को स्थिर रहना होगा क्योकि अब एक आवर्त दी्ेबृत्तीय गति 
की बात है। कूतिए कि दीघंवृत्त के क्षेत्रफल के घून्य होने में निप्पद विदुओं का आगे 
बढ़ना, 0९ किस क्रम में शून्य होता है। 

३.२. प्रणोदित, अवमंदित दोलनों के अनुनाद-शिखर का स्थान--प्रणोदित 
अनतवमदित दोलनों में महत्तम आयाम ०55०० पर होता है; परतु अवमदनयुकत' 
प्रणोदित दोलव में इस स्थान पर नही होता, वरन्‌ ७» से कम पर होता है (देखिए 
आकृति ३३) । कितना कम, वह अवमदरन' पर निर्भर करेगा। 

ज्ञात कीजिए कि ७ के किस मान के लिए [| महत्तम होगा। 

[दिखलाइए कि वेग-आयाम, |0| ०, (या गतिज ऊर्जा के समय-औसत) 
का महत्तम मान ठीक ७>-७०७ पर ही होता है ।] 

३५३. ग्रल्वानोमापी--एक स्विच द्वारा एक ग्रैल्वानोमापी (विद्युतुधार मापी) 
नियत मान #के वि० वा० ब० (विद्युत्‌ वाहक बल ९८८४०-१०४४० 07००) के 
एक एक -दिद्य-धारा दायक उद्गम से सवधित है। समय /--० पर स्विच वद कर दिया 
जाता है। पर्याप्त अधिक समय के बाद गैल्वानोमापी का विक्षेप अपने अतिम मान 
«७० पर पहुँचता है। तो उसके आदि के विरामस्थान, «5२०; «5८०, और अत 
के स्थान, ५-२७. के वीच उसकी गति क्या हुई ? 


तीन प्रभावों को विचार में छेना होगा । पहले तो विद्युतू-धारा के अतएव वि० 
बा० ब० के समानुपाती एक बाहरी ऐंठ, अवस्थितित्व-धूर्ण ? वाले ग्रेल्वानोमापी 
पर आरोपित है। दुसरे, कोणीय वेग के समानुषााती एक अवमदक ऐठ आरोपित है, 
जो गति को थीमी करती है। तीसरे, अवछबन की ऐठन एक प्रत्यानयक ऐठ की' 
भांति आरोपित रहती है और जो विक्षेप & के समानुपाती होती है । अवमदक ऐठ 
ऊक समानुपात-मुणनखड को # समझिए, और प्रत्यानयक ऐठ को ०८ ! 

निम्नलिखित तीन स्थितियों का भेद बताइए तथा चित्रों द्वारा उन्हें समजाइए। 

(क) दुर्वेंड अवमदन (#< ७०), 

(ख) अनावर््ती (“क्रातिक”) अवमदन (#-+००)४ 

(गे) सबछ अवमदन (०:००), 


कि हर कह 2. ए८६०८॥०इ (८०:व००) 
॒ 


इ३८ सम्रस्याए 


३.४. अव्ंबन बिंदु की भ्रणोदित गति के अपोन छोलक--दो स्थितियाँ उठायी 
जाती हँ-- 

(क) अविततनीय' डोरी द्वारा एक कण अवलूंवित है और गुरुत्व के अधीन 
विना अवमंदन के दोछायमान है। अवलंबन विदु, किसी दिये हुए विस्थापन-मियम 
<नत (0 के अनुसार, एक क्षेतिज ऋजुरेखा पर चलाया जाता है । 

इस निकाय के यति समीकरण व्‌ द वया होंगे ? . डोरी की संहत्ति की उपेक्षा कर 
दीजिए । समीकरणों को या तो दालावेर-सिद्धात द्वारा या लाग्राँज़ के प्रथम प्रकार के 
समीकरणों से व्युत्पन्न कीजिए । 

गति समीकरण बहुत ही सरल हो जाते हूं यदि हम छोदे-छोठे दोलनों पर चले 
जायें, अर्थात्‌ केवछ प्रथम कोटि के पदों को ही रहने दें । 

यदि एक और अनुमान कर लें कि अवलंवन विदु के विस्थापन समय के विचार से 
आवर्त्ती हैं तो गति-समीकरणों को सहज ही समाकछित कर सकते हैं । लोछूक को, 
कहिए कि, उसके अवलंबन बिंदु की गति के द्वारा, दोछायमान कर दें तो उसकी निजी 
आवृत्ति उत्तेजित हो उठती है। इस निजी आवृत्ति का आयाम अवमंदन द्वारा शर्नेः- 
शर्नं: निकल जाता है (यद्यपि अपने विश्लेषण में हम अवमंदन की उपेक्षा कर देंगे)। 
इस प्रकार हम दोलतों की एक स्थिर भाव की दशा को पहुंचते हैं जिसकी आवृत्ति वही 
होगी जो अवलंवन विदु पर प्रणोदित, है। दिखलाइए कि जब गति इस प्रकार से स्थिर 
भाव की हो गयी है तब अवलंबन बिंदु और सहति /# अनुनाद आवृत्ति के नीचे तो एक 
ही दिशा में, परंतु उसके ऊपर विरुद्ध दिशाओं मे जाते हैं । 

(ख) इसी प्रकार का विश्लेषण उस स्थिति के लिए कीजिए जिसमें अवलंबन' 
विदु को ऊर्ध्वाधर विस्थापन ५ दिया जाता है। उस स्थिति पर विशेष जोर दीजिए 

जिसमें विदु पर आरोपित त््वरण नियत रहता है। दोलनो का फाछ क्या होगा यदि 
अवलवन बिंदु व्वरणों +£ तथा --& से विस्थापित किया जाय ?ै 

५. युग्मित लोलकों की व्यावहारिक (प्रायोगिक) व्यवस्था, (आकृति ५६ 
में यह रेखाकित)--ही स्थिर आधारों 4 और के बीच एक भारहीन, नम्य तथा 
प्रत्यास्थ तार तन्ा हुआ है। उसका तनाव ७ एक समजनीय वाद (5 द्वारा नियामित 
किया जाता है जो लौह कोण # के ऊपर से गये हुए लटकते तार के छूट्टा सिरे पर 
लगाया हुआ रहता है| दो लोलक हिसूत्रतया ० और 72 पर लटकाये हुए है। ८ 


१. एग्डाध्यञ्नए!८ 
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तथा 0 तार 48 को तीन, काहिए कि, बराबर खडो में विभाजित करते हूँ । दोनों 
दिन्मूप्री जबरूवन रेखाकन में सादे अर्थात्‌ एफाकी जबववनों की भति ही दिख- 
लाये गये हूँ । थे लोलको को काफो ठीक-ठीक जनुप्रस्थवया, अथांत्‌ रेसन के समतलू 
में लबब॒त्‌, धूलने योग्य बना देते है । (5७ को अधिझ करने से छोलफ-द्यय का युग्मन 
दुबंलतर हो जाता है (न कि सबलततर, जैसा कि कदाचित्‌ पहले-पहुल समझा जाय ! ) । 
जो आगे कहना है उसके छिए मान छेये कि युग्मन दुवंछ है, जिसका अर्थ यह हुआ कि 
लोलक-गोलको के मार की अपेक्षा 5 बडा है । यह भी मान लेगे कि छोलको के उर्ध्वा- 
धर से विक्षेप कोण $,, तथा ९५, छोटे-छोटे ही हैं । (सकरेनन के लिए आ० ५६ 
देखिए) । 3 और 4” अवछबवन विंदुयों ० तथा 70 के 3 और $ के सन्समिततया 
अभिमुख बिक्षप हूँ ।) तो ये कोण निम्नेलिफितों के सप्लिकट होगें-- 










डे कै यश: 
आंत ००९ रू जज +0. , ८05 $; स्तव; 
है 
न्‍ कऔ३ार, 
$॥ $३२०३ 55 ते + , ८05९३ चच. 
2 








आ० ५६--तार 4८728 को वाट ( द्वारा कसा हुआ रखते हूं । उसे 
4342 में या, अभिमुख विक्षेप के लिए 4342 में विरूपित करते हैँ । 
विक्षेप न केवछ संहतियों #7 और #४ पर गुरुत््वाकर्षी क्रिया द्वारा बरत्‌ 
लोलको के अवस्वितित्त्व प्रभावों द्वारा भी होता है । छोलको को 7 और 2 
द्वारा सूचित किया है, उनके दैर्ध्य | तथा /4 है, और वे द्विसूत्रतनया लटकाये 
हुए हूँ जिस कारण वे रेखन के समतर से छवबत्‌ झूलते हू (आक्ति में दिसूत्र 
अवलबन नही दिखलाये गये है ) ।$, तथा $ ऊर्घ्वाधर से क्षणिक विक्षेप है । 
छोटे दोलनों के लिए ४-घढको की अपेक्षा करते हुए हम ॥६ और तथैव #५ के लिए 
प्राप्त करते हैं--+ 


बे४० समस्याएँ 
(7) ॥(९ए5-७१००५३, ८०४;, गादएचल52005 6५०२७,; और 


(2 ३४ इस+--, फ्रं। 6५ क्न (87०3) 
; 


कक #] रा] 
मा ५ ++- 3५ ४0 6२५5 ने (0759) 


अवलबन बिंदुओं (० और 7 पर, किसी भी क्षण, क्मात्‌ &, और &,, तवाब & 

साथ साम्पावस्या में होंगे । पश्चोक्‍्त (अर्थात्‌ 3) में &, और ७; द्वारा परिवत्त 
नही के बराबर होता है। यह 5६, ४9, ४8 तथा 5५ के वीच दो और प्रतिव 
प्रदाव करता है। इन्हें ३ तवा ४; के लिए हल कर सकते है और (9) में उ 
प्रतिस्थापित कर देते हैं | तव॑ हम युग्मित लोलकों के युगपत्‌ अवकल समीकरण प्रा 
करते है । श्रत्यापित कीजिए कि ये वास्तव में ही समीकरणो (20.70) से सहमत है 

३-६, दोलन शामक--४-दिश्ा में दोलनशील एक निकाय (सहति, 27 
प्रत्यावयत बेल का स्मानुषाती नियताक, 2९ ) एक कमानी (नियतांक, # ) द्वार 
एक संहति # से इस भांति युग्मित है. कि ऋ भी &-दिशा में दोडन कर सकता है 
माँग यह है कि जब कोई वाह्य बल ३2००८ ८०५०४ संहति )/ पर आरोपित हूं 
तब यह संहति 2४ विराम में रहे । तो निकाय ([# £) की किन भ्रत्िवंधों के 
सतुष्ट करना चाहिए ? 

चतुर्थ श्रध्याय संबंधी 

४.३. एक समतलीय संहुति-वितरण के अवस्थितित्व घूर्णवृन्द--सिंद्ध फीजिए 
कि कैसे-भी संहृति-वितरण के लिए (समतल के छंववतू) “झ्रुवी” अक्ष के प्रति का 
अवस्थितित्व-धूर्ण (संहुति-वित्रण के समतल मे, झुवी अक्ष पर प्रतिच्छेद करते हुए) 
दो परत्पर समकोणिक “निरक्षीय” अक्ष के प्रतिं के अवस्थितित्व-धूर्णों के योग के 
बराबर होता है । किसी वृत्तीव मंडलक के लिए इसको विश्विष्टरीकृत कीजिए । 

४.२. लट्ट,का अपने मुख्य अक्षों पर घूर्णन--आकृति ४६ क, ख (पृ० १९८) 
के अनुसार किसी ज-समित लटदू के घृर्णव अपने सवसे बड़े और सबसे छोटे अवस्थितित्व 
घर्म के अक्षों पर तो स्थायी, पर मझोले अवस्थितित्व घूर्ण के अक्ष पर अस्थायी होते 
है । इसे वैदलेपिक रीति से सिद्ध कीजिए । यूछेर के गति समरीकरणों से चलिए 
और अक्ष के चारो ओर के घूर्णव के कोणीय वेय ७ की नियत रख लीजिए (७; -+ 
वियत ७००) । अन्य दी मुल्य जक्षों के श्रति के कोषीय वेग, ७४ तथा ४३ आदि में 
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तो शून्य होंगे, परंतु किसी स्थान-च्युति के कारण शून्य से अन्य मानों के हो जाते हूँ । 
यदि स्थानच्युति छोटी-सी हो मान ले तो प्रथम यूछेर समीकरण बताता है कि प्रथम 
सन्निकटता तक ७। अपरिवरत्तित, 55 ०० रहता है। अन्य दो समीकरणों से ७» और 
०३ में प्रथम कोटि के दो रेखिक अवकल समीकरणों की प्राप्ति होती है। अब 


०३ञ-ढरों तथा ०३५७-४८ रख दीजिए, जहाँ 4 और 8 कोई-भी (स्वेच्छ) नियताक 
है, और उन दो समीकरणों में प्रतिस्थापित कर लीजिए। परिणाम में मिकले » के 
लिए वर्गात्मक समीकरणो का विचार-विवेचन उपर्युक्त अम्युक्ति का प्रमाण प्रदान 
करता है। 

४.३. बिलियर्ड खेल में ऊँचे और नोचे निशाने--पिच्छू निश्याना तथा खीच 
निश्ञाना' । क्षैतिज क्‍्यू' से विलियर्ड का गेद उसके माध्यिका-समतल मे, अर्थात्‌ 
बिना “इग्लिश” के, मारा जाता है। केन्द्र से कितनी ऊँचाई, ॥, पर गेद मारा जाना 
चाहिए कि शुद्ध (स्खलन हीन) छुठन प्रारभ होवे ? कपड़े ओर गेद के बीच गतिज 
अपषंण को ध्यान में रखते हुए ऊँचे और नीचे पर मारे हुए गेद का सिद्धात निकालिए । 
ऊँचे निशाने में, जितने समय तक कि धर्षण आरोपित रहता है, उस समय में, सहति 
केंद्र का बैग कितना बढ़ेगा तथा नीच निशाने में कितना कम होगा ? केवल शुद्ध लुंठन 
के ही रह जाने में कितना समय छगता है ? 

किसी दूसरे गेद से टक्कर खाने में अर्थात्‌ पिच्छू और खीच निश्यानरों में, वया 
चातें होती है यह भी यही विधि समझा देती है। 

४.४ बिलियड गेंद कौ परवरकूषिक गति--गेद को कंसे मारना चाहिए कि उसके 
गुरुत्व-केद्र की आदि की गति और धूर्णन-अक्ष परस्पर अभिलव न हो ? दिखलाइए 

कि ज़बतक गेंद स्खलन करता रहता है ढव तक घरपेंण वल की दशा नियत रहती है। 
गरद के केद्र का प्रक्षेप-पथ क्या होगा ? कितनी देर बाद शुद्ध लुंडन होने लगता. है ? 


पंचम अ्रध्याय संबंधी 
५,१, समतल में आपेक्षिक गति--परिणमनीय कौणिक वेग ७ से एक समतलू 


अपने किसी बिंदु ० पर खीचे हुए अभिलव के चारों ओर घूर्णन कर रहा है । 


. एछती०छ ६४०६ 5: 3:93 ४700. 2. घिठ्पंडठप्ग एड 


इधर | समस्याएँ - 


अपकेन्द्र वछ के अतिखित अन्य कौन से वल किसी संहति-विदुपर अनुप्रयुकत 
करना चाहिए ताकि घूर्णनवुक्त समतल में उसके गति-समीकर्णों का रूप वही हो 
जाय जो कि स्थानीयतया स्थिर समतलऊ के अवस्थितित्वीय ढाँचे में था? सुविधा- 
जनक होगा कि स्थानीयतया स्थिर समतल में सम्मिश्व परिणम्पों ४-+-9 का भौर 
घृर्णनयुक्त समतल में £+-४थ का प्रवेश कराया जाय | 


५.३ घूर्णनयुक्त ऋजु रेखा पर एक कण को गति--किसी ऋजु रेखा पर 
एक संहति-बिंदु विना घर्षण के चल रहा है। ऋणजु रेखा स्वयं नियत कोणीय वेग 
से अपने छंबवत्‌ उसको ग्रतिच्छेद करती हुई एक क्षैतिज अक्ष के चारों ओर घूर्णन कर 
रही है। घूर्णनयुक्त ऋजु रेखा पर समय के फलन के रूप में कण की गति का परि- 
कलन कीजिए और दिखलाइए कि नियत्रण वल (गति-नियत्रक वलू) तथा इस बलू 
को ओर का गुरुत्वीय आकर्षण का घठक, ये दोनों कॉरिओलिस वछ का सतुलन 


भर कर पाते हूँ। 


५.३. अपूर्णपदीय निकाय के सरलूतम उदाहरणबत्‌ “स्ले” (0.,082फ04077 
(कराथेओऑदारी) 2. 22०ए- ४७८. १८०८७ (73), 77(7933) के आधार पर। ) 
बरफ पर सरकने वाली वे-पहिये की याड़ी को स्ले कहते है। वह एक दृढ़ समतल् निकाय 
की भाँत्ति समझी जाती है जिसकी परिमित गति के लिए दीन स्वतंत्रता सख्याएँ होती 
हैं तथा अत्यगु गति के लिए केवल एक स्वतंत्रता संख्या होती है। (मिलाइए समस्या 
२.१ का चलता (लुढन करता) हुआ पहिया जिसकी परिमित गति में पाँच, अत्यणु 
गति में तीन स्वतत्रता संख्याएँ थी ।) ५ 


बरफ पर के सर्वी घ्यण की उपेक्षा कर दीजिए, या, अन्योंतरतया, समझिए 
कि सदा के लिए अश्व-कर्पण (घोड़े की खीच) द्वारा उसका अतिकार होता रहता 
है। परतु हाँ, उस घपंण #? को अवश्य विचार में लेना होगा जो वरफ की पथ- 
नालियाँ स्‍ले के ऊबे पटरों के विरुद्ध (जिन पर स्ले सरकती है) पारवत्तः डालवी 
है क्योंकि वही इन पटरों की पार््वगति को रोकता है। समझिए कि यह घर्षण एक 
ही अनुप्रयोग बिंदु ० पर सकेन्द्रित है। 

सके में एक ६-५ प्रणाली स्थित की जाती है। £-अक्ष लवे पटरों को मध्य- 
रेखा पर सहतिकेन्द्र ८ (निर्देश्ञाक ६-८०, २7००) से होता हुआ क्षैतिजतया 
जाता है; और ग्र-अक्ष क्षैतिजतया #ं के अनुप्रयोग विंदु 0 से होता हुआ 


एवम भष्याय स॑रंधों श्ड३ 


कै सैतिय समाज में एह ७ )> पंमायों हिदिव करते 
र ४ अ्तों के रोच हा कोय $ है; (४-७, सो का ऊपर 
नह सोते को सहूति है, | उसका कद से नाते हुए 
फहा अवस्थितित्य पूर्प जिइ 0 (भिद््ञाक ३-१- ऐ) के 
ग्रेर ७ की ओर के पथशक् ध. ढ्‌। 









(के) समस्या ६-१ को सम्मिश् परिघम्धों याझी पिधि का उपयोग कर, 
राशियों ४,०४७ के लिए तोनों युगपतू अपहुए समीकरण स्युतप्त फोणिए। है 
बाहय बल है; 

(ख) अपूर्णपदीय प्रतिदध ४७०७ का प्रवेश करा कर उन्हें सरतोक्ृत कोजिए 
तथा उनसे #* निर्धारित कोजिए ; 

(ग) कोण $ के बदसे $ का समानुपाती एक सहायक कोश प्रवेश कराहर 

उन्हें समाकलित कीजिए ; 

(घ) सत्यापित कीजिए कि सस्‍्छे की गतिज ऊर्जा नियत रएूुती है (अमोकि 
म कोई कर्म नहीं कस्ता)। 


#औब्प #* #ब्व 


कक /< 


आ० ५६-४६ के विविध मानों के छिए रखे के प्रदाष॑-पय, 
करायेअदारी के अनुसार । 


डेडड समस्‍्याएँ 


(७) दिखलछाइए कि, समय-मापक्रम का उचित निर्वाचन करने पर, & |-- 
समतल में बिंदु 0 के प्रक्षेपपथ में /-८० पर एक निशिताग्र' होता है और 
ऋणजुरेखाओं /->-४:८०० के व्रह अनंतस्पश्ंतः' समीप जाता है जैता कि काराथेआ- 
दरी से उद्ृत आ० ५७ के बक्रों में दर्शाया गया है। 


पष्ठ अध्याय सम्बन्धी 


६-१. हैमिल्टन-सिद्धांत निदश्शंक दृष्टांत--निम्नलिखित स्थितियों में हैमिल्टन 
के समाकलू का, सीमाओं /१०० तथा ४७८ के वीच, परिकलन कीजिए-+« 

(क) एक गिरते हुए कण की वास्तविक गति के लए, &न्‍ल्‍ड्2े2/; 

(ख) दो कपोल-कल्पित गतियों, &5«८6 तथा 2554४ के लिए, जहाँ 
नियताकों ८ और ८ का निर्धारण यों करना है कि आदि तथा अंतन्स्थान, 
हैमिल्टन-सिद्धात के परिणमन-नियमों के अनुसार, वास्तविक पंय के उन स्थानों 
के सपाती हों। दिखलाइए कि समाकल का मान वास्तविक गति (क) के लिए 
कपोल कल्पितों (ख) से छोटा है। 

६-२- समतल में सापेक्ष गति तथा घूर्णनयुकतत ऋजु रेखा प्र गति--एक बार 
फिर, अब समस्याओं ५-१ तथा ५.२ का छाग्राज विधि से साधन कीजिए। 

६३. एक बार फिर घूर्णनयुकत पूथिवी पर स्वतंत्र पतन तथा फ्को-छोलक-- 
सत्यापित कीजिए कि ये समस्याएँ भी छाग्राज विधि से, सापेक्ष गति के नियमों के 
ज्ञान के बिना ही हल की जा सकती हैं। यह प्रक्रम'ं चित्ताक्पेक है तथा उसका विचार 
परचम अध्याय के प्रक्रम की अपेक्षा सरलतर है। परंतु हाँ, इसमे आने वाले बहुतेरे 
छोटे-छोटे पदों के सावधानतापूर्तक निरीक्षण की आवश्यकता अवश्य होगी । अवकलों 
न द्वार पथा न के कर चुकने के उपरांत ही पाथिव त्रिज्या की विशालता 
तथा उसके कोणीय वेग की रूघुता के कारण सामान्यतः प्रचलित सन्लिकदनों 
को करना होगा; तब तक सभी पंदो को रखना होगा। 

साधारण मोलीय घधुवी निर्देशाकों, ॥, 0, ५ से प्रारंभ कीजिए, जहाँ ? 
पृथ्वी कंद्र से मापा गया है। फिर आकृति ४९ में प्रवेशित निर्देशाकों £, %, ६ 
के साथ इनकी तुलना कीजिए । समझिए कि पृथ्वी की त्रिज्या ९ है और 


. 0०६. 2. 45णएाफ्पंव्गीए. 3६ ए०८थवैप्प्ट.. * फ्र्श्ण्म 


प॒ष्ठ अध्याय संयंधी ३४५ 


00, ५७ स्वतत्नतापूर्वक गिरते हुए कण के आदिस्थान के, या छोलक के जवऊवन 
बिंदु के, पृथियों पृष्ठ पर प्रक्षेपर के निर्देशाक हैं। तो पतन था दोलन करते हुए 
कण ४४ के निर्देशाकों #, 0, ७ तथा £, %, ८ के बीच ये सबब होगे-- 


(7) नू्र(0-०,), बर-रेट ऋा 0(५-७५), ६-/-72९ 
तया 
() ७०००४, 0५5----# 50 षक्षाक्ष-कोटि। 


प्र 


इनसे प्राप्त होते हँ-- 
ईनत्य२०, गच्च्टरे आ0 (५७ लेक १0, (तक ; 


तथा, विछोमतया, 
(3) [| रू +#) है, # श। 0 एच [ः नः है) ग्र 
नंध्यर्धूर न- 5) ओ 0- श्र +ई) तह, /नत्ट, 


जिसमें दक्षिणी पाइ्वे में आये हुए कोण 0 को, (7) के अनुसार £ का फलने 
समझना चाहिए। 
इन मानों को गतिज ऊर्जा के व्यंजन 


है ४ (77+-7702-+-977067) 


में प्रतिस्थापित करना होगा जो, तव £, ५, ८, है, 9 ओर ४ का फलन हो 
जाता है। यदि उन पदों को जो पीछे से छोड दिये जायेंगे ... -«-««* से व्यवतत 
करें तो 7' से, उदाहरणत', हम निम्नलिखित परिकलित कर सकते हँ-- 


७ शलण(नई )ल (ही. 





मर ज0 
ई ब्ल्जः प्‌ 7+ न) आै0+.... ) ि 
[ 5) हा 7 व६4ै-+॥॥० ८०७0 थे न॑- 


़ 
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97'_ 7 07! > 
(6) 8 _ फू क्व78५ ०००३+- 
प्रस्तुत समस्या में स्थितिज ऊर्जा के लिए हम बहू छे सकते हैं -- 
(7) एन्कए (0-३ च्ाएए ८५ 


सत्यापित करिए कि इस प्रकार स्वतेत्र पतन के लिए समीकरणों (30.5) 
को और फूको-छोलक के छिए समीकरणों (3.2) को प्राप्त करते है. जिनसे वे 
सब परिणाम गिकलते हूँ जो पहले विकासित किये जा चुके हैं। । 

६.४. समतलू आधार पर लुढ़फते हुए सिलिडर का “लडुखडाना”/--त्रिज्या 
4 एक वृत्तीय सिलिडर का संहति-वितरण विपमाँग' है जिस कारण सिलिडर का 
गुरुत्व केंद्र (४ अक्ष से 5 दूरी पर है। एक क्षैेतिज समतल पर गुरुत्व के प्रभाव- 
चश, सिलिडर लछुठन कर रहा है अर्थात्‌, छुढ़क रहा है। समझिए कि सि्छिडर की, 
संहति ॥ है तथा संहृति केंद्र से सम्मिति-अक्ष के समांतर जाते हुए अक्ष के प्रति 
उसका अवस्थितित्त्व-धूर्ण 7' है। छाम्रॉज विधि से गति का अनुसंधान कीजिए। 
घृथित कोण $ का व्यापकोकृत निर्देशांक पु की भांति प्रवेश कराइएं। गविज 

ऊर्जा के परिकलन में, अभिदेश विंदु को सिलिडर के हु 

(क) सहति केंद्र पर, 

(ख) ज्यामितीय केद्र पर, 
रखिए और सत्यापित कीजिए कि दोनों स्थितियों में $ के लिए एक ही अवकछ 
समीकरण निकलता है। है 

“ रूधु दोलनों की विधि” से दिखलाइए कि सिलिडर की साम्यावस्था स्थायी 
होगी जब (3 निम्नतम स्थान में होगा तथा जब (> उच्चतम स्थान में होगा तब वह. 
अस्थायी होगी। 

६.५. मोटरकार का “डिफरेंशियल” (देपन्यथ कारक) । मोटरकार के वे 
पहिंये जिनके द्वारा गाड़ी चलती है अर्थात्‌ जो पिस्टन से संबंधित होते है, उन्हे चालित 
पहिये कहेंगे। यदि चालित पहियों को बिना स्खलन किये हुए चलाना है तो किसी 
वक्त पर उनको अलूग्र-अलय चालों से जाना होगा। यह काम डिफरेशियलछ (आ० 
५८) द्वारा प्राप्त किया जाता है। (इसीलिए उसका नाम यहाँ वेपम्य कारक 


. प्रा00702०४८०७७ 


बेड 


जष्याय संदंपी 


प्प्ठ 


लिए 


इन्ही में 


तन 

दल बेड 
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एप 
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नए दर 
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है।) ई 
ये घालन 


॥ ४९४ #३१४ 2५ ९४ 2२8 
४ 444४ 7७ ऐक ३०७७ ३४ 7500 'ह७ ॥ है [६ #छ 
ज्युद ॥४ 25-०४ % 8%2)७ ४४७४ ४ (९ +99२2७) 
20 ।| ॥७ । (90२२४७)) +०॥४॥७७४ ॥% ६॥%29७ 


29४ 28७ 





३४८ समस्याएँ 


घुरी 4 छूंगी हुई होती है। दो कोर-पोक्त्र' (भिन्न दिल्लाओं में घूमने वाले 
कोरदार पहिये) , (७) घुरी 4 पर इस प्रकार वंठाये होते हैं कि वे 4 के चारों 
ओर परस्पर स्वतत्रतया घूम सकें। बे स्वयं कोर-न्योकृत्रों के एक जोड़े (७७७०४) 
से फंसे होते हैं जिनपर वे, .4 के घूमने पर, लुंढडन कर सकते है (देखिए आ० ५८ के 
दाये को) । 

मोटरगाड़ी के पिछले पहियो की धुरी मध्य में कटी हुई होती है (आ० ५८, 
दायाँ) । उसके दक्षिणार्थ के वायें सिरे पर कोर-योक्त्र (७,) लगा है, वामार्ध के 
दावें सिरे पर कोर-योकत्र (७५), अतएव पिछली धुरी के दो अर्थ वंपम्यकारक दायरा 
इस प्रकार से युग्मित हो गये कि वे विभिन्न कोणीय वेगों से घूम सकते हूँ। 

कोणीय वेगों &2,०,०, और ७५ के बीच के चलात्मक सवंधों को स्थापित 
कीजिए। तदुपरांत, आभासी कर्म के सिद्धात का उपयोग कर, (9) पर आरोपित 
चालन एऐुंठ 7, और (७३) तथा (७५) पर आरोपित ऐंठे 7, तथा 7 के 
बीच साम्यावस्या का प्रतिवध व्युत्पन्न कीजिए । 

मिकाय का गति-सभीकरण क्‍या है? (७।) तथा (०४) के अवस्थितित्व 
घूर्णों को मात्‌ 7, तथा 7५ लीजिए, योकक्‍त्र-जोड़े (७) का 44 के अक्ष के प्रति का 
अवस्थितित्व घूर्ण ४ और उसी (७) का चालन-पहिये के अक्ष के प्रतिका 77 
लीजिए। 2? के लिए (2) के अंशदान की उपेक्षा कर दीजिए। 

यदि एक पिछला पहिया त्वरित हो जाय, उदाहरणतः घरंण के कम हो जाने 
से, तो दूसरा पहिया मदित हो जाता है चाहे चालन-ऐठ और घपंणीय ऐठ वहाँ वरावर 
भी रहें। ह 


आए कक ५ 5: 4 20 


समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


इन समस्याओं के प्राय. सभी सस्यात्मक परिकलन सस्‍्लाइड-हूल (सर्पी पढरी- 
विसर्पी गणक) की सहायता से पर्याप्त यथार्थता के साथ किये जा सकते हैं । 
शीघ्ततापूर्वक सन्निकट हल प्राप्त करने के लिए इस उपयोगी करण (टूल) की ओर 
स्पप्ठतया ध्यान दिला देना चाहिए। 

१.१ इसका प्रमाण कि णतच्चछचचणए या तो बीजत या ज्यामितीयतया 
ब्युत्पक्ष किया जा सकता है। पश्चोक्‍्त रीति में किसी समतलीय रेखाचित्र में ० 
तथा ४५ का समकोणीय निर्देशाकवत्‌ व्यवहार कीजिए । 

१.२ वहिष्कृत सहतियों के वेग ऋमात्‌ ये हं-- 

2 के, हया “7 / 5 _ 
उाक्क कज्क 

१.३ यहाँ हम १.२ के मूत्रों को चिह्न-्परिवत्तन के साथ प्राप्त करते है। 

१-४. सत्यापित कर छीजिए कि 77 का वर्गात्मक समीकरण उसी लूघुतम 
मान ० को पहुँचाता है जो ० के लिए है। 

१.५. जिस अवकलछ समीकरण का समाकल करना है वह है 

गाना छव बनता 
£ के स्थान में ॥55॥५- ४८ को स्वतत्र चर-राशि लेने से हम प्राप्त करते व्‌ 


ण्च्न्+्द (हर 5 नह 
79 
तथा, एक और समाकलन के वाद (--पृथवी तल से ऊँचाई) ; 


(7). ४२० [ 7- -/_४ ) छह ([ पड )+ व धुनकह: 
| गा ॥9 ॥9 


छोटे £ के लिए, £ के उच्चतर घात वाले पदों की उपेक्षा कर, प्राप्त करते हैँ--- 


७ गई: 


समीकरण (7) का संख्यात्मक परिकलन प्रदान करता है 
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ः १0 सेकंड 30 सेकंड 50 सेकंड 
् 0.54 किलो मीटर 5.65 किलो मीटर | 78.4 किलो मिठर 





१.६ जल का आपेक्षिक गुरुत्व 7 होने के कारण, विदु की संहति हनन ः 
है, अर्थात्‌, 4॥8--4४ १८7 परतु,दुसरी ओर, संवनन' में, 4॥7२47म ८4, जहाँ समानु- 
पातीय--मुणनखंड के लिए « लिया गया है। इससे निकला कि वन्न्स्धा तो 
# के पदों में अवकल समीकरण होगा 


रथ कर का 3 
घ [: ० का 
आदि-दशाओं में / 5८ के लिए ०७-०७ होने के कारण, इसका साधन होगा 
ब्यडी 7 2260 
सा 4 3 8 / 4 कण 4 ] 
तो ८०० और ४०० के छिए प्राप्त करते है, ऋ्मात्‌, 


मल 4 स्ल्-(7- 5) हि 
० 4 प््य ॥* 
१.७ जंजीर के नीचे लटकती हुई तात्कालिक लंबाई & लीजिए। यदि 
जंजीर की प्रति मात्रक ऊंवाई की सहत्ति को 7 रख लें तो गति-समीकरण होगा--+ 
कि «०००४4-23०-४४- 


इसका समाकलन ज़रा कठिन होने के कारण प्रतिस्थापन ४२८४ ड़ के वाद दीघंवृत्तीव 
समाकल प्राप्त हो जाता है--हमें इसो से सतोप कर छेना होगा कि शशियों 707 


तथा (३ (प्रत्ति मात्रक समय में कार्नो ऊर्जा हानि) को &, & तथा & के पदों 
में रुख लें और यह दिखला दें कि गति-समीकरण द्वारा निम्नलिखित की प्राप्ति 
होदी है 


प्रंफाट+6-<७ 


]. एए्मपेटएड2 09 


समस्याओं फो हल करने के लिए संकेत ड्पश 
जौर इसलिए, 
प+ 7-0. 

१.८. यहां गति-समीकरण है, ६७-९४. नियत गुणाकों वाले इस गति- 
समीकरण का साथन (324 2) के रूप का होगा। ऊर्जा-मिद्धात की वेबता या 
तो गति-समीकरण से अबकल रूप में या उसक्रे निम्नलिखित साधन से समाकछ 
रूप में पढ़ी जा सकती हैं-- 


औन्न0 ( रथ हा कट है | थ च+ ्यः बच्स- 0, 


5 


१-९. समस्या में दिये हुए सख्यात्मक न्यास (दत्त--040/) से चद्र का अपकेन्द्र त्वरण 


॥+ 50९7१ [सिहृति है चकछ) में परिकलित किया जा सकता है। पृथिवी की 


त्रिज्या 7 के लिए उसकी प्रारम्भिक परिभाषा ले सकते हूँ कि ््ज- 707 भीटर । 
दूसरी ओर, पु० २६ को भाँति & के द्वारा गुरुत्वाकपंणांक (> के निरसन के बाद, 
गुदत्वाकर्पण नियम प्रदान करता है कि अपकेन्द्र त्वरण ४ ५ है। इस प्रकार जो दो 


ढ्ग 
संस्यात्मक मान प्राप्त होते हूँ उनमे सतोपजनक सहमति है । 


१.१०. निर्देशांको के लिए रूपातरण समीकरणो का स्थापन कीजिए ज॑से कि 
(2.5) में परंवु «५३०३०००७०7० रख दीजिए। देखेंगे कि रूपातरित घूर्ण पर, 
के घटक 4. के घटकों के रेखिक पदपुज होंगे जिनके गृणाक रूपातरण व्यवस्था के 
समगुणन खड़ों के बराबर होगे। रूपातरण व्यवस्था के लिए ये संवध है-- 


०3 ५३ ॥ 


3 83 | 
इन्हें लव कोणीयता के प्रतिवंधो द्वारा सिद्ध करना होगा । यहाँ /55-57, इस वात 
के अनुसार कि रूपांतरित प्रणाली उसी भाव में है जिसमे कि प्रारभिक प्रणाली 
(इसे “माप एक का रूपातरण” कहते हे) या प्रतिकूल भाव में। 

१.११. समी० (6.8) से निम्नलिखित प्राप्त करते हैं [आ० ७ तथा समी० 
(6.5) के अनुसार, 3 ऋणात्मक है] 





४४ पु 





पड ०३ हज 
8५ 85 | » ९7255 


बेप२ समस्याओं को हुल करने के लिए संकेत 


बव्न्--2 [2 
ढ्ण का 
डा 


परिणामवश, दीघंवूत्त (€<7) के लिए कर >> [8 / तथा अतिपरलय 
(८ >7) के लिए का < | छ | / परंतु ९5 न वेगालेख वृत्त! की तिज्या 
है और | 8 | केन्द्र की ुव से दूरी। इससे प्रश्न के सिछसिले में किया गया दूंढ़ 
कथन सुरत ही निकल आता है। 
नीचे दी हुई सारणी, जिसमें 
।९३१॥ 
ण्त्त्न्ट +[52|, 

से अभिभानु पर ग्रह के वेग का मतलूव है, दिखलाती है कि वृत्त तथा परवलय बाली 
सीमात स्थितियाँ व्यवस्था मे आ जाती हूँ। 


जनम अमल अमल नट तल अमल कक आल हज अंक अं कक 








ग्रहय अक्षेप पथ & ।2। वेगालेख ० 
हि 224 
वृत्त | न) | केन्द्र धुव पर दि 


हि बट श्रुव वेगालेख के 2074 
वी बेदृ्ते पड भीतर बट 


बल | वेगालेख छ्रुव से | _ ०० 


हज डप जप होकर जाता है |. ०८ 


अतिपरवः ज़्स् ध्रुव वेगालेख के श्ज्जा 
ज़्य जा री जहा 








3. करण३०ट्टच्कृप सप्टॉ2, 


समस्यामोंकों हु करने के छिए संकेत ३५३ 


१.१२. अवकल समीकरणों (64) में 53/ के स्थान पर + रस रखना 
(| 
होगा, जहाँ उपरला चिह्ल (आकर्षण) धनात्मक आयन के लिए है, निचला चिह्न 


(प्रतिकंण) ऋणात्मक आयन के छिए। देखिए कि यहाँ ४5८०, )-5-०५ और 
$ का मतलब वही है जो आ० ६ में है, जिस कारण, समीकरण (65) 


$+०-- के लिए प्रदान करते है-- 


लत फट 25-४४ 
और तब समी० (6.6) निम्नलिखित हो जाता है--- 
४५ 


(2) न उक्त (7-9० $) -- >0- ८०४ $ 


८ एक प्रक्षेपपय से दूसरे को, $-अक्ष से परे की निशाना लगाने की 
दिश्ला की दूरी के साथ, बदलता रहता है । इससे परिणाम यह निकलता है कि ऊरर 
दिया हुआ समीकरण ( 7) बक़ों का एक परिवार निरूपित करता है । इस परिवार 
के अन्वालोप की प्राप्ति के छिए सममी० (7) का (2 के लिए अवकलन करिए और 
फिर इससे तथा प्रारभिक समीकरण से ० का निरसन कर प्राप्त करिए 
(2) ##१- २१ # ० कप * 
देखिए कि कोई भी इलेक्ट्रान-एय अतिपरवलय की केवल एक शाखा ही होता है, 
परनु (१) दोनों झाखाएँ निरूपित करता है। सत्यापित कर छीजिए कि समी० 

(2) इलेक्ट्रानों के वास्तविक पयों का अस्वालोप केवल प्रतिकर्पण की स्थिति में 
ही है--सत्यापन सरलतमतया सशत वक्र परिवारों के आछेख्य द्वारा किया जा 
सकता है। 

१-१३. यहाँ $ ३ (४) के सरलावर्दे दोलनों की विधि का उपयोग सबसे 
अधिक सुखसाध्य होगा) परतु क्षिक्षाप्रद होगा कि जाँच कर ली जाय कि $ ६ 
की विधियाँ भी बांछित नतीजे पर पहुँचाती है। 

१.१४. यहां दी हुई नाभिकीय प्रतिक्रिया प्रत्यास्थ टक्कर नही है और न ही 
बह अप्रत्यास्थ टक्कर है। उसे, कहने के लिए, “अतिप्रत्यास्थ” टक्कर कह सकते 
हैं, क्योंकि यहाँ नाभिकीय वंधन ऊर्जा से को प्राथमिक (पआइमरी) ऊर्जा झ$ 

श्र 


हपड समस्याओं फो हु फरने फे छिए संकेत 


के साथ ज़ोड़ देना होता है। अल्फा-कर्णों की गतिज ऊर्जा चिर-सम्मत रूप 
ख््‌ हुक ए*्‌ में परिकलित की जा सकती है। 


तब ऊर्जा तया संवेग के समीकरणों द्वारा स-संमिति स्थिति के लिए कि्ंनर 
[प्टश८ः) के फल की प्राप्ति होती है कि 
] रु 
ब्मह डॉ ह्ह ४ 5३ 
समस्या में कहा हुआ ८० (इलेकृद्रान-वोल्ट) वह ऊर्जा है जो एक बोल्ट (न्तय० 
विभव के वैद्युत चुवकीय मात्रकों) विमवनिषांत में से होकर जाने वाले इलेकृट्रानीय 
आवेश ८ (+०१.6%<707%? आयवेश्ञ के वेद्युत चुवकीय मात्रक) को. प्राप्त होती 
है। अतएवं एक ८० (इलेकट्रान-बोल्ट)>-7.6)6307% अर्ग'। 
प्रोटान की- सहति है ॥#५77.65)८7072 ग्राम। अतएवं अल्फाकण की 
सहति हुई गा 56,62९ 7072 ग्राम । परश्चोकत की आवश्यकता इसलिए है 
कि 7, पहुले ८० में व्यक्त को गयी और फिर अर्ग में परिवत्तित की गयी। 
और 78० से वेग ०, को निकालना है। इस प्रकार से प्राप्त हुआ ०, का मा 
के चिरसम्मत रूप को ठीक ठहराता है और दिखलाता है कि समी० (4-्यों 
का आपेक्षिकता-शोघन उपेक्षणीय है। 
१.१५. द्वितीय समी० (37) में 7/-0 रख लीजिए और, कहिए कि| 
४०न०7, ताकि मारे हुए कंण की टक्कर के बाद की गतिज ऊर्जा डै/47* को तुर्रत 
ही ४5---- के फलनवत्‌ परिकलित कर सके । विशेष बात यह है कि #हत्ट 


के लिए वह महत्तम निकलती है तथा «520०6 के लिए छोटी-सी ही-- महर्तम 
मान की केवल १.९ प्रतिश्यत अर्थात्‌ १.९/१०० मात्र। 

इस प्रकार के विचारों से चलते हुए फर्मी ने १९३५ से “उप्मीय” न्यूट्रानों क्रे 
उत्पादन की अपनी विधि' निकाली, अर्थात्‌ एक-समान वेग के मंदय न्यूट्रान वुद 
जो वारबार ठक्‍करो द्वारा पैरेफिन में समायी उचष्मीये,ऊर्जा वाले प्रोटानों के साके 
सामंता में पहुँच गये हे 

१.१६.. 2 के निर्देशांक हं-- 


->्कड् ; 


समस्याओं को हछ करते के लिए संकेत इेष५ 


(74) चल. 005 # 

#5७7,-- ७॥/5च7 ०05 $-+ €४, 
(79) श्खाच्च अंग$ ४ भर #- 
दीर्घवृत्त का 9, $ में शुवी समीकरण इस रूप में छिखिए-- 
(7) 75 6 # 2८05 $+/8 #०[(7- € 2). 
इसमें (7४) से # ८०५३ का मान प्रतिस्थापित कर प्राप्त कीजिए 
(2) 7न्‍त 6(4०058४-- 6 4)-+4(7- 6 २)-४(7-+- € ८०४ ४) 
इस समी० (2) का अवकलन प्रदान करता है 
(3) धी/ +३-- € ६ आए गर्व 
समी० (7) का अवकलन देता है 

€ भव ६ 46 5०-9 


इससे प्राप्त होता है. 


(4) ब्मंगढ़ #च्ल्$ (2, 
जहाँ (2 क्षेत्रफकीय वेगांक है। समीकरणों (78) ओर (3) से समी० (4) 
रूपांतरित हो जाता है 


स् 7855 (.. 


ए 


अंततः (2) से # को प्रतिस्थापित कर लीजिए कि निम्नलिखित अवकल समीकरण 
की प्राप्ति हो जाये --- 





(5) (7+ € ८०5 ॥)ककत्सा व. _ ' (6) आन हा 
इस (5) का समाकलन प्रदान करता है 
फ- 6 आए धन्न्या पु 
यहाँ समाकलनाक लुप्त हो जाता है क्योकि हमने मान लिया था कि समय को इस 
, अकार मापेगे कि #5८० के लिए /--०. राशि ४ को माध्य अतमली कहते है और, 
/ खगोल विज्ञान में अन्य अनमलियों की भांति, वह अभिनानु से मापी जाती है। 
माम इस वात से निकलछा कि समी ०(6.9) दारा ऊपर दिये हुए (6) का दक्षिणाय 


पे स्क्ू में रूपांतरित हो जाता है। 


न्देपुड समस्यात्रों फो हुछ फरने फे लिए संकेत 


के साथ ज़ोड़ देना होता है। अल्फा-कर्णों की गतिज ऊर्जा चिर-सम्मत रूप 
5, 5 हक ४४, में परिकलित की जा सकती है। 


तथ ऊर्जा तथा संवेग के समीकरणों द्वारा स-समिति स्थिति के लिए किखंनर 

(#४८णटा) के फछ की प्राप्ति होती है कि 
>> _7/ डर हि 
5०७४ ( 20५. 2+ड:; प कं 

समस्या में कहा हुआ ८० (इलेक्ट्रान-बोल्ड) वह ऊर्जा है जो एक बोल्ड (कल्प 
विभव के वैद्युत चुवकीय मात्रकों) विभवनिपात में से हौकर जाने वाले इलेकट्रानीय 
आवेश ८ (+-7.62707*” आवेश के वैद्युत चुवकीय मात्रक) को. प्राप्त होती 
है। अतएवं एक ८० (इलेक्ट्रान-बोल्ट) >-7.62707+ अर्ग'। 

प्रोटान की- संहति है #9*77.659707% ग्राम। अतएवं अल्फाकण कीं 
संहति हुई #,, "-6.62670.४ ग्राम । पश्चोक्‍्त की आवश्यकता, इसहिए है 
कि 5, पहले ८ में व्यक्त की गयी और फिर अंग में परिवत्तित की गयी, 
और 280 से वेग ०, को निकालना है। इस प्रकार से प्राप्त हुआ ०, का मान 
के चिरसम्मत रूप को ठीक ठहराता है ओर दिखछाता है कि समी० (4.7) 
का आपेक्षिकता-शोधन उपेक्षणीय है। 

१.१५. द्वितीय समी० (327) में 7750 रख लीजिए और, कहिएं कि 
४५८57, ताकि मारे हुए कण की टक्कर के वाद की गतिज ऊर्जा 2ै2/2% को ठुरत 
ही ४55--- के फलनवत्‌ परिकलित कर सके । विशेष बात यह है कि 5 
के लिए वह महत्तम निकलती है तथा :४5-206 के लिए छोटी-सी ही-- महत्तम 
भान की केवरू १.९ प्रतिद्ञत अर्थात्‌ १.९/१०० मात्र। 

इस प्रकार के विचारों से चलते हुए फर्मी ने १९३५ में “उष्मीय” न्यूट्रावों क्के 
उत्पादन “की अपनी विधि निकाली, अर्थात्‌ एक-समान वेग के मद न्यूट्रात्र वृद 
जो बारंबार ठककरों हारा पैरेफिन में समायी उप्मीय ऊर्जा वाले प्रोटानों के साथ 
सामता में पहुंच गये हूँ । है 

१.१६. 5 के निर्देशांक हैं--- 


-_; फुष्ड 


समस्याओं को हल करने के लिए संफेत इंष५ 


(7०) #च्त्यो जल्द 005 # 
२+७7,-- ७)(5-7 ०05 $-- ७०, 
(75) शनन्सान्ला आग आ। ४५ 
दीघंवृत्त का $, $ में भुबी समीकरण इस रूप में छिखिए-- 
(7) 75 ९7605 $+-9, 75४(7- 6?). 
इसमें (74) से # ८००४५ का मान प्रतिस्थापित कर प्राप्त कीजिए 
(्‌ एनन € (६८08 ४+- € 2)-+४(7-- € 2)--८(7+- 6 005 ४) 
इस समी० (2) का अवकलन प्रदान करता है 
(3) पीनत- € 4 80 ॥वं॥# 


समी० (३) का अवकलन देता है है 
€ ॥॥ ९ 4$ 5० नए * 


इससे प्राप्त होता है 


(4) का 
जहाँ ( क्षेत्रफलोय वेगांक है। समीकरणों (79) ओर (3) से समी० (4) यों 

रूपातरित हो जाता है 
दर 7॥55(_ 


अंततः (2) से # को प्रतिस्थापित कर छीजिए कि निम्नलिखित अवकल समीकरण 
की प्राप्ति हो जाय --- हे 

(5) (रन € ८05 प्रकंन्ताम व: ' (6) #उ5८ रा 

इस (5) का समाकलन प्रदान करता है 

कर-- 6 शेड सच्चाई पु 

यहाँ समाकलनांक लुप्त हो जाता है क्योकि हमने मान लिया था कि समय को इस 
« अकार मापेगे कि ४-०० के लिए /--०. राशि ४£ को माध्य अनमछी कहते हैं ओर, 
| खगोल विज्ञान में अन्य अनमलियों की भाँति, वह अभिमानु से माप्री जाती है। 

ताम इस बात से निकला कि समी ०(6.9) द्वारा ऊपर दिये हुए (6) का दक्षिणाय 


+ न में रूपातरित हो जाता है। 


7-74 5०८2, 


ष् 


रेप, समस्याओं फो हुछ करने के लिए संकेत 


4 
२.१ प्रइन के प्रथम प्रतिबंध द्वारा समीकरण 
अर 04 कक 8$+ 8५ 
को ऐसी स्थिति में पहुंचाइए कि दक्षिणांश के लिए निम्नलिखित की प्राप्ति हो 
(34 9 ५ ॥ $+ह)) $+ग 80 
००5 छत 6 भंग) +ह) # 0), 


अब )»$ तथा 0९ को अछूग-अलग +5० रख सकते है। अतएव 


() ० ० 
तथा 
(3) 2 फु+व गा (08) हि 84 0 


पिछला समीकरण सव ५ यों के लिए वैध है और इसलिए ९ के लिए अवकलित 
किया जा सकता है। समी० (2) की सहायता से यह्‌ प्रदान करता है-- 


(4) न फुकध पु ९-० 
तथा, ४ के लिए एक और अवकलन के वाद, 
(5) द् न फुन-ढ ्द $॥ ५४5२०. 
अब (4) और (5) से निकलता है 
(७) (हट हे: 
ग्ड 9 
तो (3) के अनुसार, 
9. _ 
(7) 5877 


भी होना चाहिए। समीकरण बूंद (2), (6) और (7) दिखलाते हूँ कि ४.) ४ 
तथा $ पर निर्भर करता हुआ कोई प्रतिबंध /--० होता ही नहीं, अर्थात्‌ यह कि 
हमारा निकाय अपूर्णपदीय है। यह उपपत्ति 6. छझत्झादं, (हामछ) की /टशिएा- 
व्यप्थढ 3०८ भर्पो:” (प्रारभिक याँत्रिकी) 206 80., [.2एम8 7922 की है। 


समस्याओं फो हल फरने के लिए सकेत ३५७ 


२.२. इजन व्यय कर्म चित्र” खीच लीजिए अर्थात्‌ ० से रू तक के क्रक- 
कोण के भुजाकों पर :.वक्र तथा ॥7-रेखा। लूुट्य कीजिए कि 7.-बक्त और 
भुजाक के बीच का क्षेत्रफल एवं [77-रेखा तथा भुजाक के बीच का क्षेत्रफल, 
ये दोनों क्षेत्रफल बराबर होगे । इसमे 7., और 7 के बीच एक सबंध की 
प्राप्ति होती है। महत्तम और अल्पतम कोणीय वेग, ७,,... तथा ०,# से 
सवधित कोण, $५ तथा $;, रेखाचित्र में 7-तथा9-बक्रो के प्रतिच्छेद-विदु हैं; 
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और $; के दीच गतिपालक चक्र की गतिज ऊर्जा निर्धारित कीणिए और उसे 
],७,, तथा » के पदों में व्यक्त कीजिए । उसी अतराछू के लिए लिखा हुआ ऊर्जा 
समीकरण आकाक्षित 4 का मान इस रूप में, करता है-- 


(4 0.66 
स् हम ( ८05 $,-८ू-+2$: ] च्ल्ह्दड फ़रः 
यदि 
परी पर? (अश्व झवित) तथा ४5 व ७०-.०७.॥४६ २. प. म.-पघूर्णन 


प्रति सेकड) तो, मात्रकों की व्यावहारिक पद्धति में, प्राप्त होता है 
55 43:40 ड़ #9.॥.50९%. 
(किलोग्राम-मीटर-सेकंड') । 

२.३. पृथिवी की त्रिज्या के मान के लिए प्रश्न १.९ देखिए। दिन के देर्ध्य के 
संख्यात्मक परिकलन में (8) 5 रख लीजिए। 

२.४. (क) यदि तुलादड़ को अपने स्थान में स्थिर समझ लें तो चरखी 
(घिरनी) के आभासी घूर्णन ०$ में केवल गुरुत्व तथा चरखी पर के अवस्थितित्व- 
वलो के बीच की साम्यावस्था का ही विचार करने की आवश्यकता हे (ऐठ समी> 


करण) । इस प्रकार वाटो के त्वरण * की प्राप्ति होती है जो £ का एक छोटा सा 
अश मात्र निकलता है। 


4. प्रप्ढ ऋण्फे होबह्ध्यय 2. छज्यां: ब्यह्ांड 


ब्रषट समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


(ख) तुला दंड के एक आमासी घूर्णव को ऊपर दिये हुए से जोड़ दीजिए! 
यहाँ अवस्थितित्व बलों के तुलादड के आलब के प्रति के घूर्णो का प्रवेश कराना पड़ता 
है। तो ज्ञात होता है कि साम्य नहीं रहता। जब तक वाठ # गिरता रहता है 
तुला दड का पलडे की ओर नीचे को विक्षेप होता है। भाराधिक्य के मानांकन में 
तुलादंड की लंबाई की अपेक्षा में घिरनी (चरखी) के व्यास की उपेक्षा कर सकते 
है। उसी सन्चिकटन का उपयोग करते हुए एक अन्य प्रक्रम यह होगा कि पलड़े पर के 
बाट की तुलना तुलादड के दूसरे सिरे पर-के बाटों और अवस्थितित्व. बलों कारित 
बोझ से की जाय। 

२-५. नत समतल का समीकरण यह लीजिए-- 

(7) (2,%) चत्ट--०४-$ (2) 
यह ८ल्‍5६४॥ « नत समतल का क्षैतिजं समतलू से नियत नति-कोण « को 
निर्धारित करता है; $(/) उसका £-वक्ष से प्रतिच्छेद है जो समय के साथ 
बदलता रहता है। लग्राज़ के प्रथम प्रकार के समीकरण (72.9) प्रदान करते है--- 
(2) #&ततनगे॥, ४च्ओो-४. 
» को निर्धारित करने के लिए, (7) को £ के लिए दो बार अवकलित. कीजिए 
जिससे प्राप्त होता है-- 
(3) £ &-4:5%60) 
(2) का (3) में प्रतिस्थापन > अदान करता है और अब (2) का समाकहते 
सहज ही किया जा सकता है। आदि श्रतिबधों के ये होते हुए कि #-70 पर 
अम्ल5३0, क5०७ «75:४७ प्राप्त होते हूँ 


सफ[# 0-४०-४०+झटर) 
वध एशणे-#(१ ६४० 5) 
इनसे $+++-९ के लिए प्राप्त करते है-- 


4४००5: 








ड्च्च्य्क्नी 





४, पट 7 थ्रड £ > 
० हच बग 2०५ इलकप्ड दु००% 25३ 


तया, $ २-४ के लिए, 
225 2 255 6 


समस्याओं को हल करने के लिए संकेत ३५९ 


जैसे कि स्वतत्न पतन में। ॥७० केवल अतिम अनुमान मेंदर अन्यता & स्पलन 
करते हुए पिउ के प्रतिकूछ एक दाव की भात्ति काम में जाता हे और इसलिए कर्म 
करता है। 

यह समस्‍या दालाँवेर-सिद्धात द्वारा, » का प्रवेश कराये बिना ही, हल की जा 
मफती है। कारण कि समय का परिणमन नही करना है (देखिए पृ० ९२), आभासी 
विस्थापनों के लिए ऊपर दिये (7) से प्राप्त करते हैँ कि 0,5-49:४. तो दालाँबेर 
सिद्धात से यह परिणाम निकलता है कि-- 

&+क(ए+टोवचस्‍०, 

(3) के साथ इस समीकरण द्वारा & सौर £ को सीधे ही सीधे परिकलित 
फर सकते हूँ। यह उदाहरण निदर्धित करता है क्नि छात्राज समीकरणो की अपेक्षा 
दालॉबेर-सिद्धात द्वारा अधिकतर सीवे-्सीथे और जधिकतर सहजतथा समस्थाएँ 
हल की जा सकती हूँ। परतु, दूमरी ओर, पूर्वोक्त (व्वग्राज समीकरण) का यह 
लाभ है कि नियतण बलो का मात्रात्मकतया निर्धारण हो जाता है। 

२६. प्रकरण 77 के (7) में किसी थाह्य ऐठ के प्रभाव के अधीन घूर्णन करते 
हुए निकाय के त्वरण समीकरण को व्युत्पन्न करने के लिए दालाविर सिद्धात का उप- 
भोग किया गया था। वहाँ घूर्णन अक्ष के प्रति एक आभासी पूर्णन 8# का प्रवेश 
फराया था। उस अक्ष को यहाँ अपना &-अक्ष लुंगे। केवल स्पर्शीय अवस्थितित्व 
बल ही प्रासगिक थे क्योकि अभिलव अर्थात्‌ अपकेद्र दल घूर्णव 9 $ में कोई कर्म न 
करते थे। 

यहाँ वे बल चाहिए जो किप्ती एक-समान घूर्णन में धुराधारों 4 और 8 
पर पड़ते हैँ, या, उनके स्थान, वहाँ की प्रतिक्रिवाएँ & और 9 । यहाँ केवल 
अपकेन्द्र बलों से ही मतलब है, स्पर्शीय अवस्थितित्त्व-बल एक-समान घूर्णन में नही 
आते। यदि आभासी स्थानातरणों 9), ०: का प्रवेश करावे तो आभासी कर्म 
9) जीर ०७: तथा एक-एक सहति अल्पाशों पर आरोपित अपकेद्र वछो के $- औौर 
&- घढकों के योग का गुणनफल हो जाता हे। ये बल हँ-- 

बआओण१, बीशद०र,... 
एक समाकलन संपूर्ण सहति % की साधारण झूलनगति के अवस्थितित्वीय घंठकदय 
छे और :८ प्रदान करता है जिन्हें सहति केन्द्र पर अनुप्रयुक्त समझना होगा। , 
तद्नन्तर »- तथा 2- अक्षों के प्रति के आभासी घूर्णनो, क्रमात्‌, 9#, और 9१$, 
का प्रवेश कराते हैं । इनमे किया गया आभासी कर्म मु 


३६० समस्याओं को हल फरने के लिए संकेत 


नह शक अटण्षस तया 5, विए 79 


द्वारा दिया जायगा। वे निम्नलिखित ऐंठों के समान हैँ-- 
2चा-7५,०१ तथा 7.,5२73,७7५ 
घुराघार प्रतिक्रियओं & और ह के निर्वारण के लिए, (८ निर्देशांक प्रणाली 
का मूल-बिढु, कहिए कि, धुराधार / पर स्थापित कीजिए, दोनो घुराधारों के बीच 
की दूरी को / और संहति केंद्र के ै- तथा 2- दिशाओं के निर्देशांकों को 9 तवा 
६ कहिए। तो चार अज्ञातों, 49, 42, 2), 22 को जानने के लिए दो घटक 
समीकरणों, 
(3) ॥५+2,5-#४१०२, 
अ,जस,तत- शा ७१ 
तथा दो घूर्ण समीकरणों 
(2) ,5--7०, ०१, 
क्‍8,-5-74», ०१, 

की प्राप्ति होती है। 

स्पष्ट होगा कि इजीनियरी के दृष्टिकोण से धुराधारों में मावतंतः परिणमने 
करती हुई ये प्रतिक्रियाएँ वांछित नही हो सकती। उन्हें हटाने के छिए केवल यही 
नही आवश्यक है कि संहति-केन्द्र घूर्णनाक्ष पर स्थित हो, अर्थात्‌ समी० (7) में 
१5०६ --०; वरन्‌ यह भी कि घूर्णनाक्ष सहति-वितरण का भुझ्याक्ष हो अ्थर्ति 
समी० (2) में 7,,5-४७», इस संबंध में देखिए चतुर्थ अध्याय, २२वाँ प्रकरण, 
समी० (752) के पास । इस दुसरे प्रतिवध का परिपूर्णन उतने ही महत्त्व का है 
जितना कि पहले का परियूर्णव। दोनों प्रतिबंधों के परिपूर्णन को घूर्णनयुक्त पिंड 
का “सतुलन” कहते हे । 

३.७. समझिए कि रज्जु (डोरी) में तनाव & और किसी दिये हुए क्षण में 
उसके खुल गये हुए भाग की लवाई < है। तो स्थिति (#%) के लिए, 

उ०>आ, 3च७#(१-४) 

जहाँ ८ तथा £ धनात्मक हैं। 2४7० के कारण, 


न ५ एड 
(7) हेक्नकेक्जुत» 


ओर 
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()) 3$5-- फ 


३ कार 
ः रे 





स्थिति (ख) में-- 
घूर्णन ७ उसी दिशा में रहता है। रज्जु के तनाव की ऐंठ ७ के विरुद्ध 
काम करती है। ८ ऋणात्मक हो जाता है और प्राप्त करते है-- 


0) देव ना७ धक्त-7०,८ ् 
तथा 
बह 
(9 पक 
4 


दोनों स्थितियों (क) तथा (ख) में रज्जु-तनाव वही है और समय में नियत' 
रहता है। घूर्णनयुक्‍त पिंड के भार से वह कम है । 

(क) और (ख) के बीच के सक्रमण अवस्थान में हाथ पर छक्षणीय कर्पण 
का अनुभव होता है जो धनात्मक सवेग ॥४2 से ऋणात्मक हो जाने के सगत है। 
इस अतराल में & समी० (2) में दिये हुए से अधिक हो जाता है। 

२.८, समीकरण (8.7) के अनुसार कण के गोछ-पृष्ठ को छोड़ देने का 
प्रतिबंध यह है किन 

या तो 3८० या 2१,,५-०, 
जिस कारण (78.6) से 
() कुल नल “यह &+22+& ») « 
अब, गोले पर प्रत्येक पथ के लिए 

कट न 30 नै व्ड््0 
अर्थात्‌ पि 
अंक कट शचा-+ लक) कब + ०५ 
जिस कारण, (7) के स्थान में हम लिख सकते हे 


आाशट._हाएा 


(») | _ः 


झ्द्टर समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


दक्षिण पाइर्व पय पर के अपकेन्द्र वल के बरावर नही, क्योंकि प्रस्तुत स्थिति में पय 
भूरेखा नही है। प्रकरण, ४० के मन्या प्रमेय से सहमत होते हुए भी वह इस अपकेद्ध- 
बल के गोलीय पृष्ठ के अभिलंव पर प्रक्षेप के वरावर है। 

ऊर्जा-समीकरण से 2 

छा 2 ४४६००/४--2२१(४--४०- * 
अतएव समी०._(2) आदि मानों ०,, « के परों में यों छिखा जा सकता है-- 
(4) उल्ल्य्यात डाक 0५ 
जहाँ ॥ व ्य न्‍न्‍्वेग ७, से संगत स्वतत्र पतन की ऊँचाई। 
रे 

३५१. प्राय. ऊर्ध्वाधरतया लटकते हुए लोलक के निर्देशांक & तथा % प्रथम 
कोटि की अल्प राशियाँ होगे और 2 तो द्वितीय कोटि की अल्प राशियों तक हम के 
बराबर होगा। इस कारण (78.2) का तीसरा समीकरण, द्वितीय कोटि की 

'शाशियों तक, निम्नलिखित का प्रदान करता है-- 

() ध््न्पँ 


और (78.2) के प्रथम दो समोकरणों द्वारा, समस्या १.१३ की भांति, नीचे दी हुई 
बुत्तीय आवृत्ति की एक सरल जावर्त दीघंवृत्तीय गति का निर्धारण करते हैं। बृतीय 
आवृत्ति है--- 


20% _/ 8 
(2) कप कम क 2 
दीघंबृत्तीय गति के क्षेत्रफलीय वेगाक (2 के लिए निम्नलिखित होगा-- -- 


हु 
_ 2740 (28  ॥_, 
! ०-० 
और ऊर्जाक 8 के लिए (आदि दा, 0०55५, 0/5०,) .. 
(4) ] .. मन प्रा नकारा > ए्न- न). 


. काटएध्पांधर 
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तो #5+ ३-7 के साथ (78.77) से प्राप्त होता है 
४2. 4, छ्ड (5 
दल (० हर हे लि तत्व [ न ) [ 5 ४) हि 


ही &€2 &€* हल (४ ट 
शिवन्लनर ः (#ई- ऋ) 





०. 


तो अब हम (78.5) से प्राप्त करते है-- 


( गैर 
च्ट के) 
5) न 0९ ष् || आ(क- (६-९) |[* 
समी० (46.77) के नमूने का एक प्रतिस्थापन (5) के समाकल को निम्भ- 
लिखित सुज्नात समाकछ में रूपातरित कर देता है-- 


नम व प्ः 

| 5 अर ८05० (#-फणेर है 

जहाँ हर ल् 
कक अक 2 8 

तो अब (5) प्रदान करता है कि /0$7-० और यही सिद्ध करना था। 

३-२. समस्या का प्रथम दृढ़न्कथन, || के समीकरण (79-70) का ७ 
के लिए अवकलन द्वारा, तुरंत ही सिद्ध कर दिया जा सकता है। द्वितीय दृढ़ कबन 
भी उसी प्रकार | ०८ | ०७ को ७ के लछिए अवकलन करने से सिद्ध किया जाता है। 

३.३. अवमदन-एऐठ तथा प्रत्यानयन-ऐठ के समानुपोत्रीयता-गुणनखंडों को क्रमात्‌ 
277 तथा ७५१ से सूचित कीजिए। तो समी० (79.9) को थोड़े से भेदो के 
साथ गेैल्वानोमापी के गति-समीकरण की भांति प्राप्त करते है। भेद यह है कि 
दक्षिणाग अब एक नियताक 0 हो जाता है और सकेतन में & के स्थान « हो 
जाता है। भिम्नलिखित व्यापक साधन 

ब्प्न्ट+ंट ट ८०४((०५१- शत + आए (७८४- श] 
के नियतांकों & तथा 9 को इन प्रतिवधों के अनुकूल कर छीजिए कि /+5० पर 
&-+&5-२0 एवं नियतांक (? को इस प्रतिवव के अनुकूल कि जेसे /-*०: वैसे 


क्->5 
०0 


झ्ेदृ४ड समस्याओं को हुठ फरने के लिए संकेत 


स्थिति (क) में कम होते हुए दोलनों वाली एक क्षणभगुर गति की प्राप्ति होती 
है और स्थिति (ग) में, अतिम स्थान की ओर एकफ दिशयामी एक क्षणकालिक 
गति। स्थिति (ख) को (क) किंवा(ग) को सीमांत स्थिति समझना चाहिए। 
उसके लिए एक दीघंकालिक पद की प्राप्ति होती है जिसमें / मुणनखंडवत्‌ आता है। 

३४. समस्या के (क) भाग में दालॉवेर सिद्धांत (£,)--दोलायमान संहति- 
बिंदु के निर्देशांक, » ऊपर की ओर धतात्मक) की अभियाचना है कि-- 


(0) +(अ+0 ०८० 
नियंत्रण-समीकरण मिम्नलिखित है-- 
9. . - (४-ध+27चती 
इसका परिणमन (£ ओर इसलिए £ भी, स्थिर रखते हुए) देता है 
(3) (४-६)0४+-३९)न०० 

(7) तया (3) के सयोग का परिणाम होता है 
(3) ; 28४-७७-9(9+8)5०. 


(2) का £ के लिए दो बार अवकलन & तवा 9 का द्वितीय समीकरण 
प्रदान करता है। यह (4) के साथ, समस्या का यथायें अवकल समीकरण प्रस्तुत 
करता है। 

छोटे-छोटे कंपनो की स्थिति को जाते समय स्मरण रखना चाहिए कि (४-४) 
प्रथम कोटि की अल्प राशि है जिस कारण, (2) के अनुसार, अल्प राशियों की 
द्वितीय कोटि तक 9-४ और तब $ तथा $ द्वितीय कोटि की अल्पराशियाँ 
होंगी। अतणव (4) निम्नलिखित हो जाता है-- 


(5) &+(४--ह)975० 
इस ४-६ को ४ के वराबर रख, विपमाग छोलक समीकरण की प्राप्ति होती है-- 
(6) प्रक#तण हु 


जो दिखलाता है कि ६ चालन घल की भांति काम करता है। समाकलऊन प० 
१३६ की भाँति किया जाता है। अवलबन बिंदु तथा, सहति विदु की गरतियों 
के बीच का कला-सबध, जिस पर समस्या की मूल रचना में जोर दिया गया था। 
आकृति ३१ (पृ० १३७) के अनुरूप है। शिक्षाप्रद होगा कि एक प्रयोग किया 
जाय जिसमें एक डोरी के निचले सिरे पर कोई बाट बँधा हो और जिसका उपरला 
सिरा हाथ में लिया हुआ इबर-ऊवर क्षेतिजतया चलाया जाय । जब हाथ जलल्‍्दी- 


समस्याक्षों को हल फरने के छिए संकेत ३६५ 
जल्दी चजछाते हूँ (अनुनाद की स्थिति से ऊपर) तब दोनों बिदुओं की कला-विरुद् 
गति बिलकुल साफ दिख जाती है। 

लाग्राज के प्रयम प्रकार फे समीकरणों वाली विधि का उपयोग करते हुए, 9 के 
किए छाप्राज-समोकरणो से ज्ञात द्ोता है कि द्वितोग कोटि की अल्प राशियों तक 
कल - कप और >-समीकरण से समो० (5) प्राप्त होता है। 


समस्या के (ख) भाग में समी० (7) बैच रहता है। प्रतिबंध (2) निम्न- 
लिखित हो जाता है-- 


(7) स्त+(- शो च्ता 
इसका परिणमन, (५) के स्थानमें निम्नलिखित प्रदान करता है-- 
(8) (/- भोड-*0+050. 


यदि & को प्रथम कोटि की अल्पराशि की भांति छे छेवें तो (7) से, द्वितोप कोटि 
की अल्प राशियों तक, प्राप्त होता है-- 


(9) 27 ४८४ 35 ५- 
इससे (8) हो जाता है-- 


(7०) नी रे &5२0. 


छाग्ँज के प्रथम प्रकार के समीकरणों से भी यही परिणाम प्राप्त होता है, क्योंकि 
2-समीकरण निम्नलिखित मूल्य प्रदान करता है-- 
( 7) मैक- या ; 
चशर्ते कि सन्लिकटन (9) का उपयोग किया जाय जिससे कि &-समीकरण (30) 
के सर्वसम हो जाता है। 

यदि अवछवन विदु ऊपर को+-४ के नियत (निश्चर) त्वरण से उठाया जाय तो 
परिणाम निकलता है कि गुरुत्व वल दूना हो गया ज्ञात होता है। यदि यह विदु नीचे 
को--& से चछाया जाय तो भरुरुत्व वल निरस्त हुआ जान पड़ता है। यह गुरुत्व तथा 
त्वरण के बीच एक तुल्यता की ओर छद्ष्य करता है, जिसने ही, गुरुत्वीय तथा अव- 
स्थितित्वीय सहत्तियो की समता (पृ० २४) के साथ, आइन्सटाइन के गुरुत्वाकर्षण- 
वाद की नीव डाली थी । 


6) रद ०9... 59५ ० +% च््थ 
33 जज पर ये बह 
कि जा, ० किस्सा 
जिस कारण, पमस्या में दिये सम (२7) के, और | 
खाए ८ बज टॉशए ८2 4 ॥। 
ण्पु ल हि तथा ० हु हि | 
के साथ, आप्त करते #. * ., 
(५) थूघ७(2- ०)५७-५:, ' ६ 
28४ 5०(2.. ग्शेद दा. कक ॥। 
*हैं धवंकल्पित है . "ने डक है, थ रण ० तथा ०५ अत्प सज़्याएँ है ॒ 
और (५) $ ज्न्हें, काट तेह। वो ७, ५, हिए हल करने २ 
से प्राप्त होता है: ला रे | 
(5) 2] यु ण््न्प का २2 शक न्‍ 
धर पी-गनद ॥ थे 
और(2) दान करता है-- - कई * डर तर पप 
(०) श्ध फज(7-. गन - डर टः 2४-०५. 2), ४ | पक 
४ 
94. (7-०) ब्ध कु है (ः 2+%६-- ०५५५. ), 
इन भुगपत्‌ अवकछ परमीकरणों गैक (20.2 2 की भाँति का उपचार करना गौर 
होगा । के लिए, उसमे अवेशधित पशियों ७५, ७,, 24५ 44 का मतरूव * 
उपर दिये हुए समी७ (5) के छुलना करने पर जाना जा सकता है। 
ड्ड़ का ॥/ वर (5: 


पैया 0/+% ,; पर 6४-.६) हर ह रे 
लिए इस अ्रकार निकछे ड्ए दो पुयप्त्‌ अवकछ भ 
पैमीकरपों में 2०७ व दीजिए। देखेंगे कि आकाक्षिक अतिकंध-.. कि ख्ह्दी हे. 


"समस्याओं फो हुल फरने के लिए संफेत ३६७ 


दोलन में भाग छे--अनुनाद की अभियाचना प्रदान करता है कि निकाय (8, £) 
के निजी दोलन की वृत्तोय जावृत्ति बाह्य बऊू को यृत्तीय आवृत्ति ७ के 
बरावर हो । 


इजीनियरी के कामों में इस प्रकार की व्यवस्था का “दोलन-शामक” की भाँति 
व्यवहार किया जाता है। इस प्रकार से उसका उपयोग फ्रैक ईपा में किया जा सकता 
'है जहाँ गति-पाछक चक्र निश्चर कोणीय वेग ० से धूम रहा हो । वहाँ शामक 
प्रिणमनीय घूर्णन योग्य एक युक्ति होती हे । वह फ्रेक के साथ युग्मितत होती है और 
“उसका काम क्रेक के दोलनों का अवशोपण कार छेना होता है। ऐसी स्थिति में 
अस्तुत समस्या के निर्देशाक & का स्थान पूर्णन किया हुआ फोण छे लेता है। 


कं है| 


४ 


४.१ समतलीय सहति वितरण के अवस्थिति धूर्णों का,महत्त्व प्रत्यास्थता वाद 
» (इस माऊा की द्वितीय पुस्तक) में दंडों की ऐंडन तथा उनके झुकने में है। 
//तत*१+)* होने के कारण, 


य्त् | एंकर िशका+ | 2वकान्चडन-4 « 


हीता है । प्रत्यास्थता सवंधी प्रइनो में दड की अनुप्रस्थ काठ पर संहृति को एकसमान- 
तया, धनत्व एक के साथ, वितरित हुआ समझना होता है जिस कारण 4॥55485+ 
क्षेत्रफल का अल्पांध । तो तिज्या 4 तथा क्षेत्रफक 3-4१ वाले जुत्ताकार 
मडलूक के लिए प्राप्त होता है-- 


उच5 | 7 | ग्वोनल्ठ्धा / 
कै ही 


और इस लिए 

वच्त्यच्ई वैबी- हु 
४ ४.२ यहाँ तीनों मूख्य अवस्थितित्व पूर्णो के परिमाणों का अनुप्रात अंत तक 
*क्रुछ भी रख लेते हैं । ' इस प्रकार तीनों स्थितियाँ बस एक ही परिकलन के अंतर्गत 
हो जाती है जिनमे /. ही सबसे बड़ा, सबसे छोटा और मुझोछा मुख्य अवस्थितित्व 
चूर्ण रहता है। व 2 
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४.३ आवेग! 2 गेंद (त्रिज्या 8) को दोनों प्रकार के संवेग, स्थानातरणीय 
एवं घूर्णनीय, प्रदान करता है। इस प्रकार 
(४) 20522, 
त्तया 

डा, 

जहाँ # केन्द्र से ऊपर की ऊँचाई है जहाँ पर क्षेतिजतया पकड़ा हुआ वयू गेंद को मारता 
है। ७ का कक्ष माध्यिका समतल से लंबवत्‌ है। निम्नतम विंदु का परिमापी' वेग 
# माध्यिका समतल में होता है और 4७ के वरावर होगा । यह बात न कैवल 
/550 (संघात के समय) पर वरन्‌ 7>0० पर भी रहती है। 


(77242) के अनुसार एस है, /-६0 के लिए समो० (2) तथा (7) पे 


(3) ई दामन-2॥57247 

देखिए कि # को ० से प्रतिकूल दिद्या में धनात्मक लिया है। ऊँचे निश्चानों 

2 है $ 

के लिए ४7० ट्रक और ग्रेद तथा कपड़े के बीच का स्खलन वेग ॥-० घूल्य 
से अधिक तथा ० के प्रतिकूल है । अतएवं घर्पण ० की रेखा मे और (72 के 
परिमाण का है। केन्द्र के प्रति का उसका घूर्ण (८34 घूर्णन ७ के प्रतिकूल 
काम करता है। 

नीचे निश्ानों के लिए घर्षण इससे प्रतिकूल प्रकार से निर्देशित होता है ॥ ब्याप- 
कता उपरला चिह्न ऊँचे निश्ञाने के लिए, निचला नीचे निशाने के लिए समझ सकते 
हैं और />० के लिए लिख सकते हूँ 
(4) ग्त्कफछ, तथा 
(5) मत्तक-- पट 

ग्राफ (के खा थि व) द्वा रा विवे च न---£ के भुजाकों' पर & तथा 
० को कोटयांकों की भांति खीचिए ! दोनों ऋजुरेखाओं द्वारा निरूपित होगे जो, 
ऊँचे मिश्यानों की तथा नीचे निश्ानों कौ भी स्थिति मे, परस्पर प्रतिच्छेद करेंगे । 

4. आवेग 7700४5०, सवेग 77०४7८० वेग एढॉण्लाए- 

2. एल्सएपव्मंव्ग.. 3. #फरडसंइडब 
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; प्रतिच्छेद-विदु #ऋ5४० पर शुद्ध लुंढन होता है। यहाँ से # तथा ० सपाती रहते 
हुए एक क्षैतिज ऋजु रेखा में जाते है । प्रतिच्छेद का भुजाक है-- 
(७) हे अडवो 5॥-26 जड़ 
चर्च म्श्ज 
देखिए कि नीचे निशाने के लिए प्रथम भिन्ना ऋणात्मक है क्योकि ॥ होता 
है--८ तथा $ 4 के वीच मे; अतएव यहाँ के लिए दक्षिणाश का ऋणात्मक चिह्न केवल 
औपचारिक है । ऊँचे और नीचे नियानों के लिए वेग का आधिक्य या न्यूवत्व कमात्‌ 
&०८०-: (८९7 द्वारा दिया जाता है। शुद्ध लुढन का अतिम वेग 
5 कब. ८ 
एन (४ एचस+- « * दद 
0० हु व ये 
हो जाता है, अर्थात्‌ सघात्‌-विदु के कपड़े के ऊपर की ऊँचाई, #+-,,के समानुपाती । 
पिच्छू निशाने का का सिद्धांत! । कालातर /<र में, जिसमें ० है, ऊँचे 
पर मारा हुआ गेंद एक अन्य गेद से मध्यवर्ती टवकर मे मिलता है / समझिए कि 
संघात-क्षण पर # और ० के भान #क और ० है । तो ०, दूसरे गेंद को हस्तातरित' 
हो जाता है। (4) के अनुसार तब प्रथम ग्रेद ०-० से त्वरित होता है ; (5) से 
उसका ४ बेग ४५ से नीचे को ज़ाता है। एक तया लेखाचित्र (ग्राफ) दिखछाता है 
* कि एक ऐसा प्रतिच्छेदन है जिस पर शुद्ध छुठन होने लगता है। भ्रतिच्छेद बिदु के 
- भुजांक तथा शुद्ध लुंढन बेग क्रमात्‌, निम्नलिखित हँ-- 








(7) म्3 ब्ड->- 2०, # शतत खा क्‍> “9 हि 
> ५ प्र 

खींच निद्ाने का सिद्धांत । फिर, चलाया हुआ गेंद - कालातर £<7 मे दूसरे गेंद 
से ठकराता है, परतु अब #<<० है। पहले से ही मान छेगे कि निशाना बहुत ही नीचा 
है । इसके लिए, वास्तव मे, ४ ऋणात्मक है अर्थात्‌ उसकी दिशा वही है जो ० की 
है। समझिए कि सघात क्षण से जरा-सा पहले ४ और ० के मान ॥० और & है। हा फ़िर 
दूसरे गेंद को संचारित हो जाता है। (4) से, प्रथम ग्रेद ऋणात्मक भाव में ००२० 
से त्वरित होता है अर्थात्‌ वह पीछे को जाता है । ममी० (5) बताता है कि # अपने 
ऋणषात्मक आदि के वेग ४४ से घनात्मक वेगो की ओर बढता है, अर्थात्‌ उसका 


]. परष्चल्ठम्ण ०६ पाठ गिएच आं०८ 
रे 
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निरपेंक्ष भान घटता है ।० तथा ४ की ऋजुरेयाएँ प्रतिच्छेद कंरती हैं (नया रेसाकंत); 
प्रतिच्छेद बिंदु का भुजाक तया शुद्ध छुठन का वेग अब निम्नलिखित हो जोते है-- 
७) जि नद्र न... ० 
४.४ अब ययू को ४.३ की भांति क्षतिज नही रफते, परन्‌ क्षेतिज समतछ से वह 
एक कोण बनाता है। प्रत्यक्ष है कि अब क्यू गेंद के ऊपरी गोलार्द के किसी विदु पर 
लगता है जैसे कि पहले के “ऊंचे निशानो” में । आवेग के क्षैत्रिज़ घटक की दिशा में 
#-भक्ष रखिए ओर <-अक्ष को उर्ध्याघर की ओर। तो आवेग <2 के घटक होंगे . 
(2., 0, 2.) ; और, गेंद के केंद्र (जो &, $, £ प्रणाली का मूंल-विदु भी है) 
के प्रति की आवेगी-ऐंठ /प के घटक होंगे-- 
7,०३:2,, 2९,-२22,-<2,, 2०,०६-२2५ - 
' यहाँ &, $, « क्यू तथा ग्रेद के संघात-पिदु के निर्देशाक हैँ । इन 2४५ २४५ 
मिम्नलिखित कोणीय बेग भ्राप्त होते ह-- 
5 2४७ 5 2४) 
हल्तु पका * लग जद थे 
गेंद के सबसे निचले बिन्दु 2? पर संगी परिमापी वेग ये होंगे। 
() ऑडसत--+4०५) #3तत्ये-०७ « 
2५, तथा ०, से हमें मतलब नही; वे 2? पंर कोई स्खलन नही उत्पन्न करते, केवल 
मात्र एक “छेदक” घर्पंण, जिसकी- उपेक्षा कर देंगे । समझिए कि कपड़े पर स्खलन 
गति के घटक हुँ-- गो पा 


(2) ए४&77४चक्‍्त-7 8 ९८038 ७, 0/०-#४४ऋ१- ९ 5$ए ८ 
« वह एक घर्पण 3२ का उत्पादन करती है जो «-अक्ष से एक कोण #न-&.  बेनाता हैं 
“ और जिसका मात ६८९२४ है । समय /2>9 के लिए स्थानांतरण तथा घूर्णत 
पर उसका प्रभाव निम्नछिखित्र से निर्धारित होता है-- 


री4०, सच, /473557२३; दर 


रण्सचबा3, चकिडचत्लबरिज पे ५ 
.. इसका परिणाम होता है किज-+_ .. है हे 


(3) ख्म्त्त्- एह ००४०, ४४मसत- एड भोण ८ ; 
और, (7) तथा (2) के प्रभाव से, : * - |. 5६5 : «7. 
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(4) धक्के ्ः हर भाग ०, फिन्न्ई- 9९ 0०05 ५; 
तथा 
(8) पणधन्‍त -ई ८०5 कर ः€ ०० ०, 


०५० | श्स्स्ता रा (९ घर थ) ब्ल्नः गे 79 धण ०. 
समीकरणों (5) के जतिम दो जयों से « तथा 9 के ल्णि! साथन निम्नलिखित प्रदान 
करता है -- 

(क) «5-०, घर्पण की दिशा नियत रहती है, उसका परिमाण भी नियत रहने 
के कारण, बिंदु /? का क्षैतिज तल समतह में पव परवल्य' होगा । परवरूय का अक्ष 
स्पलनीय गति की आदि दिशा » से समातर है, जिसे < तथा 7५ के घटकों से 
निर्धारित कर सकते है । 

(ख) 8क्‍ा-- ७७; समय [रच 5 


2 ९० 
ढ्र्ष्ह 
पर 9८०, यह 9 स्खलनीय वेग का आदि-परिमाण है जो भी उसी भाँति «5 
तथा ४ से निर्धारित किया जा सकता है । समय के 7' से अधिक होने पर (अर्थात्‌ 
/<7 के लिए) स्खलन एवं घर्ण सदा के लिए शून्य होगे। गेंद परवरूय को स्पर्श 
करती हुई एक ऋजुरेखा पर जाता है। 
रै न्‍ न 

५.१ स्थिर समतल की अपेक्षा घूर्णनयुकत्र समतल जिस कोण से घूमा है उस 
तात्क्षणिक कोण को $ छीजिए । तो हम रुख लेते हैं कि-- 
(0) «. ने) बटन गटर 
£ के, हिए इसके दो अवकलन, #+*७ के साथ, प्रदान करते है-- े 
(2) &+क) का बकशंण्(ईका ब) न ० (६ क ५ ०४६ 9)" 
यह ६+% पूर्णनयुक्त समतल से प्रेक्षित (सम्मिथ्र) सदिश £ है; ६479-5४ उसी 
समतल से प्रेक्षित उसका वेग; इत्यादि । कारण कि--- 


. ९४:४9७०७ 
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(£+-9) ₹5(£ +7 9)” पश्चोक्‍्त (समतल) से लंबवत्‌ एक सदिश 
है, इसलिए लिख सकते हूँ कि-- 


यां० (६ + 47) -+2०:ए, | 
(3) 7०(६+ १) 5०३७5 
जहाँ, निस्संदेह, ७ सम्मिश्र समतल के अभिरंव की ओर निर्देशित है। जैसे पृ० २२२ 


पर, (४+-)) को स्थिर समतल से प्रेक्षितं वेग (४४) कहिए । परंतु घूर्णनयुक्त 
समतल संबंबी समय-अवकलजों के लिए उपरि छेरुप के बिंदुओं वाला संकेतन वही 
सवेगों, जेसा कि ऊपर दिये हुए समीकरण (3) में लिखा गया था। तो समी० (2) 
निम्नलिखित में, (29.4) के अनुरूप, रूपांतरित हो जाता है-- 


(4) नल त+-2०> + ०काा-०को थी 
यदि झ़ब्नमनं7॥ स्थिर समतलछ को अभिदेशित बल है तथा कु हम नी 0 


घूर्णनयुक्त समतल को अभिदेशित वल, तो (7) से प्राप्त होता है 


छनन क ८ $ 
जिस कारण 


(5) फु लि 
दो (4) तथा (3) के प्रकाश में हम ॥४४- से प्राप्त करते हैं कि 


(७) गा (+ 2०:+०२८४-०प )-5 क 
इस समीकरण द्वारा समस्या में आकांक्षित अतिरिक्त बलों का निर्धारण कर लिया । 
विशेष वात यह है कि वाँयी ओर के द्वितीय पद में करिओलिसू (८०घो४5 ) बेर 
पहचाना जा सकता हैं। 

हमने यह समस्या जान वूझकर सम्मिश्रण सकेतन की सहायता से हूऊ की है, 
इस बात पर जोर देने के लिए कि द्वि-विमितीय सदिशो को सम्मिश्र परिणम्यों दारा 
ही सबसे भली-भांति निरूषित कर सकते है । 

५-२ जिस समतल में ऋणजुरेसा घूर्णद करती है उसे हम ४)-समतल निर्वाचित 
करेंगे, :-भक्ष को क्षैतिज तथा >-अक्ष को ऊर्ष्वाधघर ऊपर की जोर । ऋणुरेसा 
-भक्ष से जो कोण बनाठी है उसे $*«४ छेंगे । यह समस्या पहछे वाली (५-१) 
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हो ही जायगी यदि पूर्गनयुरा ऋतषरेया छो एक उर्ध्यापर, ६ बन्समंगठ में स्थित 
मान लें। तब इस &प्रन्ममतठ को लिया ग्ीय येग ७ में ७-) सगरपल् में 
पूर्णन करना होगा। सुविधाजनक रोग हि £ लक्ष पर्णनपुघत ऋदजुरेणा की जोर 
ही छे लिया जाय । सहृति विदु गो ६ नज पर ही रसाने के लिए उस पर 
गन्अक्ष की दिशा में एक निय्रण बड़ नगाना होगा । सो झब बाह्य व फ़ु दो 
बलो का योग होगा, एस तो मही सुर बरख व € भौर दूसरा यह 
जिसे ॥6 बहुँगे । प्रश्न ५ १ हे समी० (+ में, युरत्य बल का कु 


न ड्प 
होगा ++ #ए० ् 












दोनो मेप्राप्त होता ई 


कि । ४ हे 06, 

कु न कु ६4  ग्रसा +हए का ७--४४७ए ९05 ०(६ करी, 
इससे पहुले के प्रश्न के समी ० (6) में 7-२६ रख सझते है और, वही के (3) के प्रभाव 
में, 2७०३८४+०२४०६; जपिच ०४5० रख देना होगा । तो प्राप्त होता है-- 
(0) है +सं०ईक ० -+हहु आंत या (४-३ ५०७ ०/)- 
इसका यास्तविक भाग देता है-- 
(२) ६-०१ ईच-ह भी। ०: 
यह एक अवकलछ समीकरण है जिसका हल है-- 
(3) बन्स 0 ०/+ भंताी ब्म्क्ज् ज्ञात ७५ 


यदि (7) के काल्पनिक भाग को थून्य के बराबर रस दे तो नियत्रण वछ, गुएत तया 
कोरिओलिस व के बीच के प्रश्न में दिया हुआ निम्नलिखित संबंब प्राप्त हो 
जाता है-- 


(५) ०5 ००5 ०/कर० ६ 
५.३ (क) समझिए कि »)-समतल में 0 का स्थान ४977 निर्धारित 
करता है | तो हम प्राप्त करते हं-+ 
५) #;+ 9) ७(अनाट) हंह 
आककिर्त[ अनीणिक० (नी?) |; ले 
अब &)-प्मतल में 0 का स्थान :+) द्वारा निर्ास्ति कराइए त्तो 


शेछ२ समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


(६4१) (६ + 4० पश्चोकत (समतलत) से छ 
है, इसलिए लिख सकते हे कि-- 
आं०(६+ 4 गसत2०>८0, 
(3) 7०(६+ ३ ज) 5 ०कटा; 
जहाँ, निस्संदेह, ०» सम्मिश्र समतल के अभिलंव की ओर निर्देशित है 


पर, (४+-9) को स्थिर समतल से प्रेक्षितं वेग (४७) कहिए । 
समतलू संवधी समय-अवकलजों के लिए उपरि लेख्य के बिंदुओं वा 
संवेगों, जेसा कि ऊपर दिये हुए समीकरण (3) में लिखा गया था। 
निम्नलिखित में, (29.4) के अनुरूप, रूपांतरित हो जाता है-- 


(4) आचततिन-2०खा कं प्फटा->बयलेशीी 
यदि फझन्म५-+-ं३, स्थिर समतरू को अभिदेशित बल है तथा0 


चूर्णनयुक्त समतरू को अभिदेशित वल, तो () से प्राप्त होता 


छ्नन्कु की कि 
जिस कारण 


(9) क च्पदॉर 
तो (4) तथा (3) के प्रकाश मे हम शापए--र से प्राप्त करते है कि 


(6) क्र (४+ 209+60-+-४०>८--७०१४ चन्कु, 
इस समीकरण द्वारा समस्या में आकांक्षित अतिरिक्त बलों का निर्धारः 
विशेष वात यह्‌ है कि वाँयी ओर के द्वितीय पद में करिओलिसू (८ 
पहचाना जा सकता है। 

हमने यह संमस्या जान वूझकर सम्मिश्रण संकेतत की सहायता + «* 
इस बात पर जोर देने के लिए कि द्वि-विमितीय सदिश्यों को सम्मिश्न पा 
ही सबसे भली-भाँति निरूषित कर सकते हूँ । 

५.२ जिस समतल में ऋजुरेखा घूर्णन करतो है उसे हम &/-समव 
करेंगे, -अक्ष को क्षैतिज तथा >-अक्ष को ऊर्घ्वांधर ऊपर की ओर 
#-अक्ष से जो कोण वनाती है उसे $+-०४ छेंगे । यह समस्या पहले वा 


7) 


का 


द+>५ 
नी, 


समस्याओं को हल करने के लिए संकेत ३७५ 


कीलाएर्न पर जरा 
को 
मा बधरन-७ ४550 
रत कर देते हे । युगपत्‌ समीकरणों (3“) तथा (6”) के समाकलत से 
)या (5) से हो जाता है। 
४३”) तथा (6”) से ४ का निरसन प्रदान करता है 





५००5 ए 
,मेल् जाता है। वंगेमूल के चिह्न के उपयुक्त 
| जाता है-- 






; हा डे 
.. निर्वारित कर लिया। अब हम सभी राशियों 
0) से ०; (6) तथा (4) से # और 7९; 


0 5 ४) सलटिटध (छए-ा) ८ कप 2९५ 


प्रछड समस्याओं फो हल फरने फे लिए संकेत 


() अनन्त नी )५नीगर्दई, 
अंक र्न््ू ४+-ए--0०० ) ८छ, 
(2) गो इ-7-वछबर्का० (४+०) -ध्श्गु ८ 
&)-समतल में वाह्य बल 7९ के अनुरूप निम्नलिखित सम्मिश्र राशि है-- 
(2) छज्जर 29. 


समीकरणों (2) तया (2/) से द्वितीय नियम, कि 
माप 
#नी9 चलन पे 
निम्नलिखित समीकरण को पहुँचाता है-- 


ना (कांणे-ब््वफ 3-2 कर 


या, घटकी में विसडित, ९ 
(3) ॥--७ए--७4-०, 
तथा हे 

(4) श्कण्वकव्यचनूफ हर 

इसके अतिरिक्त हम, कोग्रीय सवेग के नियम से, प्राप्त. करते हूँ 

(5) उ७७+-- 7२6. 


(ख) प्रतिबधों ४-०, ४-०० के कारण समी० (3) क्या (4) का निम्व- 
लिखित सरल रूप हो जाता है-- 


(3) प्र--ण्श्वन-0 

और 

(4) छ८क०४ नरक 

(4/) और (5) से # का निरसन हमें देता है-- , 
५ है 

(५) बगूग+ कर पम+0- 


अब रखे लीजिए कि 75२46 (यह # घूर्णन-त्रिज्या है) और 


समस्याओं फो हल फरने के छिए सरेत इेजप्‌ 


(7) मर 2 
| 2 

ये (6) को 

(6) ि ७ वर+-७ ४०0 


में रूपातरित फर देते हे । युगपत्‌ समीकरणों (3) तथा (6) के समाकऊूम से 
२ का निर्धारण (३) या ($) से हो जाता है। 
(ग) समीकरणों (3) तथा (6”) से # का निरमन प्रदान करता है 


8 0 पा कक | 
हि ) प बंः ७ 


च्या से गुणा करने पर यह समीकरण समाकलनीय हो जाता है और प्रस्तुत 
करता है-- , 

2 
(9) ण्‌ट् नह ८-०१ तथा (9) ०७०४० (##-ब ०) है 
जहाँ ८ एक समाकलनाक है । यदि 
(7०) ०३-९८ ००५ ९ 
रुख लें तो पर्गमूल मे भी छुटकारा मिल जाता है। बंगंमूल के चिह्न के उपपुक्त 
निर्वाचन से(9) निम्नलिखित हो जाता है-- 





(70०/) एजू८ ८०5 ९५ 
या * ८०-2४. , 
९०5९ 
और 
हे ४ ए+ध। 
(77) | ॥०8 म्ल्य्य्ट 


इस प्रकार ६ को £ के फलन की भांति निर्धारित कर लिया । अब हम सभी राशियों 
को ९ के पदों में व्यक्त कर सकते हैँ; (70) से ०; (6”) तथा (4”) से # और /₹ 
ऑॉ-- * 

(2) मचत्बा/ट मंत्र ५. तथा... [2) बच ब 6 ((४-३) ८ भव 2 ९ 


यह समाकलन को पूर्रा कर देता है। 


३७६ समस्याओं फो हर फ रने के लिए संकेत 


७-७ होने के कारण, (70) तथा (70”) की तुलना अंतत्त: यह संबंध प्रदान 
करती है कि ५ ब् » अतएंव हमारा सहायक कोण ५ घूर्णन कोण ६ के समानु- 
पती है, अर्थात्‌ 

ढ़ 
१08] 

[ 3) ५५ रा 
दिद्वा के 


बयोंकि »-अक्ष की स्वेच्छ 
सकता है 
(घ) समी० (77) से, ०८८० के लिए, 
[के |! [ज्कक)ी जिम बाप 


युवत निर्वाचन से समाकलनाक शून्य किया जा 


अतएव 
(४४+-)7)+ ३ ०२७०--- (#+-७०१॥))+- 2 ((-7) ०१ 
(74) च्ज्ी (४+७०२७१). 
(70) तया (72) से यह निम्नलिखित के समान है-- 
(75) बाज बकृप्त (आएक्+-८०४७५ ) ++नियत । 


(च) समीकरणों (7) तथा (72) से 


पता बट ८ जंग ९ ८०5 $, अनचबात ८ ञग् ए ध $, 
अतएव, (707) तथा (73) के प्रभाव से, 


06). 5५ ६७०३ ००६४, पी क्वापणए भा 8 - 
समी० (77) बताता है कि--- 


के लिए ४-5० 
फुलफजुए क्‍िलफेल - 








सपूर्ण प्रक्षेप-पथ * 
-.४ <क<क - तथा-£7-< $ <+ा--- 
2 हम 4 थ् 


समस्याओं को हल करने के लिए सफेत ३७७ 


के बीच रहता है। /-०, पर एक निशिताग्र' होता है; क्योकि ५:००, $+-० 
के साथ (76) के अनुसार, 
4७ _ 7७ _ ० 








के #&  &% 
परतु साय हो, 

45: 4५ 

कण का "कर ज्रः0. 


निशिताग्र को दोनो झाखाओं पर की स्पर्श रेखाएँ <-अक्ष के समातर है । 
#+5:: ० के लिए पथ अनतस्पर्थीय हो जाता है, वयोकि ४ स्थावर हो जाता है, जैसा 
कि इससे प्रकट है कि समी० (76) से, बिलकुल ब्यापकतया 


4७ _ 4) __ 
ऋ" कक क5 


इसके अतिरिकत, समी० (76) देता है 


4) __ के शी 
न पश 4 कचरे पथ) (६ ५ 


अतएव अनतस्पर्शी :£-अक्ष के समिततया स्थित है, उससे कोण -£ ध्य् बनाते हुए, 
जैसा कि £5०7, 3, » 3 के लिए आकृति ५७ दिखलाती है। 
द् 
६.१. यदि £ को गिरने की दिलद्ा में अर्थात्‌ नीचे की ओर धनात्मक लें ती 


7:>--862- आदि-स्थान (४-२० पर 255०) अत-स्थान (/>#/पर 2 व) से 
ऊपर है। 
(क) ८४ के लिए हम प्राप्त करते हं-- 


(4 
स्किल हर [ था (69*+श९ डु छः ) बी उ़े महक" 


(ख) स्थिति ४८४ के लिए, ८ का निर्वाचन इस प्रकार करना होगा कि 
#न्तं, के लिए 


3. <०5छ 


३७८ समस्याओं को हुक करने के लिए संफेत 


डत्थ्यए-2- अतएवं ८५ £? 


इस मान के साथ हम ज्ञात करते हूँ कि-- 
हर 2 ० 2 हा 
[मी [हद कक 2] गनदू किक 


दूसरी ओर, &5+४# के लिए बन्‍चठे डा 
४ 


/ * न जक 
स्किन हे [ ध्शितज] गन कफ दूँ  #« क्र ॥७%* ५. 
जहाँ कि हैमिल्टन-सिद्धात में अत्यणु परिमाणों से ही विभिन्न पथों की तुलना 
करते हूं, यहाँ प.पु (जो प्रस्तुत स्थिति में 2, 2 हैं) के कछा.आकाद।' में (ख) के 
भ्रक्षेप-पैथ वास्तविक गति (क) से परिमित परिमाणों से विभिन्न होते हैं । फिर भी, 
हैमिल्दन समाकछ का मान (क) के छिए (ख) की अपेक्षा अब भी कम ही है, 
क्यो कि--- 
डे<ड और ह< 0 
यहाँ यह बात पथ के किन्ही ही दै ध्यों के लिए भी ठीक है, यद्यपि यह आवश्यक नही कि 
व्यापक कायदा यही हो (सि० पृ० २८१) 

६.२. जैसे कि प्रश्न ५. १ मे, घूर्णनयुक्त समतल में स्थित निर्देशाकों £ तथों १ को 
लीजिए और इस समतल की अपेक्षा नापे हुए बेग को प*-(६, ०) होने दीजिए । 
तो स्थिर समतल् से सम्बन्ध ; वेग होगा 

आऋच्चप्-9, ४5००८. 
[मिलाइए, उदाहरण के लिए, पू० १८६ पर दी हुई सारणी की प्रथम पक्ति] । 
घटकों में विखडन प्रदान करता है--- हर 


७६०६-७० २, ७ बच 4 +०६, 
अतएच 


4. 72॥35८ 592०० 








क्सम्झ पक रे 
ध्ज्र 
द्ू डे जज 22 4 
नस लटक 2 पल कल दल सतत पर ध 
४ 
+ ॥ $%7 २... 2 
20: अं ; हु 
- 5 
वन ० 3 द , 
आज आप अदा कु. घ नस्ल 5 है बणग है. 7 "है 
अब मद पद 29. में रगाखत इभी २7 6 £ घने 0 २६ 


झटिट दो रत लिकचियाई दागर तन हर्र द्ापत झाएे हे 
| संडहजएा | ० <७ ३5. 
_विचन्लपि रण जप ) ->९, 
” * + 
व योड साझा है इश १० ३६ ब्ज्यो ५ ऐों २४४ 






है जि] न श ४ कर 


थ._... ९६ 
0 विजय पट डक 7 माह ते ०4 ५ 
कह 7८2 दा 

क्वः 


समे निकलने वाला लाग्रॉज समीकरण %रे के समीर (3) ते फेक ऐै। १४ 
सुरंत ही उस प्रश्न के साधन (3) को पहुंचा देता है । भरतुत । धैप पे कतर्वो॥०७ 
या उस प्रकार के बल्मे के बारे में कहते ने आापरेस ता पढ़ी गभपि, ६४ को 
लियभ्रण बल के बारे में डुछ-भी शाव नदी होता । 


६३- प्रश्न के रामी० (4) मे जी पर धू्ट गंध थे औध्षा'' के ४१५ १: 


३८० प्रमस्याओं को हुछ करने के लिए संझेत 
) 2 नह है) ८050 + +. 
(ः नतहूँ।२ का >ह(महूँ। कह £ 6 
करीप्ठक ६) वाले गुणनखंड से गुणा करने के वाद, ८ के लिए उनके अवकलन से, वें 
£, 9, ६ या उसके अवकलतों के द्वितीय या उच्चतर क्रोटि के पद प्रद्यन करेंगे । 
अवककित समीकरणों (5) तथा (6) के करे में कह देना चाहिए कि द्वितीय पाठ के 
पंदवृ द जैसे कि £ £, ६! ६, आदि अवश्य छोड़ दिये गये है ) यह देखने योग्य वात 
है कि इस छूट से पूचिवी की ग्रिज्या, 2२, परिणामी से विकल जाती है । पूर्ण समी० 
(6) में, छिप दिये गये पद के अतिरिक्त, ७* में भी एक पद की प्राप्ति होगी, जो है 
4९ 500 ८0509 ७१, 

और जो प्रत्यक्षतः सामात्य अपकेंद्र बल के (घटक को निरूपित करता है। संगत 
&-घटक प में आवेगा । परंतु इन पदों को छीड़ देना होगा क्योंकि के पहले से 
ही प्रभावकारी गुरत्वीय त्वरण ९, समी० (50.3) में सम्मिलित कर हिये गये हैं। 

फूको-छोलक के सम्बन्ध में प्रत्यक्षतः छाग्रॉज-समीकरणों के सामान्य रूप (34.6) 
का नही, बरत्‌ मिश्रित प्रकार के समीकरण (34-77) का, उससे निरत्रण समीकरण 
(37.7) को युग्मित करते हुए, उपयोग करना होगा। 

एक बात और देखिए कि (3) प्रथा (2) में दी हुई ? और ९, की एरिभापा के 
कारण यह समस्या उनमें हो जाती है जो समय पर विमर करती हूँ जिसका विवेचन' * 
प्‌ू० २९५ पर हुआ था । 


६.४. संहृत्ति का केंद्र सिलिडर के अक्ष के लंववतू एक समतल में एक “कुतरा 
हुआ” वृत्तजात' रचना है। घूर्णत कोण # के पर्दो में उसके परामितीय समीकरण 
“साधारण वृत्तजातं के समी० (37.7) से ही, इस (27.7) के 4 को उचित स्थानों 
पर 5 द्वारा प्रतिस्थापित करने पर, प्राप्त किये जाते है / यों 


ई्थह 5 आए 8 ५ ४स[०--४ ८०५४) का 
ब्रुल्त्द्व-ड ०05 ९ रा क्र 
हा 


4, (जा एधगंते 


समस्याओं को हूल करने के रिए संकेत ३८१ 

(क) यदि संहृति-केंदको अभिदेश बिंदु 0 छे रे तो हम प्राप्त करते है-- 
व यन “ स्थानातरणीय ( कक या ] 

ल्लन्क (४ +52-- 245 005 ५ $ 

ध् 00 न्‍+ 2 घूर्गनीय ८ ---#7 ० 

20 गए ग७॥॥ए(०--४ ८०५४) 
देखिए कि ७८-३६ प्रारंभ में सिछिडर का अपने समिति अक्ष के प्रति का कोणीय वेग 
है, परतु, (23.8) के अनुसार वही सहतिकंद्र से जाते हुए ममातर अक्ष के प्रति का 
कोणीम वेग भी है। 

यदि [६-॥6 (£«पूर्णन त्रिज्या) रख के और ८>-47+87+87, तो 


(0) सपा ] 


79॥5]-)- + 70--/35--- (४-२४ ८०४४) $7--॥९(४--४ ००४४) 


तथा 


7४ 9. 


ए्ग 5 (७-26 5 ८०59) +24 8 भ॥ ४9) 


एवं 
ञ् नशा $्ज्ा $9%- 589. 
अतएवं गतिसमोकरण होगा-- 
(2) [ल--2635 ८०३ ३)# +4 5 थी 89448 5 भी। ई "००. 


(ख) यदि यह्‌ निर्वाचित कर ले कि संहृति कंद्र से जाती हुईं अनुप्रस्थ काठ का 
केंद्र अभिदेश बिंदु 0 है तो पश्चोक्‍्त (संहति-केद्र) ८४ वेग से क्षेतिजतया चलता है। 
2/>7--॥8१ (मिलाइए, 76.8) के साथ अब प्राप्त हीता है-- 


पदक 2 (०ठुंग, +40८००--- ९7, 7”, ऊपर ही की भाँति । 
2 


चेटर समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


परतु-अब 7', घून्य नही है वरन्‌ समी० (22.77) से निम्नछिखित से: दिया 
जाता है-- : 

म अल -ध7वक्३5 ८05. 
परिणामवश 


8) मक्च्या 


तथा 6. का ग् ( 6-24 45 ८०5 9)#* नह 


70 
(६-४ ८०५१) 
यह (7) से सहमत है, जिस कारण हम (2) को ही एक वार फिर गतिसमीकरण 
प्राप्त करते हैँ । 5-० के प्रति के छोटे-छोटे दोलनों के लिए वह प्रदान करता है--+ 


३+-4३-०, ॥०१ 72४ «(०7४0 स्वायित्व। 


इसके विपरीत, $--# के प्रति के अल्प दोलनों के लिए, ५ >८म+# के साथ, 
$ -ह ४०० ६०८2८... ((+य टी  अस्थायित्वा 


६५ (कक) कोणीय वेगों के बीच के संबंध--इन सबंधो का व्युत्पादन सरंलतम 
हो जाता है यदि यह स्मरण रखें कि. उन स्थानों पर जहाँ कोरदारं योवत्रों (०) को 
एक ओर तो योक्त्र (०५) से और दूसरी ओर योक्‍त्र' (७४) से फेंसाया हुआ है, 
वहाँ परिमायी वेगों को किसी भी क्षण पर, अवश्यमेव वरावर होना चाहिए। योकत्र 

०) धुरी 44 के चारों ओर कोणीय वेय. ० से घूर्णन करेते है । इसके अतिरिवत, 
यह धुरी, (७) के साथ, (9), (७०) तथा (७५) के सावें ज्यामितीय अक्ष के 
चारों ओर कोणीय वेग 9 से घूर्णव करती है। यदि कोरदार,योकत्रों (०), (०४) 
तथा (७०५) की माध्य बिज्याएँ ॥ 5, 7४ हों वो स्पर्ण बिंदु (७ ०५) पर 
7० -ै-3 ९8 5२7३०; तथा स्पर्श बिंदु (७७ ०५) पर निम्नलिखित होना चाहिएं--- 

+-7० ज-7295773 ०३ 
* थदि ॥5५७ हो तो इससे निम्नलिखित संबंधों की प्राप्ति होती है 
(7) 29-७३ न: ०५ 


7 
230० +२-> «४- ०)- पर 
ब्ल्क हट 


निःसंदेह, ये संवंध आभासी घूर्णनों का प्रवेश कराकर भी व्युत्यन्न किये जा सकते हैं | 


समस्याओं को हल फरने फे लिए सकेत रे८३े 


(एण) एऐंडों के बोच के संयंध । 4. के जानासी परम 
आनासी पर्मो के योग के बरायर होता चाहिए, अर्थात्‌ 
4, 0 १--१. ७,)१- ..०:)४/ 
अब (7) की सहायता से ए को ७३ थौर ७३ के परे में प्रतिस्धापित कर लेते है जीर 
निम्नलिखित पर पढुँचते ह-- 


(६-०० (६-०) 


किन्ही-भी अर्थात्‌ स्पेच्छ ७५, ०३ के लिए यट केव्ठ तमी समय है जब कि 
७)... उमच्च/ क्‍या 


को सदैव 7. तथा 7. के 








गे देखते हू कि इंजन की चालन ऐड एक समान परिमाणों में पिछके पह्ियों में से प्रत्येक 
को हमेशा हस्तातरित होती रहती हे, कोणीय वेगो ०, तथा ७५ के मान कुछ भी क्यों 
नहों। 
(ग) निकाय फा गतिसमीकरण--यहां छाम्राँज के द्वितीय प्रकार के समीकरणों 
का उपयोग सररृतम होगा। हमे प्राप्त है कि 
पजउ (करण नर कर 9? ) 

अब ७ और 9 को हम ७; तथा ०५ के पदो में उनके पंदपुजो द्वारा प्रतिस्थापित कर 
छेते हैं दया निम्नलिखित सक्षिप्तिकाओं का प्रवेश कराते है-- 


7 
2 ) 2 कम 


| 77३ 
खिच्च्वच्-- पुक्ा रे 
तो छा्ग्राज् समीकरण ये हो जाते हँ-- 


| क्, 
(3) रक ग्कि छरतीरीय३ ०३ ) या 2 


जावििक हि ग्शे लक क फ्र् 


इ८४ समस्याओं को हल करने के लिए संकेत 


ये फ्। तथा क, दो पिछले पहियों पर आरोपित प्रतिरीवक ऐडें है । उनका जन्म भूमि 
के धर्षण में होता है । यदि चाहें तो उनमे अन्य अ्तिरोधों (वायु आदि) को भी 
सम्मिलित कर सकते हूँ । 


यदि 7., [7, तथा ॥7, समय के फलनों की भाँति दिये हुए हो तो (3) के वामागों 
के को८्टको को दक्षिणागों के समय-समाकलों की भांति परिकलित कर सकते हैं, जिस 
कारण ७; और ०५ समय के ज्ञाव फ़लन हो जाते हूँ । 


यदि समय पर औसत लगाया जाय तो (3) के दक्षिणांग शून्य के वरावर हो 
जाते है, अतएव ७, तथा ०५ निदचर है । परतु यदि एक पहिये पर आरोपित घर्पण 
कम हो जाय, जैसा कि, उदाहरणतः, होता है। यदि पहिया किसी उभाड़ पर हो कर 
जाने के कारण सड़क को छूता हुआ नही रहता और क्षणभर के लिए वायु में घूमता 
रहता है (#7--0), वो यह पहिया तो त्वरित हो जाता है, परंतु दूसरा अवत्वरित ।' 
(घ) वेद्युतगतिको से सादृष्य । समीकरणों (3) को ऐसे लिखा है कि वे 
प्रेरणतया युग्मित दो (विद्युत) धाराओं के वीच मियक्रिया का स्मरण कराते ह 
(देखिए पृ० ३०७ पर वोल्जमान (फ0०प्टाएथणा) के बारे में कही हुई बाते) । 
यदि 2. ओ को दो परिपयों के वीच के प्रेरण गुणाकों से समीकृत कर छें, तथा०॥ 
और ०५ को उनमें वहती हुई धाराओं से, तो (3) के वामाग वैद्युत-गतिकीय प्रेरण 
प्रभाव हो जाते है । 37, परिपयों पर आरोपित “प्रभावित वि वा व” के संगत हूँ। 
एवं 
प्च्द्राय ७।१+२५७ ०, ०५ नडैरे०७ छा 
सपूर्णे चुँबकीय क्षेत्र ऊर्जा है। पृ० २६६ के अनुसार, उन निकायो को चत्रीय कहते रह 
जिनके लाग्रॉजीयो में केवल समय के विचार से निर्देशाकों के अवकलज होते हैं (यहाँ 
्यराकी, ००5०४) । अतएव वे स्थावर विद्युत्‌ घाराओं के मात्रिकीय सदृश-वस्तु 
प्रस्तुत करते हूं । वेपम्थकारक यत्रस्वना एवं स-समिति छद्दू, दोनों द्विमुणित चक्रीयां 
निकाय हूँ । 


4. 0८ल्टॉलडआटपे 2- ्राए7८5३८१ 8, 3, छ. 
३, ए०प्णीए ठप 


पारिभाषिक शब्दावली 


हिन्दी-अंग्रे जी 


अकन पद्धति, सकेत्तन घरणब्धंगा 

अकितक/लैवल' [छल 

अत सागरीय/पनडुब्बी 

(सम रीन ) 

पत्रप्रवेश गराल्फुलालधाएणा 

जतरवर्ती, मझोला 47/079भ2097९ 

अतरार व्ध्व्ण्ण्य 

अतरिक्षीय >[९६९०४० ०8 ब 

अतर्भाग 6०7९ 

अतर्वेस्तु ८०॥0८०६ (5) 

अश्, भाग के विचार से ग्रण्ग्रध३07 

-५ कोदि/घात ४८४४८८ 

अशदान €८णपप्रप्त०मस 

अक्ष 255 

+० आकृति 9. ०६ 880:९ 

स्य घूर्णन 93. 0 0ब0ता 

>भुवीय ए०४ ४- 

+» निरक्षीय द्वुण्शा०संथ 2- 

+५ निर्देशांक 2. ०६ ०0707ठ72८५ 

अक्ष-विचलन ऋपाब्षततणा 

अक्षांघ ॥एम्तातट 

+» भौगीलिक 86०टम्ब्फरॉमं८॥ ॥. 
र५ 


$प्प्रबध्धाट 


पनक्षान-कोटि ८०-4पए०८ 
जचर/जचर-राशि आएश्यांगं० 
अचर/नियत/नियताक ८०0 
जजायबघर, मग्रहालय :प्र५८एाा 
जतिचालकता इप्एव्य <णापेएपपण्ाज 
अतिपरवलूय ॥5 79०के०5 
अतिपरवछियक ज्या (अतिज्या) 
05 ८४9०८ ६796९ (४7० ) 
अतिपृप्ठ इएए८६ 5पडड४०० 
अतिप्रत्यास्थ ४०9०८ ९३६४० 
अदिश ६०३०८ 
अधिकतम, मह्त्तम ग्रोग्ख्यागपाय 
अधिक्षेत्र इभा86 
अधिमान्य-अध्ययन प्रणाली 9:८(८८४७॥९८ 
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अध्यारोपण 5४०ए८फ्ु०अंपं०ए० 
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अनन्त दूरो, अनन्त राशि ॥76फ7 
अनन्त सूक्ष्म 3प्र78284709] 
अनन्त स्प्नतः ३४१०७/०४ंथ्वो[ए 
अनन्त स्पर्शी 35:7290०४८ 
अनन्त स्पर्शीय 459०790०प८ 


अनावर्ती ३छ८म०१० 

अनुगमक ८0787८१ंथा (९० -न-907: 
87९०9, ९० छथी:5; प्रद्याए८--४ए०- 
6०६ 40 पा इ्परा6 22४ (ए5- 
क0%098007) 

अनुज्ञेय छ०पां$भजेल, ॥)]०फऋथ्० 

अनुर्देघ्य 407डञाण्गागा 

अनुनाद ;९४07क्षा८९ 

अनुपरिणम्य ८००-एश्यांबव६ 

अनुपात #ब0 

अनुप्रयोग भफलतंगा 

अनुप्रस्थ धक्चा5५४९८:४८ 

अनुमान! 888प्रणएपंणा 

अनुरूप 872]0800$ 

अनुरूप, सगत ८०:४०४७०7रवांग्रड 

अनुरूपता 287०९०7९०६ 

अनुरेखण (8०९ 

अनुलोमानुपाती 3४०८४ए छः०ए०7- 
पंणानों 

अनुशसित :€८०ण्रप्प्रध्यत्त 

अनुशीलून, अम्यास ०छलूटं३० 

अनुप्ठान ई0कफएब्वतगय 

अनुसघान 477८४ 84707 

अनुसघानक इंप्ए८३४४8४०: 

अनुसूची इणटप6 

अस्योन्य प्रेरण प्रभाव खाप/प्षा सातपर- 
कॉएड रींटिट: 

अन्वाज़ोप ध्यएथ०9० 

अपकेन्द्र व्व्ण्प्संण्छडिथ 

नियंत्रक ८. 8०ए०प्प०४ 


अपकेन्द्रत्र ८८८ ध्ण8८ 

अपचय, लघुगणकीय 4८८एथाव्या, 
4022४/प्ताजांर 

अपभानु 2छ|ग़रलांगा 

अपरिणम्य 4एशंथा: 

अपसरण 0तए<ए्क्षाप्ड 

अपसारण &७ऊर्णा॥०घ 

अपूर्ण पदीब 207-70]090776 

अपूर्व चिन्दु आग्रह्ठणंब: 9णंगाप 

अभिकथित थाल्टव्व 

अभिकेन्द्र <ब्गमंएलएं 

अभिदेश ३(्टटा८९ 

अभिप्रयाण, देशान्तरगमन एरशं8सक्षांण० 

अभिभानु फष्मानांगा 

अभिमुख/विरुद्ध ०770भा८ 

++ विकर्णतः ताब्ठु०णशए कए०आ० 

+» व्यासतः (व्यासाभिमुख) 

वाश्रगव्प्पंध्थए ०99- 
अभियाचना ठव्णक्षात, इब्वुणःव्याकाई 
अभिलम्व म्रक्प्यादो (7०७०) 

3. €. ग- 00 3 $प्4९६५ 
अभिव्यक्ति उरथ्यािडपं0ा 
अभिसारी श्रेणी <०ग्रश्थ8्ठणट्ठ $धय०$ 
अभ्यपित 25ं87«व 
अभ्यास, अनुशीलन €डएट:एांडट 
अभश्रप्ट गरण7-१९8९7८:४7९ 
अमूतं/नियूढ़ बशप४८: 
अरेखिकता ४०ए-क्रव्थमाए 
अर्ग च्य्छठ 
[प्रीक झब्द (०८४००) (कर्गन) से- 


कम का मानक] 
अर्थनिरदश, परिनाया, ब्यास्या 
पंटरियरधका 
अर्गोल गिव्या5एप्टाट 





अत्पतेम, न्‍्पूनतम शामध्रशाएंयथा 
जन्याश €!८ऋोव्गाः 








>, रेता ॥:7£८ 





जरह्ारइभ 3७ (०) 9४४०० 
जप उाहटवट्शायनं 
- जीशिक फगग्पाआ त 


गेते, घन कखन ठागेटादायर्ा 





€एए७५ 
अब रन एद्घआ5० 
प्रश्न साहटसव्शयबधणा 
पररररण हल्प्टॉसिधठता 


जयमइम वेउाएगा 





अवलग्यत $७६१८:८४०४ 
अयशोदग ३9०सृघणत 
अपमान जवस्थिलि फ़ुछ्छतातय 
जवरिपाति चाफ्णदा 
जयस्थितवित्त क्‍ल्ूघ3 


>, पूर्न 8] 









अविजलनोय 
अयिनाशा, २ , सरक्षरा 
मसरणित एछ३एग४३४४० 
(7 जसा रानगास्थ) 
सारिाशि व, अदिताधिए, 
(५१६६६६४ 330+ ३ 
अग्यधारा ! छाध्दूचा-८४३ 


अमनिद (मंदिविलल) ६0» 





वी, एड5 माफ धदाप्यों 
समरजित, उनाशों ४0म-८०:४८:६३० 


फ््ष्८ 


#सरस्शपत उगोप्लाशा0तय८ 






है. छ्पाओं 
जावपन उच्ताउष्फ्ा 
नाजशार चएट 

आाराण 5छ्म< 
सादुच्चनन «६ शझाप७प 


बंद ६३ 6३. 





प्व भार 


जाट 





935८, 045५5 





जापारिद्म 933८ 

आध्यात्मिक छ८ #ैहस्व्या 
जानुर्भाया लय 
घानुपगिक अधव्य्था 
आपानोगेन <5 


एम 


इंच ग्द "टाएंद-५९ 
गेधित (साइज) ८३७६० 
साउवेशितञाउरर ०3957 ४९ 
नापाधिातवता र 


जआानामो अध्पपया 


इटविधा 3 8 ६6३३ 


अदा ३८८१०: ८ 
आपान, समझ 
भआादयायखार ( 


३६९४३: 2५! ४२ 





जआाइन छा 


द्ादाम ३3८ :-.3...६ 
जआादाम इ7/.>2« 


ओआारध) इ़ 5८5. _ 








अागए्र -८:-६०३ 
अाल्म्दत 3-६: 


+े८ट८ट- 


आलेखन 9]0६ (85४9705) 

जआालोक यंत्र ०0८० उ४5छप्राला: 
आलोकिकी ०$पं८$ 

किरण तथा तरंग 339 20 फऋछ&ए८५ 
आलोकीयतया ०फमव्याए 

आवते, आवर्ती #ब्मं०२४० 
आवतंकाल फल्मंण्त 

आवतेत्व मापाक श्ा०वण०५ ० ये 

० 5१)॥ 

भाविष्कार 2&८०ए०८ए 

आवृत्ति सट्वुप्थ१८ए 

आविग ३एक्णा$8 

आवेगी वघएुणेअ्रेए० 

जआवेश दाद्ा8० 

आश्लेपक ०8०|४४४६ 

आइचयें कार्य (८४६ 

इंजीनियरी थाएइग्राव्थ्पंग्र्ठ 

इकाई, मात्रक प्रणां: 

इगझास्ट (रेचक, शून्य कारक ) 

्पप5८ 

इलेक्ट्रान [९८07 

ईंड 70८: 

ईजाद धरल्याप॑य 

ईपा 3४७६ 

++ नोदक (7०८: 5. 
उच्चावचन उीप्रसाणबातठा 

उतराई (अवरोह) १८४८८४६ 
उत्केन्द्र, उत्केन्द्रीय ०८८०प्रपप८ 
उत्करम उ7्एटएडढ हु 
उत्कमनीय छोलक्‌ :९ए८स्शीज८ फछुल्य- 


प्रजा 
उत्तोलक उव्प्च्य 
उत्वानक यत्र ९८एश४ा०६ 
उत्पत्ति ठमंष्ठांण 
उत्प्लावकृता 9प्र०एथ्या०ए 
उत्सजन लग50्ा 
उद्गम 6प्रंह70, $0ण7०8 
उपकरण ०[0भश्भाए५ 
उपकरणिका, औजार प्रडए/णपरद्ा 
उपगोल 5#7व:०४० 
+» उच्चाक्ष छाल 5. 
- निम्नाक्ष ०5 
उपचार (विकृत्ति) पल्वाणथा( 
उपजाता 77एथए०: 
उपनीत लाप्ब्वे 
उपपत्ति, प्रमाण 7०० 
उपप्रमेय. ८०7० 
उपयुक्ततम ०काफ्राएएप 
उपविभाजन 5ए४#-करश्ंभ्नं०्य 
उभाड़ कणप्फेलपक70९ 
उल्का 7760९०५८ 
उष्मा, ऊष्मा अच्या 
+, गतिकी घद्या0वजाभायं८५ 
उप्मीय पाव्य्यानओं 
ऊर्जा व्यध्पष्टए 
ऊर्घ्वाधर एच्प्पंत्ग 
ऋणजुरेखीय है: ०४00-४५ 
एकत्रण (समाहरण, सांद्रण) 
च्ण्श्रव्ध्यप्ध्यांणा 
एकंवदिश्ययामी 2707००पम ० 














। 





बढ 


हि 


- गे६०- 


कोट्यंक 07720९ 

कोण बगट्ठ० 

-, जापतन, आपात्त 9, ०६ ग्रल॑ए॑ट्यपट 

+», दिंगश बश्शाएा। 2. 

+) सयूव 2८०८ 2. 

कोणीय 2॥एणे०7 

>> सवेग ब्ा8पॉ88 प्रात्फट्याप्या 

क्यू ८५९ 

(निशाना छगाने का डंडा, पकड़ने को 

ओर से मोठा, दूसरी ओर पतछा, 

कुठित नोकदार, जिससे गेंद मारा जाता 

है।) 

ऋमचय ए्शाएश्यांता 

क्रम विनिमयशील ८०क्रमरॉबरप॑ंए८ 

ऋ्रातिक, गुणदोप-विवेचक <संपंत्यं 

ऋतिवृत्त «नाफ़त< 

ऋ्रास हैड ८६055 पल्बत 

(इतस्तत. गति को वृत्ताकार गति में 
परिवर्तंत करने को व्यवस्था) 

क्रिया 2८४०७ 

+» का क्वाटम वुष्ब्यापय 6 2. 

+» परिणम्य (क्रिया परिणम्य) 8९४०7- 
अऋबााब]8 द् 

५ फेलन, लघुतम ३९४५६, ब८घं०गरणि7८- 
घाण्ग 

क्रियाशील ३८४०८ 

ऋषक टाबय: 

(धुरे का भुड़ा हुआ भाग, इतस्वत- 
गति को वृत्तीय में परिवर्तेन करने 
के लिए) 


क्लेप जकड़ ८ॉशा[िफ़ 

क्वांटम (मात्रिका?,) वृण्थाएण 

क्षमता 9०पऋषए (रत ॥प्गाथ्या5) 

क्षय बांइडंफ्शांणा 

क्षयशील 35झंफ़बाए० 

क्षुरघार |ध/८ ०१६४० 

क्षेत्र 809, 5फ८:० 

++ संदिय एट८ट(०४ £. 

क्षेत्रकलन वृष्बतंाक्षापार 

क्षेत्रफलोय वेग ब्व्य सलण्थाए 

क्षेत्रीय फलन 5९0 एफाल्व०० 

क्षेत्िज #0संडगांवे 

खंड 2०६४०!ए८१ छा: 

प्रकरण 5८८घंगा 

खंड, निर्देशित ३४८८६८९ ४८8 ण०ा: 

खगोल ध्ा& ॥९३ए८०५ 

खगोलज्ञ 4500ग्र0प्रटर 

खगोल विद्या,खगोल-विज्ञान 2४:४०707र9 

खगोलीय ८८९४४] 

++ पिंड ८. 90०49- 

>यात्रिकी ८. गाल्लीबरधंटड 

खानि शांगरल 

खेलकूद बरधरब्प८5 

गठन, रूप ईठ्ख् 

गठन, अम्र-संस्थान निर्माण, रचना 
डायफप्टापप्ट 

गणित, अवकल, चलन-कलन व#लिवफ 
पंबों सगॉटफीपए5 

गणित, सदिश वोज ए€८०४ शे8बक2 

“सेमाकलन+-चलराशि कलन, 6« 


“बे8१ ८5 


हप्गे प्गोटपौएड 

गणितीय 3धपीटायाग्पंप्ण 

गति ग्राण्पंठा 

गतिको, गति-विज्ञान 9 गणाभं८5 

+) चल घिद्याबाए९5 

गति-पालक चक ॥$ 08 ध्यष्ट 

गविपण इलइट्थालीा 

-निवध, पतन, रचना या छेख, 5. एशुसटर 

गंश्त ०३८९ 

गउसीय सकेतन 020$४आथा गर०ब७०घ 

मि (जि) बल 

(छल्लो आदि युक्त लठकाने की एक 
युक्ति) हागगे 

गुणदोप-विवेचक स्घंपव्गे 

गुणक्‌ प्णुत्तादः 

गुणज शणेपफ० 

गण धमं छण्ए्ष्चज 

गुणन 79 णपए॥०४ंणा 

गुणन खड ६८07 

गूणन फल छ£०4०८८ 

गुणांक ९०८च्रवेंदा: 

गुणात्मक वुष्भाप्यए० 

गुणोत्तर माध्य 8००ग्रवपयर फ्रष्या 

>जिणी 5०४८5, 8००णणएा० छ70876- 
55407 

गुरुत्व हघ्थ्शप्प 

>यकेन्द्र व्थ्यापर रण 8- 

गुरुत्वाकपंण डस्बशाप्वधंता- 

गुरुत्वाकर्पी, गुरुत्वीय 8स्ब्शंधधं०गक 

गैल्वानोमापी इभेंएश्ाग्पयालटा 


गोचर-घटना, दुगूविषय फम्ब्वणाणशाता 

गोल, गीला $छक्टिट 

मोलक 9809 

गोलाकार 5[छल्ट्शों 

गोलादं #वणा 6६९ (ध्ात 3) 

गौरव (तौल, बद्दा, वाट) ऋलट्ठा। 

ग्रह परिवार ए[क्लाटबक, 5 अद्शा 

ग्राफ, रेसाचित्र हप्ण्ज़ा 

घटक €ण्गराएग्राला 

घटिका-प्रनिकुल 2शत टा0००४:५७१४९ 

घनता, घनत्व 6675॥9 

घनात्मक ८पफात्थां 

घप॑णीय बल ८परण्ग) (07९९ 

घात छएए2४, ठव्र 

घातीय <5ए7्रध्यात्रो 

घातीयात्मक ०6 ढा?0प्रद्यापब बन 
शत्प्ध्ः 

घिरनी, चरखी एज 

घिरनो, रस्सो, कॉटा-साधन पा८ 90०६ 
शव ६28०:6 

घुटनों के वृत्त पशटल एाए!६३ 

घू-प-म (पूर्णन प्रति मिनट) 7. ? 3. 
ज्ल्ग04007 ए९४ ग्राशापा€ 

घूमनेवाली यत्रिका पयय स्थए० 

घूर्ण गाठगद्याः 

घूर्णक इण्प्वय्ज 

चूर्णन 7०००, इ]म्भाणा 

>चाल र0बरएगातर 59००व 

+जत्रिज्या इश्ठाप्र झ)स्बाणाय 

चूर्णाक्ष दिकूनूचक 8)70 ए०ग्राए385 


>स्थापी 8)7505८०क८ 

>स्थापोपवाद 9)705९०[ग८ सछाटण३ 

स्थायी कारक 8,३7० $्एण: 

पूर्णाम शाणादाप्णंत 

पूर्णीय दोष वृत्तन झाणयाव्याए लीए- 
इणंत 

घेरा (बछय) हंगरष्ट 

चन्द्रोय, पार फ्पाः 

“>पातवुन्द [0973४ 0065 

>पुर सरण णाउ5 ए;८८८$५७घ्र 

चक्र ८४९०० 

चक्रीय ०; ०९ 

+ एक 7070-0४९४८ 

-निकाय ९. 5एशटा। 

निकाय, द्विगुणित त०पछा/ लगा 
कला 

निर्देशांक (परिणम्य) ८. ८०0४0« 
ग20९५ (४०४:20|८५) 

++ बहु एण) ०) नांद 

चतु.सदिश्ञ [00:-ए९८८ल०: 

चतुर्वेर्णायन वृण्थप्ध्णांणय 

'्वपेट लगाना (उँगलो अंगूठे को मिलाकर 
एक से) ॥9 

चरखी, घिरनी एणी९ए 

घ्रमसीमांत ॥9रपंतड़ 

> सीमा 6६८७७॥८ प्रजा 

'चरसशि (परिणम्य) शथ्मंब्फ!० 

चर राशियों का पृथवक्रण 5०छक्षब्रप०० 
रण शब्यारं०)25 

>चछू गतिकी (शुद्ध गठिक) छाप 


गरोग८5 

ज्यनाआयय में ४.7म्र ४0३०० 

घन कछनर अवकल गणित शंकि 
लापंड €्व|च्योॉप5 

घलनशीछता :0४०७7, मणज॥।ए 

चघल-संहृति गा०एशीगहु गा355 

मलात्मक वाला।2४८ 

चाप ३3:7८ 

पभापकलन ३च्टास्‍ट्वधंगा 

चार्ज च्पाहर 

चाल 5००० 

घालन, घलानेवाला (ली) काधंग8 

>ऐँंठ 0. ०रवु५० 

न्चल 0, [05८० 

>यत्र रचना 8. गराव्लीभ्रांशा 

+वयुत लीटटायंट ठपए० 

चित्र कर्म छ०४मप्वॉग्हप्था 

चिरसम्मत ल/|ब्श्त्यां 

चुम्बक शाबज्ञाटा 

घुम्बकत्व, भू. पलाइलइ्फांगे ग्राध्टाग: 
प्रश्यय 

छद॒म सम पुर:सरण 98८४१०-८०8ए०० 
ए70८९5० 

छिड़काव गाड़ी ध्॒पग्रोध॑धा भग्हणा 

छिडकाव यत्र, घास सीचने का विफ्नम- 
5एपंग्रोपिषर 

छिद्रक 9०पंगढ़, - 9ण८: 

जकड़, वलप टॉबग9 * 

जगत्‌ रेखाश ऋत्घंत फिगर लैब्फला। 

जनन एथ्प्डशब्घंठप 


६३९३८ 


जनित्र ह६४९०४४०५ 

जेलवाप्प एश८्य ए490ए०: 

जहाज का पेटा शरण 

जातिनाम हुध्यव्संट गाल 

जाल हुग0 

जिवलक, गिवल हुएगों 

जिन्नानु, अनुमधानकू वग्नएट३ध 8०05 
जिमनेस्टिफ 8 गय350९ 

«५ उपकरणोय आए[0भा4७$ हु प्रापरा250९ 
जीवित प्राणी ॥एमाहु 9०गड 

जुद 5०८ 

ज्या ६7० 

>,कीटि ८०४४९ 

ज्यामितीय ह्ग्पाव्प्परल्यां 

>-प्रक्षप पथ. 8- (एग[०८६०१ए 
ज्या-वक्रीय 5ग्रप5० क्यों 

ज्वारभादा ७१० 

झटका [०६ 

भाड़ फानूस ०एछ॥/वलॉलए 

झिनगा ८०४(८४ज वि 

झिल्ली ४7०ए्रिव्या० 

झुकाव 4॥दापिबध0प 

झूलन, झूला श्शणह, कण्ाखट्टांगड 
टकी, स्थायीकारक 5६४०॥5॥78 (शा): 
टक्कर €णाश्रणा 

>>अत्ति प्र॒त्यास्थ $णफुथः्बाॉ450० ८० 
>,भप्रत्यास्थ 4ग्रढांडडांट ९« 

टर्बाइन ईएग्ऑआंगठ 

टिकिया, मंडलक त$० 

ईन्‍सर (तानक ? ) पकाउ०: 


>जजनुसूची ६ ४ल९०७८ 

5: कृप॑ इछब्ाा ६. 

>कलन गणित ६. ८४/८णेंणड 

च्न्प प्रतिवल ६६८५५ ६ 

+» सेमिन $प्ण्शाल्धात्यत 

टेनिस को घापी ६७705 72८७६ 

ट्राइपस ॥7905$ 

ढेल 07७5६ 

डाइन 9, 7८ 

(यूनानी भाषा में 'वल' अर्थवाले दब्द 
डाइनमस 0$2भणए् से, स० ग० 
म० पद्धति में बल का मापक) 

डाद ण्टठ 

डिफरेशियल (वँपम्यकारक) मोटर- 
गाडी का का्थव्विएंगीं 6/ 27 
शा ०0ा0त 

डोरी, रज्जु #पसंग्रड 

डोल प्रयोग, म्यूटन का )ए०छा०॥9! छथयां 
€डफध्धपाटाए 

ढंग 07096 

ढोल ताप 

तनाव ६९॥५६807 

तरग छऋब्एढ 

नभग्र (तरगाग्र) ज-. पिया 

>पृष्ठ ज्रञ. 5पाडिटट 

न्श्यात्रिकी छ. प्राट्टोक्रा८$ 

तरल पंत 

तकंसगत 987८०] 

तज्जंनी #0768798 ६: 

चल #प्राश्रिड 


- ३९४० 


+» सम व्यढ 

++रसपर्श सम ईश्राहुव्या: छाँक्ा2 

तागा, घागा फ्पट्य्त 

ताप ६थ८चफएुढ्बापर2 

ताल #एपजा 

तालवद्ध शाएपफफआंर 

त्तिरछा 07व०० 

तिरबचीन 8;:८फ़ 

तियंक्गतिक [0:%007077० 

तुला फश्ल्॑ा०० 

तुला दंड 9. फेश्थया 

तुल्य, तुल्यात्मक ८वृष्पएम०ाा 

वुल्यकालिक 480८०४०पर०ए5 

आचरण, निर्दोपतया 228070०एशए 
450९४700005 टॉडब्प्ध्टा 

तौल, भार, वट्टा वाट जहा: 

त्रिक पाल 

त्रिकोणमितोयात्मक ०६ छां2०.०शा6- 
॥:03] टीबाएबटाडप 

त्रिज्य स्बवांग 

जिज्या उ8ऐ95 

न्त घूर्णन 2. रण हम्गपं0ा 

५ वेक्रता £#. 06 ८प्रच्श्थापप्ट 

तिनुज, त्रिकोण प्यंभाड़!० 

त्रुटि का कारण इ०पच८८ 0 ८५४०८ 

चरप ३०९ल:०छपंगा 

+ जैंभिरेन्द्र <नगपन्कुनगें ०८९८एथ- 
पठान 

दइ फलए 

दड्िक़ा 2००७ 


दंतुर पहिया ->-योक्‍त्र 
दिल्लाओं में घूमनेवाला 
संबंधित पहिया.) 8०७४४ 

दक्षिणावत्त (त्ती) 28 |िएवेंधव 

दशा परिणम्य ४६४८८ एश्वा496 

दाना फेच्ब्व 

दाब छा८$$076 

+ अभिलम्ब ग्रव्ण्णरभ छ- 

+० की ऊँचाई 9. सब्म्त 

>» गत्यात्मक तःग्रथमां८ 9. 

>-५ प्रवणता छ हाथ्पीध्य: 

>५ भाप #ध्याा छ« 

दावमापी ग्राध०गवदर 

दिकूसूचक ००700955 

++ घूर्णाक्ष 8970 ८: 

दिगश बथंगाणा। 

दिन (नाक्षत्र) अवल्ाध्या ठप 

दिशा (दिक्‌) निर्देशन (बतलाना) 
शघ्व््तगा 

दिप्ट [दिश्वेव] घारा 0४०८: ०प्रपथाा 

दीघंकालिक ६८८णे०८ 

दीघंवृत्त 75८ 

+, का चाप कलन :€०पंडल्वांणा ० ० 

++ वामन तजम्पविवि ०. 

दीषंबृत्तन ०!छ5०१ 

++ अश्रप्ट ग्रण्प्रवेव्टुध्यव्ागाल्ते ० 

+, परिक्रमण ८. ० इ८४००४०४ 

[परिक्रमण दीप॑ वृत्तज--उपगोऊछ जिसे 
भी देखिए] 

दोष॑वृत्तीवता लाफप्रेलाए 


(विपरीत 
परस्पर 


कस 20 मे कै 


दीरपीकरण <णाहुमंगा 

दुधिधा (सदिग्पता) ब्याणाहिणीर 

दुग्विपय >गोचररर घदना [रीशाणा॥०- 
ग्रणय 

दृढ़ प्रांत, 

दुढ़ पिड शहांप छ0तए 

+9 का गति विज्ञान 9५गथागा८5 ०7 

च्च् को स्थैतिकी $६30८$ तर 5. 

दशिक कोटिज्या रटफका ९०5० 

देशिक परामिति 0/९८४०४ एश्चवश्ला०- 
प्ट्य 

दोलन ठ5३ली]ब00णा 

+०» अनन्त सूक्ष्म प्रशिशा€ध्ययाव 0- 

+-9 अनावर्ती ०ए८८०१८ ०- 

-+ अवमदित 087रए८व ० 

++ आवर्तकाल ए्ध०व ० ०: 
(दोलन काल) 

५ घूर्णक ६०६8८ ०. 

बे तुल्यकालिक 480८:07005 ०- 

>-+ पहिया (घडी का) फैग॑गभाप८ 
ऊगण्ट। (०६ एथार्णी) 

+ प्रणोदित 6:००व ०. 

ख्् मूच्छेनागत ग्रो0पेपॉगटवे ०५ 

हक युग्मित 6०0एफाॉट्व ०-५ 

कक लुढिनी डगीखाए ०: 

+ लेखी 6ब्था०हम्प्फ 
ग्गध्या) 


(फहरधपन- 


-» लिख्य 58ल०87०9४ (४० इप्भुए) 
+» लोलकीय फद्यावेणैण्याय ०- 
-» शैक्वाकार (शाकव) ००श०्शे ०- 


- चामक ० वृष्धालादः 
दोलनगील ०5टापताए 
दोलायमान ०5०शए 8 
++ सपिझ कमानी ० ्थालों 5छाग्राह 
दोहरा योग 9०ए०४७९ श्णा 
दौरान (मार्ग, अध्ययनप्रणाली ) 
दठ्पःडट 
द्रव गीए0 
द्रब्य शाभादा 
द्रब्यात्मक ॥दटाबो 
सहन बुक्ति वा 0८एा८ढट 
द्रप्टा, प्रेक्षक 098थाएटर 
द्रततमपातवक्र फ्ष्ब्णं।50०टीए06 
द्रोगिका छण्ण्डा। 
द्विसडक 9$८८४०: 
द्विघातीय समीकरण वुष्बरधाभा० 
व्वृष्प्रपणा 
द्विदिक्‌ क्रियाशील १०पणं४ ब्वांगढह 
द्विपदो जाप्रण्णायों 
द्वियूत्री छवि: 
धक्का एण्ड 
घागा प्राप्ट्थ्वे 
घातुझ्लोधन प्राटाशप्पएप 
धारणाजभावना ८०४०८८०६ 
चारा ल्प्ालाए 
-, दिप्ट (दिल्लेक, एक दिंभ ) 
काब्ल 
घारात्मक हर॥6070770प5 प्रतिबध । 
++ प्रतिक्रिया >ध्ब्यंगड 
डडबणाणा 


> २३२९६- 


घुरी अ्डट 

अुववृत्त ग्रष्मपंणा 

झ्रुवीय ए०बः 

-9+ उच्चावचन छु. गीएलप्ब07- 

न सदिश ?- एटा07 

प्रुवपपथ 07056 

-» (पिंड शकु) 9. (9०१9 ००४०) 

ध्वनि 50प्गत 

घ्वानिकी ४०0०$0८$४ 

नत समतल ऋटागाध्त फञाग्राल 

नति #लष्ाश्रतंता 

नमूना $27796 

नम्य"लचीला ॥6ज9]8 

नामि, फोकस (0८05 

माभिक सपटांटपड 

नाभिकीय 7एट८४६ 

+ विभेजन ॥.. वन्लगप्ब्हाःब्तंगा 

निकला हुआ किनारा 878० 

निकाय<समुदाय ञ्ज्ह्ल्या 
(पद्धतिनप्रणाली ) 

+५ अवबिनाशी ([ संरक्षित ) ८०फछ- 
अग्यए८ 5. 

+- क्षयगील हा$प्रफ्ृबधंएट 5- 

-+ चक्रीय ८एणा८ $. 

निक्षेप एम्पलापाटआंड 

निगमन तब्वएर८पं०छ 

नियूड़ 2०डघ्म्टर 

निजी (अपनों) एम्कूरः 

नितवद चुत्त ४ लगन 

निदर्चन तल्याएफपर्रधण्य 


निपात, विभव फऊम्रव्यमंश कक 

निम्नतम अवस्था>भौम दशा 870फवे 
5६40९ 

न आवृत्ति णिपेबशलापद। जिल्वुप०- 
ग्रष्ज़ थ 

+५+ देंशा एणातेक्रशध्याब बा 

निम्नाक्ष, दे० उपयोक मर 

नियत्रक इ०एव्पा0ः 

-» अपकेन्द्र व्व्याप्राण्ष्ठिणं 8- 

नियंत्रण ८०४४: 

-+ अपूर्णपदीय 7००॥०07०० ९. 

+ पूर्णपदीय ४००7०पगांद ८५ 

+-+ समय निर्मर, मंग्रा० तक्कुशातेधा। 

++ स्वतन्त्र पा गंधरेंद्कृल्यात०१६ 

नियत क्त 

नियत>अचर ८००॥5४क7६ 

नियत्तांक €णाहाथाप 

नियम [9फ 

नियमित ख्च्डणंगाव्त 

निरक्ष (भूमध्यरेखा) ८्वुप/०: 

निरक्षीय व्वृष्प्रापम॑ंगों 

निरपेक्ष 2०४० ४० 

निरसन 2:रंशबधंगप 

निरस्त करना दोगांग्रवट, शायएंं 

निरस्त करनानकाटना ८भ7८० 

निराकरण व्या०्श4009,. लविावं॥॥- 
मंणा 

निरूपय इब्छुपटडव्माबपग् 

निरोष स्धमंब्धंजा 

निर्देघन फमव्लांप्व 


_> हे 9:25 


निर्देशांक ८००्रवेंत+(० 

- कार्तीय स्याव्भरश्षा ०. 

- गोलीय अणील्धंट्दी ८. 

+, चक्रीय «एला०८ ८. 

+० भुवीय ए०े४४ ८ 

+, नेज 7रधांगरआ्ंट ८: 

च्् पूर्णपदीय करणणाण्रं८ € 

-, लवकोणीय 657008०7थ ८- 

+- स्यान छ0अप्रछा ८- 

+ स्वेच्छ 0प्रापध््बप्प ०. 

-, वेक्रीय €पएशशांग्रिट्त ८. 

निशिताग्र ॥६00)१। 

निश्चर, अपरिणम्य, 
विएगधकया 

निश्चरता (अपरिणम्यता) की अभि- 
याचना गिएब्धंशा०ल एल्वुणंएथाला। 

निषिद्ध 7िफांबतदा 

निप्पन्द ४00५ (राफपबप0ग) [704० 

है (०४६६४07०7॥7))ल्‍पात ] 

नेज व्राधोाइ८ 


प्रष्य्ध ०, 


नोक एज [ए०ंग्रा 45 ०ागांगढय 

. बिन्दु] 

नाइक फःफुनातर 

नोदित छाकफुलाल्व 

न्यास 3०५७ 

पस (बर्तन आदि के निऊछे हुए 
फिनारे) वीगाएु० 

पक्ष (समीकरण) ४५० 

पश्षान्तरप पथ्यछ०४०, घ्यऊएफशेएंण्म 


पक्षीदृष्टि, विहृमम-दृष्टि (ऊपर मे 


देखा दृश्य) छांग्व'$ लुब्न्शेष्पा 
पटरा (पदरी) ग्णेंट, फीड लि 
++ पूर्णन युक्त 7०*ग्छाड़ [विएवगिया 
+ सर्पी 506 5०१० 
पटल 0-74 
पटलोद शायर 
पट्टिका ए४० 
पट्टों ह॥? 
पान सगे 
पथ एशग 
-_, का परिणमन, प्रश्षेप एक्काउपणा ० 
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पश्चवतिता>पश्चता>पश्चिता 28 
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+» चन्द्रीय [एम8४ 9- 

+० छद्म-सम 98८एवे० सच्ट्पॉग्य 9« 
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+५ प्रयोगात्मक ०फृष्यंगरल्याप्वों 9. 
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स्वेसम उंतब्पपंव्ण 


सर्व समिका उंतेत्यतंतत 

सर्वांय समता एणाएुएप्रध्याव्ट * 

सर्वेक्षण, पर्ववलोकन ध्प्फ्थ 

सहसण्ड (सहगुणनसण्ड) ८०म्धित 

सहागमी >सगी 23550लंक्षट्व 

सहायक बफपीशए 

सांख्यिकीय धबए5४ं८शै 

साकार €ठ्यसाटाट 

साधन 5८०८ 

साघन 4एएञक्राव्ट 

साघन $०पपं०ा 

साध्य छः०ए०्थ्रंपं०ा 

सापेक्ष, आपेक्षिक सलउपए० 

सामथ्यं तुल्वता ८वृ्ण9०९०० 

साम्पावस्था ८वर्णापंपपय 

सारणिक उ&घागका: 

सारणी ४३४७९ 

साबव॑ €०प्राग्रणय 

सावंतरिक पमंश्टः््शां 

सावंदेशिक संनिक राजसेवा एमए्ध/्से 
ग्रणाधबाज्र $८घए्ा०8 

सर्वययप्ट्रीय. आयोग - गगाव्याबाव्फ्ं 
रण्णापराघ्ञ्पा 

साहुल सूच्र कण [6 

सिद्धान्त फपंपलएा< 

सीमान्त >०प्णठंग 

सीमान्त-सीमायी-चरम !प्गफाड 

सीस, सीसा (धातु) उवध्थ्व 

सुग्राही #ध्यन्नंए० 

सुब्यक्त व्फालंप 


+>४००६१- 


सूक्ष्ममापी प्रमटा०य्रावटर 

सूत्र विश्व 

सूवीकरण, व्ययस्वापन (0प्राएैयर 

सेतु ७908० 

सैद्धान्तिक हा८०:०पव्या 

सौन्दर्ययोध संपन्न ४०८६४४८४० 

सौर परिवार ६०५६ $१हथाा 

स्कीइंग [छड़ी का छम्बा पटरा एक- 
एक पर के नीचे वाघकर बर्फ पर 
सरकना] शंधायए़ 

स्फेटिय | 'धारदार जूतो' पर वर्फ पर 
सरकना] ६८४४१ 

स्पलन $॥9फगह8 

स्तन, स्थान ५८७० 9०505० 

स्तर ॥6४८। 

स्वानच्युति छाणग4रपणघ 

स्वानभ्रण 3$॥0८पंणा 

स्थानान्तरण ६४०॥5]4007 

स्वानात्मक 5930०] 

स्थावर $038007079 

स्थिति ८४४८ 

स्थिति, स्थान, अवस्थान एठ्भ्रपणा 





स्थितिज ऊर्जा, देसिए कया 
स्थिग्मान की 
स्वूड टेस्प, स्थूल वर्णन "लत 
स्वेतिक आणए८ 

स्थैनिकी ह20८०5$ 

+», निर्माण नम्पन्धी ६४०८ $ 





गा छाद्इते) ५३६० 


नवंयत ?(९८'४७ $9005 


एन 4पीटडतशा 
रेस 










॥ मराहणा 
स्पणता (बराह्टद्याएए 
स्पर्गीय (स्पर्मात्मफ) रपातरण ८०णा 


47९६ (ए25ग्रो॥00॥ 





स्वतनाता सस्या व€ह5८९४ ० ९९१० 
स्वत चालित 28प्रगा8९ 

स्वप्रतथ्य (-स्वयसिद्ध) #घाणा७ 
स्पीझन ए०४४एै३४९ 

स्वेच्ड, कोई भी, कुछ भी बड़ 
हर ठेलद्या०शापगणः 

हुछ, सावन $0पाएणा 

हस्वान्तरण घथ्ाईईवःला6० 

द्वीलियम कशाण्या 

हुप #0०9 


अंग्रेजी-हिन्दी 


205८554 भुजांक 

2050[0६6 (४९०५० ०६ 78गर5) चरम, 
परम 

27$0ए१8४. (5९४5८, 70६ 
निरपेक्ष 

2४05079707 अवश्योपण 

2०८८!९८४४४४०7 त्वरण 

4०८एच४८७ यथार्थता 

800७५४८४ ध्वानिकी 

8९078 07८८४ आरोपित वलू 

2८069 क्रिया 

20]५५६४०४८ समंजनीय 

2ां8८०0:आ०श५० वीजतः 

29009 (०) ए9०८८८४ अल्फाकण 

20८ए74॥07 प्रत्यावतंक 

277॥0700८ आयाम 

278]0200$ अनुरूप, सहधर्मी 

27208०० सदृश वस्तु 

272955 विश्लेषण 

47790707८ असरलावर्त॑ 

27805०७० विपमदिक्‌ 

27070297 कौणिकांतर 

थ्या7०]०८४६७१५० वामाचत्तं 


८2४४०) 


थ्या947»6] प्रति-समातर 


7 55707८४८ प्रति समित 

थभा:णाण्ग्म0५३/ए विपययत: 

29[०7004० अनावर्ते 

आ7४८१०४ उच्च बिन्दु (अपभानु) 

०ए?भ०७$ उपकरण 

2[207970८ साधन 

श्ए।<2००पर अनुप्रयोग 

श्यं्रंधभए स्वेच्छ, कुछ भी, कोई भी ३० 

7० चाप 

2724 क्षेत्रफल 

बहुप्रयरध्या: ((:8070प्राव77) 
आयामांक 

डप्ा7 भुजा, बाहु 

2550८8/26 सगी, सहगामी 

4355077/707 अनुमान 

25(7070777 खगोछ विज्ञान, विद्या 

35ए770[9:0४6८ अनतस्पर्शी 

2077० प्रमाणवीय, परमाणव 

बणणाबप्त८ (प्राव्टाथ्णांप्श) यंत्रवत्‌ 

बप्राप0मबमं८ (5०३८६॥ढ) स्वत.चालित 

बाणणणंत्रो० मोटरकार (गाडी) 

अ्यज्य०7ए सहायक 

अऊपं०० स्वयंतथ्य, स्ववसिद्ध 

2545 जक्ष 
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*शॉं० पुरी 

४०८ 09०८4॥प78 धुराधार 

श्यंग्रपपा दिगश 

ऊैगे॥०० तुला 

फैगैमाल्ट छ८८) दोलन पिया 

रैगंगापोगएड संतुलन 

४भ॥5४७५ प्रक्षेप्प विज्ञान 

फम्गागाट लत बे रोमीटर, वायुदावमापी 

४७३४८ जाधार 

८०॥ दड 

४८१५४ (स्वर) सकर 

४८४८, ७८४८)!८४ कोर मारा हुला 

७8% द्विसूत्री 

फागठशांशे द्विपदी 

७४८८० द्िसंडक 

४०८४६ इंठ, टिल्ली, ब्लाक 

0७।०८६ & (४८६८८ घिरनी-रस्मी-फाटा 

नसाधन 

४०० मोलक 

४०0५ पिड 

७०फाए छिंद्रक 

9०७४००४९४ सीमा, सीमांत 

फाग्णगांडाएत्घर द्रततमपात वक्र 

फ्घ्कुढ सेतु, पुल 

#००५३७८४ उत्प्लावकता 

८४०९ केबल, समुद्री तार, सन या तारों 
का रस्सा 

५400४ ४०४ परिकलन 

५०९०४5 कूलन, कूलन गणित 

<भ००७5, . ता#दालापंतर | अवकलन 


गणित, चलन-कडन 
लच्पाएच, मात्एश्वी 
चडराशि कलन 


कुूलन गणित, 


००७७३ ता ६आव90075 परिणमन कुझन 
<क्षा ८ वैविक 
ट्फुब्यापएट.. (ल॒ब्क्परने 

(वैटुत) धारितायों प्रभाव 
केशिकत्व 
८3०५६४| कारणात्मक 


€८०5७३! संगोलोय 


€म०घ) 


एशूशौशव75 


<्लात्ाएिएुग पपकेस्र 
ब्व्यापएटए पनिफेद्र 
०४०४४० आवेश, चार्ज 
०८:८० वृत्त 

टागव्णम परिषथ 
टागव्ण्गरद्िपथा०७ परिधि 
८ग्याए बर्लप, जकड 
८255८०। चिरसम्मत 
€०्वलथा: गुणाक 
८०४८०४ सह (गुणन) खंड 
८०४:०१॥८४८ अनुगमक 
€०ग्रथवत७०८०० सपात 
<गःतंध्णव८ गक्षाण कोदि 
८०॥४८४४ समरेख 
८0॥॥9०7 टवकर 
>०्प्रशग्००४ सचय, सयोग 
<०ग्रणाणथथधंए० क्रम विनिमेय 
€0०ग्रा07४५५ दिक्‌ सूची 
८णगरए८१७४४०१ प्रतिकारित 


ल्ण्णाएव्णका, ूण्ण[गगरधा(घ८ए 


४,१२० 


कोटिपुरक, पूरक 
८०ग्राए€८ड सम्मिश् 
(०77907८४६८ घटक 
6077705007 संघटन 
€०गाए०प्घा१ यौगिक 
८०7ए7८5४४०४ संपीड़न 
€०ग्रप्थग7०४०॥7 समाहरण, सांद्रण 
€०ग्र८्पाए८१६ सेंगामी 
€०7्0:752४0॥ सघनन 
€०प्रत007 प्रतिबंध, शर्त 
८०४८ शंकु 
९०7०४ 20४०४०7४ रूपरचना 
८००गह्रप्पथा०८ सर्वाय समता + 
५०॥४८७| शाकव, शक्‍वाकार 
८०९४, ०८०४८ 5$८९८४०४५$, शाकव 
८०॥]०४०४० संयुग्मी 
(०75०:०थ४०० अविनाशित्व, संरक्षण 
८०गशशा। नियत, निश्चर, नियताक 
८०४४४» ४६ नियंत्रण 
0८ स्पर्श, संपर्क 
९०7४३४8:००९०६ प्रतिगमक 
€07र+६ए००॥७7६ प्रत्तिपरिणम्य 
८०४९८८४४९ संवहनकारित 
€०7्रथ्प्छ्ग़रा अभिसारी 
८०7ए८४४८ विलोम * 
८००५०४४॥॥४ निर्देश्वांक 


€०7०)ए उपप्रमेय ब 
८०7०७०४८०)४४ कृणिका रे 
८०४ कोज्या कद, 


एग्प्रयट कोटिज्या, रे 


८०५४7०]0४29 ब्रह्माड-वि्वार्य 
८००७८ युग्म 

००ण््ाश्टु युग्मन 

८०श्ग्पंध्यध सहचर, अनुपरिणम्य 
व्य्ग्याः् फ्रक 

८४४८ ऋतिक, युणदोप-विवेचक 
८६०55 ॥८४0 क्रास हैड 
€7055-5८८४०7 अनुप्रस्थ काट 
८:०५$ऋ5८ कंचीवत्‌ 

८ए४४४ क्रिस्टल, स्फटिक, मणिभ 
८ए०८( 9/778705) क्यू 

€ए:८०५, 07८८४ दिप्ट घारा 
€टप्प्श्शपः८वक्रता 

€प्प्प् वक्र 

6०59७ निशिताग्र 

८डटा८ चक्र 

८एथ०१ वृत्तजात 

८9॥४8८८ सिलिडर 

39»7978 अवमदन 

320 दत्त, न्यास 

436७० 9०भ्रं४०० स्तंभ स्थान 
0०८८!९:३४०४ अवत्वरण 
8०००००७०ञरमं०० विघटन 
क्ल्वय्व्य्था: अपचय मि 
१८%ग्रधंण्य परिभाषा, व्याख्या, सै 

निर्देश 

व०व०८धं०म विक्षेप 
ठल०घणबत०० विकृति 
व८४०८०४०८ विख्प्य - 
तं८8८०८८४८ए अ्रप्टता 


-४१२ + 


व68:०८ अंश (भाग), कोटि, घात 
(राश्चि, समीकरण ) 

१687०८०६६४०८९१०४ स्वतंत्रता मंय्याएँ 

प्रद्या०्ग७:४0०४ निदर्भन 

पृक्षाण्ग080०४ हर 

46पंरथ्पं० व्युत्पत्ति, व्युतादन 

तल्पप्भांए०७ अवकुलज 

व6८ए्ंगथा: सारणिक 

१6८१ बेमेल 

१८ए८०ए७ विस्तार करना, विकसित 
करना 

वल्शंध्धं०0 विचलन 

4०४०९ युक्ति 

व28०7४ विक्ण 

4४छ्ण्ण्या रेखाचित्र 

027०६८० व्यास 

वाकदयापंगे (४०६०४०»॥०)बैपम्यवास 
डिफरेशियल 

सं#लाल्मपंगे (020०0%005) अवकल 

छवपथ्यापंभध०४ अवकछन 

भह:०८४०॥ विवर्तन 

कणव्यभ्नं०० विभिति 

क;८८७०० (०१0०१) निर्देशन 

८९४०४ (5००८०) दिद्या 

१8८ (]0) मंडलक डिकिया 

975८०४८८ए आविष्कार 

वाञझफःवठुम्ब्तंणआ विभजन 

90$0८2069 स्थानश्रश 

ककब्प्भए& विक्षेपक्‌ 

५59]8८८४०८०८ विस्थापन 


काच्ञ9ग00: क्षय 

सऊच्तए०३ पिगरण 

क%४८८४० अप्सरण करना 

ताजशाब्व०ण भाग, भाजन 

काण्ण्य्य8 रेसन 

6, कक्षा॥7० गत्यात्मक, चलात्मक 

0] द््मम7८७ गतिविज्ञान, गतिकी 

08] 7० डाइन 

व्व्व्थग्धाप्मए उत्केद्धता 

८०)॥७४० क्रातिवृत्त 

€म०८ आयास 

2१950८ प्रत्यास्थ 

&95$घ८॥५४ प्रत्यास्थता 

शाल्टछ०वपा॥८४ बैयुत गतिकी 

लल्ट्ध०्प्रग्ठु००४० वैदयुत्‌ चुम्वकीय 

लाल्लः0 गर00ए५. 076५ विद्युत्‌ 
वाहक वल 

€९८४:४०7 इलेक्ट्रान 

टाल्फ्रथा: अल्पोश 

€०८ए०६४०४ उत्बानक यंत्र 

ढफ्राश्थ्पणा निरसन 

लाछु6 दीघंवृत्त 

लाएडगंपे दीप॑बवृत्तज 

डशाएएपंलप दीर्घयुत्तीवतता 

टाग्पएुभांग्य दीर्धीकरण 

€्मब्याप्याथाए बाँध, वध 

छ. 9. 8. वि० वा० ब० 

हाए5आंजा उत्सर्जन 

व्णामन्‍्थ आनुभविक 

शाब्य27ए ऊर्जा 
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<7ठ7८८४7 ९ इजीनियरी 
€7्रणपग८०४ ४०४ परिंगणन 
८एए०]०७८ अन्वालोप 

€पुण्थ्घ070 समीकरण 

<वुए४८०४ निरक्ष, भूमध्यरेखा 
व्वुण्ग०्ण्थय निरक्षीय 
८वृष्पध्रा०४४ समान कोणिक 
€पृप77४६८४०) समबाहु 
ध्वु्ण7ःथ्ा। सतोलक 
€्वृष्णा7८४८८१ संतुलित 
€पृ्ण57707 साम्यावस्था 
€्वृणं॥0८0०9] 90776 विधुव-विन्दु 
र्वृप्परपड बिपुव 
<पृष्य००९४८० सामथ्यं चुल्यता 
€१ए०५४१८४०९ तुल्यता 
€९एा०३)2४॥४ तुल्य, तुल्यात्मक 
ल्ः्छु अगे 

€:0०»४6070 काट 

<ए०७६८ केन्द्रज 

<5८८९५८ अम्यास, अनुशीलून 
८59४७: इगझास्ट, रेचक, शून्यकारक 
€ह०शा907 प्रसार 
€59५०घंणथ॥ प्रयोग 
€आए०आ४०४ विस्फोटन 
65ए०गध्गाशं घातोय 
<ड?४८४»०४ व्यंजन, पदपुज 
€्घॉल्याआ०४ 2 भें एआ५ वितान गणित 
€रपाभ्णॉंड्घ०ा. वहिवेंगन 
€र७८००८ चरम सीमा 
बप्ध्याणा बाह्यतमी 


2०५०३ गुणनखंड 

<# आश्चर्य कार्य 

566 क्षेत्र 

570४ परिमित 

#ड८०त नियत, स्थिर 

मक्वा/४ निकला हुआ किनारा, पर 
#७जय9]५ नम्य, ऊचीला 

879 चपेट लगाना (अगुली या अगूठे 

द्वारा) 

मए८८णथ्रा०0० उच्चावचन 

गीजंते तरल 

9 ७॥6८। गति-पालक चक्र 

#0८०४५ फोकस, नाभि 

#07८८ बल 

#०7०८0 प्रणोदित 

ई08 कगछथय तजंनी 

40799) औपचारिक 

एिप्रप्भाष्या अनुष्ठान 

लिप्णिणा4 सूत्र 

द2३०७०॥ भिन्न 

थथ्या6 ढाँचा 

£2८८.स्व॒तन्त्र 

&<८१०:७, तं०४२८८ ०६, स्वतंत्रत्ता संख्या 
पिश्वुपथयट्ए आवृत्ति 
डरटपंण्प घ्पण 
पिलण्ण आलब 
प्ि्रव्पंणा फलन॑ ध 
#ण्चतेंग्घाथ्याओं मौलिक, निम्नतम 
इभेर््पाण्पटप्टप गे ल्वानोमापी -, विंद्युत्‌ 

घारामापी 


-४१५- 


8०४ मोपपर, दंतुर घक, विपरोन दिया- 
ओ में घलनेवाछे पह़िये 

हिधाटाग व्यापक 

हष्पटाबा05 जनित्र 

दिधाधा० व7० जाति नाम 

8००१८घंद भूरेसा 

8५०0८5५ भूगघित, भूमाप विद्या 

8००8 7२7८ भौगोलिक 

8५००० न्यान 

&0०77८३१८ ज्यामिवोय 

8००गाढं८ 5८४८६ गुणेत्तर. श्रेषी 

8ग्री0३$ (जि) म्बछ, (छल्ले जादि 
युक्त छटठकाने की एक युक्त 
विशेष) 

ह!०४थ भूसठठीय 

8०ए८घाठतः नियप्रक 

8ग्ग्007६ प्रवणना 

हस्शुओ प्राफ, ेसाचित्र 

हिग्यायपतत गुरुत्याकर्पण 

87439५37) गुदतत 

8806 जाछ 

87००५ भूमि, निम्नतम 

870०9 समवाय 

£&ण॑०४०० पथ (गति) नियप्रक युक्ति 

शिएणंए०फथा5 नियत्रक पथ 

8)77745४०$ जिम्नेस्टिक 

१५८2४ ५५) | घूर्णन 

897०००॥7०६५ घ॒ूर्णाक्ष दिकुमूचक 

897०४००७८ घूर्णाक्ष स्थायी 

897०४29॥॥-65५ घूर्णाक्ष स्थायीकार. * 


कैसगराणगार (आशा) ) सरलावर्त 

शध्यापया होलियम 

कल्च्म्टणा पदनुज 

9 <ए८८६ निनमभ्य दत्त 

गाव? घ्य0 वेगालेय 

उतांगातशर वृर्णपरीय 

॥छगाए5१८३८०७६ समाग॑ 

वैणगाौल[प६ समसस्य 

॥6० टूप 

ऊैग्रसथ्णगायर धतिय 

कण) जहाज हा पेटा 

कर) 700) )7597965$ तरल गतिकी 

[] 7८फं०णी५ अति परवछय 

35 9८४ ६:८८ अतिपृप्ठ 

सम ए०धा८४5 परिकल्पना 

0 ८ग्धा) सर्वसमिका 

गाा[?२०६ सेघात 

गगगए०70 आयान 

ग्राए76555९0 ८. ग7 
वि० वा० ब० 

7००४० जावेग 

ब्रट्ावेधा८८ आपात 

37८[॥7९0 997० सत' समतद 

उ्रपेधाव्ययगा० अनिर्वारणीय 

सगवेध5 सकेताक, वर्णानुकमणिका 

उ॥8०८पंगा प्रेरण 

उंग्रऐंप८घं०७, 70:०० अन्योन्य प्ररण 

उप्रतगपधं०ग, 5०४ आत्म प्रेरण 

उप्रथप्पं० अवस्थितित्त्व 

3ग्र८ग09, ग7077८7४ ० अवस्थितित्व- 


£. प्रभावित 


>४2६.. 
घू्ष 
गपल्प्तयत 6 जि 


4३० वंकणांा पुल्प काहिकता 
वतननीय 4$00५०:०६5 पुल्पकाहिक 
गधीकतट पनन $095$९ समदिक्‌ 
[रविधाल कद अनत सुध्ष्म 7०४ श्रधार 
गरिधा। पनत श्री उंगंएः (ब्_ग्म्त्व 

08 लाल ५ विपमाय गंग्धात (०६ 5०9)) संधि 
पव्स्च्या समाकछ गण सटका 

डग्य गया, पृ सस्या गफपंदप ०, समन, ठोक टद्राना 
प्ह्य्यात माल्या 5, पतात्मक 
8ग्गांपत सेमाकृतन गाव्या (05 धल्गतिरी 
१5" तोत्रतता मफंपन्‍्ध० चढा; प्मक, गत्यात्मक, गतिज 
3(/0५ भेयक्रिया चिंगल्ध८ 
पंप ह6 मियविनमय 406० ८०(८ क्षुरापार 
"7८य८९ व्यत्ि तकरण 42धंप्य्व6 अक्षाज्ष 
९०३६८ अंतरवत्ती, मश्नोल्या म्फल लेबल, अकितक 
' परस्पर प्रभाव यु पर्चिता, » परचवत्तिता 
४४0, अ्रव्तिच्चेद थायंप३ पटल 

तर (०६ (३०७) थंतराक् 429 नियम 
7०) उच्य्व (प्पन्ध्य) सीस , सीता 
नेज 4०ए८३, च्य्वप्डल ऊर्जा, स्तर 
अचर, अचर राप्मि १, सीमा 
अपरिणम्य अपयंधा& सीमांत, सीमायी 
जिद 27०३7, [०4० रंखिक; रेखीय 
जाता, परदभावक कं कड़ी 
छोम, विल्येत्र सफाफ 
पर ल्योमन मंएल पैजीव (प्रत्यक्ष), जीवित 
भनसंधान उण्बत बोझ 
पुसंधानक, जिन्नातु स्‍०8पंएप छबुगणक 

उ०्यहापपत रेखांग् 
०्मड कफ 


अनुददध्यं 
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०४४४० ओमीय 

०ए7०भ।० अभिमुख, विरुद्ध 

०7००४ आलोकीय, प्रकाशीय 

००४०४ आलोकिकी, प्रकाशिकी 

०7४ए०्ण उपयुक्ततम 

65700 कक्षा 

6796: कीटि 

०ह्य४्ठ० उत्पत्ति, उद्गम, मूल 

079०६४०४०५ लवकोणीय ४८८७४ढ 
६0०: 76८४४१४०णॉ००६, समकोणीय 

०8०१]३४४8 दोलायमान 

580४प०० दोलन 

०8०॥]४६०:ए दोलनशील 

०85९0१087०४७0. (का ॥:00्रघथ्या) 
दोलन लेखी 

०5०॥॥०४४०७४ (४४० 87297) दोलन 
लेख्य 

०$८४४४४४ आइलेपक 

ए?शथा (०६ 9297८९) पछड़ा 

छएभाग्े04 'परवलय 

एश४0००॥४८ परवरूयिक 

शक पे रेफिन 

एथ्थभ!ट) समांतर 

एगथीर, भाधएन्ाशोल०ह्गण्या प्रति 
समांतर समातर चतुर्भज 

9भ्ा०९०७9०१ समांतर फलक 

छभ्ग्गटादा: परामिति 

एभपल कण 

छएथ्पी पथ 

४००६ शिखर 


एकं८ बटिया 

एथ्यवेणंण्फ लोलक 

एष्ख्ट निर्दोष, यथार्थ 

एवम नीचविंदु (अभिभानृ) 

9०००१ (9७४०१४० प्णा०) आवसतंका' 
काल 

9८:ए््रण:४007 क्रमचय 

ए०्पएप्नथाआ परिमापी 

ए०फुथ्गता८णों४: लंब, लंववत्‌ 

9०:८प्रप०थ्घ०7 स्थानच्युति 

ए98८ कला 

9॥7286 9#८:८४०९ कलांतर 


9॥०7०प्रथ्य ० गोचर, घटना, दुगूविषय 
903०५०७७ ज्ञान, दर्शनशास्त्र 
एपभंल5 भौतिकीज्ञ 

ए४77४०७ भौतिकी दा 
ए8४०४ पिस्टन 

[४००८ कीरूक 

ए97५ समतल 

एब्प्रणा ग्रह 

9!9० पट्टिका 

एब्वा०एा० पटरा, प्लैटफार्म 

97०: आरेखन 

एण्ड डांड 

एाणए [४० साहुल मूत्र 

ए०ं विदु 

एणे४प भुवीय 

एण7००८ भूपथ 

9०8०7 बहुनुज 
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०579० ओमीय 

०77०आ४० अभिमुख, विरुद्ध 

०7८८४ आलोकीय, प्रकाशीय 

०7४०४ आलोकिकी, प्रकाशिकी 

०ए४णप्ण उपयुक्ततम 

०79४ कक्षा 

5:46: कोटि 

०8872 उत्पत्ति, उद्गम, मूछ 

०:४४०४००४ लबकोणीय :००छंग्ट 
£#0०£7८८८४४४०)४४, समकोणीय 

05 0]]40४7९8 दोलायमान 

०2्लं॥86०7 दोलन 

०8०॥॥४६०79 दोलनशील 

०४०॥०४:०फ४ . (पीढ आइफप्पाव्णा) 
दोलन लेखी 

०5८१० 8४2७४ (४० 87४७४) दोलन 
लेख्य 

०5४८एॉ०४४४ आश्लेपक 

9शा (०६ 92/970८) पछड़ा 

एभभ००0४ 'परवरूय 

9भ्थे००० परवलूयिक 

9भ४मि0 पँ रेफिन 

एथ्ा2०! समांतर 

कभ्प्थी०, 2०४9भ०2०87०० प्रति 
समांतर समांतर चतुर्भज 

9थ्यथ]८।०७४9८० समातर फलूक 

एभन्णडाटरए परामिति 

एशभंटॉंट कण 

छग्पो पथ 

#«०८ शिखर 


एककफा८ बटिया 

फुष्परेणोॉप्ण लोलक 

एथाल्प निर्दोय, यथार्थ 

ए०्णंगथा०० नीचविंदु (अभिमानु ) 

ए०पं०१ (छ०्मं०प८ धा१०) आवर्तेकाल 
काल 

एनव्प्पपपध्व४०2 क्रमचय 

2००ए॥००श परिमापी 

9०:८7 ०प्रॉच४ छब, लंबवत्‌ 

9०:६०४४०॥ स्थानच्युति 

725५४ कला 

9025० ०४9९४८०८८ कलछातर 


ए0«7००४०००म गोचर, घटना, दृगूविषय 
ए४०४०. ज्ञान, दर्शनशास्त्र 
एएनंश5: भौतिकीज 
#97790०$ भौतिकी 

ए५४० पिस्टन 

एए०८ कीलक 

7727८ समतरूू 

ए!97८६ ग्रह 

ए4० पट्टिका 

एश०घा पटरा, प्लेटफार्म 
77०६ आलेसन 

20०४ डाट 

ए0०णए ॥76 साहुल सूत्र 
9०5 बिंदु 

9००८ च्रुवीय 

एण४००८ प्रूपथ 

9ग)8०० बहुनुज 
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अन्योन्य (प्रण्या60 व्युत्कमण 
इ०्टा970०2078 (८४8/7०) परिपादीसे 
पिस्टनों के इतस्ततः गामी 
56८०॥ प्रतिक्षेप 
इ८८६४9!० आयतत 
#2०४777८4: (822:०) आयताकार 
इ०८घकप१एॉ७' समकोण 65 
०77०४०४०), लंवकोणिक 
इ९८८४१०४४०४ चापकलन 
इ2०८०)३४८४४ ऋजुरेखीय 
724:८८४०० लघुकरण 
2८(८४८०८८ अभिदेश 
2ीं८८४०० परावतंन 
ए८व4०४0॥ बर्तन 
2०९ण७४ सम्‌ 
सथं४४ए८ आपपेक्षिक, सापेक्ष 
7९)४४४॥४४ आपेक्षिकता 
32०० ४४5४० आपेक्षिकतात्मक 
एए7०5८४६७४०४०४ निरूपण 
:८एपॉध०9 प्रतिकपंण 
इध्पृणां४७०७०६४ अभियाचना,'माँग 
5८६८७४८॥ गवेपृणा 
इ्ञं$६४४८९० (८€्व्गांप्ग) प्रतिरोष, 
(8००८४) रोघ 
इ८६०[प्रधं०० विखंडन 
2८५०ए८० 9०८ खंड 
5८59797८० अनुनाद 
2०5६४ विराम 
इ०४5घ४०० प्रत्यवस्थाव 
2८५ ०ांग्रट्ठ प्रत्यानयन 


इल्ञपटत00 निरोध 

ए८5एँ६ फल, उपपत्ति, परिणाम 

एव्श्णेध्या परिणामी 

7८४णेपंगट्॒ परिणामिक, परिणामगत 

इबबधतं4व07 मंदन 

र2ए525८ उत्कम 

इ८ए८:»9[6 उत्क्रमणीय 

इ०ए०]प्रध०६ परिक्रमण 

सणए०शंप्रट्ठ १००६ घूमनेवाला दरवाजा 

27९०घण70०४५ धारात्मक 

सण्यण० 27० रब रेखा (जहाज माय 
रेखा) 

ग्राएफ्रण ताल 

गाज्पाणां० तालबद्ध 

प87६ »०8।० समकोण 

संझव दृढ़ 

संत8 वरूय, घेरा 

2०८६८६ रॉकेट (हवाई वाण) 

ग्णापप्ड छुठन, लुड़कना, लुंदतयुक्‍्त, 
लूढ़कता 

20402 घूर्णनयुक्त 

इ०407 घूर्णन 

ड०फज़ पंक्ति 

2. 9- ग- (7०एबघंठ75- छुटए. सगणरे 
घू० प० म० (घूर्णन प्रतिमिनट) 

ड्णे८ कायदा 

स्पप्णाटः5 लंबे पढरे (टठित्र पर जड़ी 
एवं सरकती हे) 

54६ग2(८० संतृष्त 

5८३74४ बअदिद्व 


>+ 4२० «+ 


अन्योन्‍्य (धण्य्य००१) व्युत्तमण 
स्ल्ल7०णबयाड़ (८०४४६) परिपाटीसे 
पिस्टनों के इतस्ततः गामी 
॥९८०॥ प्रतिक्षेप 
इ९८४78/6 आयत 
इ९८०॥॥४९३० (880:९) आयताकार 
इष्ट्प्ब्पणैंक्क समकोण. 0: 
०"7०९8०४५), लूंबकोणिक 
46०८८।१८७४०४ चापकलन 
7०८८१४४८४८ ऋणजुरेखीय 
इटत. ८४०० लघुक्रण 
2८(4८०००८०० अभिदेश 
गरथी८८पं०घ परावततेन 
स८ँ३०४०॥ वर्तत 
ग्ट्छणध८ सम 
म्थै४४४८ आपेक्षिक, सापेक्ष 
स्थेबधशापए आपेक्षिकता 
इशब४ ४5४८ आवेक्षिकतात्मक 
एलएप९8व्याब्र0य निरूपण 
इ०्एप्टेभं०० प्रतिकरण 
इ८पुप्पंप्रधण०१६ अभियाचना,'माँग 
22८$८४:८४ गवेषणा 
इ९भ्रं४॥7०९८ (००८:स८४) प्रतिरोध, 
(8८०८७४) रोघ 
2८$0०४०० विखंडन 
२८३० ए०१ 992: खंड 
2८४०7970८ अनुनाद 
5८5४ विराम 
इ८४-६०४०७० प्रत्यवस्थान 
2०४६०४४॥8 प्रत्यानयन 


7०5ध्यंटपं०घ निरोध 

7०5०६ फल, उपपत्ति, परिणाम 

उप धया परिणामी 

2657 धंगड् परिणामिक, परिणामगत 

सबबपतं4ध07 मंदन 

2९ए८:४८ उस्क्रम 

2०ए८:५४९ उत्क्रमणीय 

2८ए०]प४०४ परिक्रमण 

7०ए०रंग्ट्ठ 600: घूमनेवाला दरवाजा 

स2०प्र०णा०ए5 धारात्मक 

सीण्प्य० ॥76 रंव रेखा (जहाज मार्ग 
रेखा) 

गंज्रपफ ताल 

गाएपाशां: तालबद्ध 

अं870 208/० समकोण 

संडंव दृढ़ 

संग बलय, घेरा 

7०८८८६ रॉकेट (हवाई बाण) 

ग्णाफ़ाड्ठ लुठत, लुढ़कना, लुवनयुकत, 
लुढ़कता 

एग2ंगरट्ट घूर्णनयुक्त 

20घ्बाव00 घूर्णन 

2०फ पकति 

2. 9. या. (ए0बपण्य$ एव. ग्यंगणल)े 
घू० प० म० (घूर्णन प्रतिमिबद) 

ज्ण८ कायदा 

स्ण्य्य्ल्ट5 लंबे पटरे (टित पर जड़ी 
एवं सरकती है) 

52८ए:भा८त संतृप्त 

5टब१7 अदिद्य 


इत्डोट मापर, मापनी 


3ए:द708% 





3$प४८७ पेष 


१८८७४037६ गौघ 





$ट७ग वेग 

६<८शोकर रोप॑ाडिक 

3४८८ घा०्गा पुल (गफ) सड़ 

37६$8:0/8303 भूर परदे 

अल पशाघटाउता भोग प्रण 

$ध्शााज7 विधारगोष्ठी 

अ्दाह्घ१८ मुपाहो 

$ल्थ८$ माला, थ्घों 

3 जुट 

३९४८६ पदरः 

500८७. रेसान्वित 

आम पंपा 

फणा निभाना 

अंएं८ (८पुण्म्घणा) पक्ष 
(7897०) भुजा, बाहु 
(्ध्प्नणाडु शधधठम 
3 9३] ७४ 5790 40 07 20०) 
पाश्यंता 

अंधब्जालृृआठ् पाश्यंगमत 

अहग्गे संकेत 

हाय पौश्ाए0७५ 
समीकरण 

3276 ज्या 

धंगहणाव३ (एपंग्य) घिचित्र (बिंदु) 

घंड 8 ज्याति 

हंग्रए5०ंप2! ज्यायफ्रीय 


हाश्या] ॥० 


८पु०४४०॥ यसुमपत्‌ 


है] 


प्णछ8 गरिचिरागमर, + २ राम तः 


४४ <« चीपार 
कया वा, 7८८ सॉोटिंग ३७ र7े| 


«०७ लिगइवीन 





ड्य 


गयाप गे, जिले ३० 


न नर 





०८ ८। सवाएर 
इतंगा 3) प्रदान सौर परिवार 


$णैएघणा मापन, रख 





$०७४:८८ उद्गम 

5१2८८ जाहाश 

3[03773] स्थानास्मक्र 

$एव्लाप्धा वर्णफस 

$८८७ पाल 

8॥६7० गोल, गोला 

अुगठा रत उपगोछ 

बुध अ्रमि 

आूशशधग[ु। 09.- भेमिके स्द्वू 

शुगर 5ुधयड़ संपिछझ कूमानी 

आुागधहत प्राम8णा.. छिड़काव को 
गाड़ो 

54००7८ वगत्मिक 
(7.५, 709 ८३) वर्ग 

ब्चुण्गार २00: वर्गंफल 

$&शेआव9 स्पायित्व 

$:23॥2९5 स्थायीकारक 

$729०८ स्थायी 


नई सेरस- 


&(क्रा6900 प्रामाणिक, मानक 

$7900727 स्थावर 

8000 50८ (०४) सांख्यिकीय 

$4४० स्थेतिक 

8४7०४ स्थेतिकी 

#पध्श्वए स्थिर भावे की 

5४६८८] फौलाद 

$:०८४॥७8 मार्ग पर चलाना 

$&04८४५ कड़ापन 

इ0क्ां। कर्प 

$&776९६ ८०७६ ट्रामगाडी 

$04८7४8[0 प्रवलता 

&0:९$$ प्रतिबल 

डंगटु डोरी, रज्जु 

079 पट्टी 

$:70॥:6 प्रहार थ 

8पॉ)००४ विपय, साधन 75 * 

&प००/भपंघ८ अतःसागरीय, पनड॒ब्वी, 
सबमरीन 5 


8प०४८पए निम्नलछिखन * # 
$प्फ४/ ८४०४ अत्तिस्थापन ,. *< 
5० अनुलिखन-' ः 


#प्ण्ः्यध्मंं०्ण योगन 
5पफृथगप्प््रपपप्पंस्ंपण अति- | 
चालकता कप, 
5०/८:८५४४८ अतिप्रत्यास्थ - 
उप्फृष्पए०अघं०ग, अविप्ठोपन :* - 
इप्फुथ्प्ड्ष्छंछः उपडिलिखव | «- 
5057 ८्ण८ग६ (पट्टा) म्रपू रक कोष - 

($पजु०० मर पच्ट) घेपपुत्ति- आए 


50०9!77०:7६८ आधार न्‍ 
+ इप्ाशिट्ड पृष्ठ 

ध्पः्प्रण्ण पर्यवक्ोकन, सर्वेक्षण 
59५ए८्पञ्नठप अवलंवन 

59८९७ ०एा बुहा रा 

5ण४8 झूलन, झूछा 

$977%०] प्रतीक, सकेतक 

3ज्य्य6० (८) समित, ससमिति 
59777766:ए संमिति 

इजथ्य (प्रवए0व 62: 999) पद्धति, 

(7फग्फ्रैदश ० 77285) निकाय, 
समुदाय (5०॥४7-) परिवार . 

पगाएुधारए स्पर्शता हे 
्गहुला स्पर्श रेखा के 

स्भ्पो: टकी 
६४७८०८४7०४० समकालवक्र :7 
प्ब्रघा00089 पुनरुक्ति दन 
इ०णामां०घ। शिल्पिक 
८८7००7०४7८४! मीमांस्रक 
एट्प्राएव्य्थापप4 ताप - 5 
८०४७०: काछात्मक ५ 
६८77 24८घ्ट: टेनिस की थापी 7 
पटगं०णण तनाव | * 
(८४७०८ टेन्सर * 
स्ट्फका पद 
ए८पघणांग०० 77 पारिभाषिकी - 
ई८::7८५६४४) पाथिक * 
एटाईइपांज ग्रगहग८पएंडपा भूचुबकत्व - 
६८४६ मूल रचना (लेखीव) 7 
धाव्ण०ट्टांण्ग आध्योत्मिक / «--7 * 


कै कुल 


ऐल्पाव्या प्रणव 

ए,८एतादाइटड] मेंद्ानिक 

एब्ताक बार, चिदारई 

फैपकागे आामोप् 

है दागणजवीड्धरक उहमागोप्िरों 
हे ८४६ गोघमा निरषर, शोप नियप 


त्उते तागा, पाया 





घ३% 


७५६ पा 

3] उवाग्मारा पे 
#म० राछ, समय 
७6) करये 





(व शट्ट, 
एह्पृषद एुट्र 

473८८ (3 ८०:५८) जनरेसस 
6३८. प्रयिद 
प३]०७७79 प्रणेष पप 
प्साप्टापदाजओ बोजावीत 
विश टा८॥८९० रग्तातग्म 

व गा णियावाएणग रूपाउरण 


गाफिवंणंय सेप्मंग 





घिफिातएा स्पानातरच 
धिरशआाधा (८0. संघारित 
7737५0०7६ प्रवाटण 
ध275005८ पश्चातर 

57055 ८5८ जनुप्रस्थ 
प्ांह्ुणाणगराद्ाधा८ तिकोगमितीय 
फ८5 तिक्‌ 

घण<9 द्राली 

3ग्ण्णए द्रोषिशा 

फए5$ पुशता 








नव वन- | जा य- 
रैघश पल प्रमानवा परम 


हे हू (के प्रविसध, परतिरष मद 





बचा. «०७ वर 03 माप है 
प्चाा मापा इहा। 


छा - १५३॥ साो्वीयिया 





जब घटा ६४ विदावी॥ विमयया 


ध्योच बंप 


8 श५८ मोल 





प्र्धय्टा? पर, पररााधि 

$आ8ध30|०.. परिणम्ध 

धध्गादव परिणमस 

5व्टाएए मादिश 

*5८टाणघग मिस, सदिमोय, सदिश 
धटॉणताए पेग 
8८३४ सत्यापित 
भटक घारष 
$टाध८ओं ऊरध्याधर 

5972477 केपायमान 
$393007 कपन 

ए9730075 कपनशोर 

$8ल्यगा शिकार 

अंशण्ग आभामी 

5४०६ बोल्ट 

9४०६८ तरस 

७2४० 40०7६ तरगाग्र 

४»टाष्ट: भार, तील, वाँट, गौरव 





फरना 


+४२४- 


शााट८! पहिया जगत अंघ जगत्‌ रेखा 
“५छ००४४ग४” लड़खड़ाना आऋः८7८१ रिच 


ऋ०४४ कार्य, कर्म 5०-४० योन्‍्यो (एक खिलौना) 


“हद के की ओे॥ी। न्‍न्‍क, 


१ 
११ 
है हर] 
शव 
१४ 


हिन्दी समिति द्वारा प्रकाशित प्रन्प ० 


साशिदती के थिद्धाल्व और उद्योग 
भूमि स्खारव 
बदला माहिर बा सश्लिप्त इपितास 
5208 9 8 
भारत का आपिद सुग्ब सार 
अर्रेबी उपस्याग का दिशास 
भारखीद कर-म्यरह पा 
दतिहारानइशन 
वध्पाणु शिशइन 
मगुदुरप्‌र में भारवीय सहहृति 
खार और मनुष्य 
पृष्णी की आयु 
कार्येटरपापों 
शिनाशा नीति 

(मन्‌ १९६०-६१) 
अंप्रबी भागा जोर साहित्य 
जापुरेंद का बृदर्‌ इतिहास 
भारतीय सरम्हति ड्िलीय सख््रस्भ' 
आापधिर श वा अद्निप्राप 
पघामत पर दो निदन्प 
इस्पात को उहयाइन 
प्राची भरा में स्मायन का जितास 
हगियय पुराण वा सारवृतिर जिउेचन 
गहने मेंती 
पैनल खतदुत ता मुरत्झा 
आाप्ठ परिर्क्षण 

(प्‌ १९५९-६०) 
उरई-हिर दी घब्दमौध 
चघतित, व माल और भविष्य 
भरत वा संगीत मिद्धारक 
सूरिक्सागर 
उद्योग और रखायन 
विमान और वैमानिरी 
इजबट्रान विवतेन 
मलयालम साहित्य का इतिहास 
(द्वितीय सस्करण) 
खाद ओर उवंरक 


* बैचविज्ञान 


पतन की परिभाषा 


* अरस्तू 





३२० 
११०० 
०० 


ढ०्न 
४५० 
२०० 
श्र ०० 
4१० 
५०० 
१००० 


ह*«क- | 


२६०० 
०० 
६.2० 

१००० 
७०० । 
8] 
२-५० 


हम 
हृ०ग० 
ह०० 
०० 


३-५० है 


डर 


'रद जोशी ! 

जन्म : 2] मई 93], उज्जन (म० प्र०). 

शिक्षण : यहाँ वहाँ, पता नहीं कहाँ-कहाँ। अन्त में होल्कर 
ग़विद्यालय इन्दोर से बी०ए० ।' 

शुरू में कहानियाँ, फिर जुड़ी पत्रकारिता, व्यंग्य लेखन, 
पाल में सरकारी नौकरी कुछ सालों और अ्रव पिछले पन्द्रह वर्षो 
स्वतन्त्र लेखन । 


पहली किताव--परिक्रमा' । फिर “किसी वहाने', 'जीप पर 
ग्र इल्लियाँ,' 'तिलस्म', “रहा किनारे वैठ', दूसरी सतह” झौर 
छले दिनों 





नाटकों का चस्का । अ्रंधों का हाथो' श्ौर 'एक था गधा उर्फ़ 
वदाद खां! नाठकों के प्रदर्शन सर्वत्र हुए । 
फिलहाल बंबई में रहते हैं । 








ही 

2 
री ह 
कं जा 


ही 822 04 कपल 


भिलोचन 


उन्म :20 प्रयत्व 9]7, बिंयनो-पइटी, कठघ रापद 


दी, सुस्तानपुर, उ० प्र०। 
न 




















दिक्षा ; बी० ए० यथा एम० ए (पूरा) पग्रनेडों साहिस 
प्रान, जनवातां ,समाज, प्ररीर, विन्ररेत्ा, हुं भोर कहानी धादि 
पत्रिल्यप्रों प्रोर समाचार पत्रों का सह-त्म्पादन कर चुके हैं 
952-53 में 
प्रवक्ता । 
धिना 
सम्प्रति मुक्तितोंष पीठ, सागर विखविद्याचद, सागर (म० प्र०)। 
प्रकाशित इ॑ घरतों (क्षद्िता मग्रह 945. दुमरा सस्करण - 977 
गुलाब झोर दुलव॒ुत ग्रर व्वाइदाँ 9355) 
दिगनत (सॉनिंट - [957] 
ताप के ताए हुए दिन (कविता मग्रह - 980) 
झब्द (कविता नग्नट - ॥980) 
उस जनपद छा रवि हूं (कद्विता संग्रह - 98 ) 
अझरधान (कविता सद्रह . 934) 
पता : खी.50, सोरनगर, सागर विद्वविद्यालद, सागर--470003 





डा० रमेशचन्द्र कपूर 

आपका जन्म २२ दिसम्बर 
१९२७ को हुआ । सत्‌ १९४६ में 
आपने प्रयाग विश्वविद्यालय से प्रथम 
श्रेणी मे एम ०एस-सी० किया। १९४८ 
में आपने डो० फिल० और १९५७ 
म्रें ढी० एस-सी० की उप्राधि प्राप्त 
की । सन्‌ १९४७ से ही आप प्रयाग 
विश्वविद्यालय में रसायन विज्ञान का 
प्राध्यापन करते रहे हैं । 

आप भारत, अमेरिका तथा 
इग्लैण्ड की कितनी ही प्रसिद्ध वैज्ञानिक 
सस्थाओ के सदस्थ है और आपने 
उच्च वैज्ञानिक विषयो पर दज्नो मह- 
स्वपूण प्रबन्ध लिखे हैं, जो देश विदेश 
की प्रमुख वैज्ञानिक पत्रिकाओं में 
प्रकाशित हो चुके हैं । 


रूड2.०० 





हिन्दी-समिति-ग्रन्थयमाला---५७ 


परमाणु-विखण्डन 


लेखक 
डा० रमेशचन्द्र कपूर, 
इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


हिन्दी-समिति-ग्रन्थमाला--५७ 


परमाणु-विखण्डन 


लेखक 
डा० रमेशचन्द्र कपूर, 
इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


हिन्दी समिति 


सूचना विभाग, उत्तर प्रदेश 


